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Введение 
 
Настоящая работа посвящена рассмотрению многокритери-

альных систем стимулирования – в которых деятельность каждого 
управляемого субъекта (агента) описывается несколькими показа-
телями, значения которых определяют размер вознаграждения, 
выплачиваемого управляющим органом (центром). 

Стимулированием называется побуждение (осуществляемое 
посредством воздействия центра на предпочтения – целевую 
функцию – агента) к совершению определенных действий [ 26]. 
Исследование формальных моделей стимулирования в рамках 
теории управления началось практически одновременно и незави-
симо как в бывшем СССР, так и за рубежом, примерно в конце 60-
х годов прошлого века. Основными научными школами по этому 
направлению исследований являются теория активных систем 
[ 5,  26- 28] (научный центр – Институт проблем управления РАН), 
теория иерархических игр [ 9] (научный центр – Вычислительный 
центр РАН) и теория контрактов, развиваемая, в основном, зару-
бежными учеными [ 43,  45,  46]. Кроме того, проблемы стимулиро-
вания (спроса на труд, предложения труда и т.д.) традиционно 
находятся в центре внимания экономики труда [ 1,  2,  42,  48]. При-
кладные задачи стимулирования рассматриваются и используются, 
в том числе, в управлении персоналом [ 14,  37]. 

Структура изложения материала настоящей работы следую-
щая. В первом разделе вводится классификация задач стимулиро-
вания, позволяющая в дальнейшем систематически описать ре-
зультаты исследования механизмов многокритериального 
стимулирования. В том числе: компенсаторные (раздел 2), линей-
ные (раздел 3), «бригадные» (раздел 4) и ранговые (раздел 5) сис-
темы многокритериального стимулирования. Раздел 6 посвящен 
обсуждению роли систем оценки деятельности. 
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1. Классификация задач стимулирования 
 
Рассмотрим двухуровневую организационную систему (ОС), 

состоящую из одного центра на верхнем уровне иерархии и n 
агентов на нижнем – см. Рис. 1. 

 
  

ЦЕНТР 

Агент1 … Агент2 Агентn 

 
Рис. 1. Двухуровневая ОС 

 
Стратегией i-го агента является выбор действия yi ∈ Ai, 

i ∈ N = {1, 2, ..., n} – множеству агентов; стратегией центра – 
выбор системы стимулирования {σi(z)}i∈N, где zi = Qi(y) ∈ Bi – 
наблюдаемый центром результат деятельности i-го агента, 
y = (y1, y2, ..., yn) – вектор действий агентов, z = (z1, z2, ..., zn) – 
вектор результатов деятельности агентов, Qi: A → Bi – оператор 
агрегирования, σi: B → ℜ  1, i ∈ N, A = ∏

∈Ni
iA , B = ∏

∈Ni
iB . 

Предпочтения центра отражены его целевой функцией 
(1.1) Φ(z, σ(z)) = H(z) – ∑

∈Ni
i z)(σ , 

где H(⋅): B → ℜ  1 – функция дохода центра. 
Предпочтения i-го агента отражены его целевой функцией: 

(1.2) fi(y, σi(z)) = σi(z) – ci(y), 
где ci(⋅): A → ℜ  1 – функция затрат i-го агента, i ∈ N. 

Последовательность функционирования ОС такова: центр вы-
бирает и сообщает агентам систему стимулирования (зависимость 
вознаграждения, выплачиваемого каждому из агентов, от вектора 
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результатов их деятельности), затем агенты однократно, одновре-
менно и независимо выбирают свои действия, которые приводят к 
соответствующим результатам деятельности. Целевые функции и 
допустимые множества, а также операторы агрегирования, явля-
ются общим знанием [ 35] среди всех участников ОС (центра и 
агентов); агенты на момент принятия решений знают выбранную 
центром систему стимулирования; центр наблюдает результаты 
деятельности агентов, но может не знать их действий. 

Обозначим: 
P(σ(⋅)) ⊆ A – множество действий, выбираемых агентами при 

системе стимулирования σ(⋅): обычно считается, что агенты выби-
рают действия, являющиеся равновесием их игры [ 12]; 

Q(P) = U
Py∈

{(Q1(y1), Q2(y2), ..., Qn(yn))} – множество результа-

тов деятельности агентов, которые могут реализоваться при выбо-
ре ими действий из множества P. 

Эффективность стимулирования K(σ) определяется как гаран-
тированное значение целевой функции центра: 
(1.3) K(σ) = 

))((
min

σPQz∈
 [H(z) – ∑

∈Ni
i z)(σ ]. 

В общем виде задача стимулирования формулируется сле-
дующим образом – найти допустимую систему стимулирования, 
обладающую максимальной эффективностью: 
(1.4) K(σ) → 

σ
max . 

Введем систему классификаций задач стимулирования, в ко-
торой основаниями классификации являются размерности соот-
ветствующих множеств. 

1. Первым основанием системы классификаций является чис-
ло агентов n. Возможные значения признаков классификации: 
n = 1 (одноэлементная ОС) и n ≥ 2 (многоэлементная ОС). 

2. Вторым основанием является размерность k множества до-
пустимых действий агентов (здесь и всюду ниже будем считать, 
что для всех агентов множества допустимых действий являются 
подмножествами ℜ k). Возможные значения признаков классифи-
кации: k = 1 (скалярная система стимулирования) и k ≥ 2 (много-
критериальная система стимулирования). 
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3. Третьим основанием является размерность m множества 
допустимых результатов деятельности агентов (здесь и всюду 
ниже будем считать, что для всех агентов множества допустимых 
результатов деятельности являются подмножествами ℜ m). Воз-
можные значения признаков классификации: m = 1 и m ≥ 2. Част-
ным случаем (отсутствие агрегирования) является тождествен-
ный оператор агрегирования, тогда m = k и B = A. 

4. Четвертым основанием является размерность предпочтений 
агентов и системы стимулирования. В настоящей работе предпола-
гается, что областью значений функции стимулирования является 
множество неотрицательных действительных чисел, а предпочте-
ния агентов скалярны (область значений целевой функции любого 
агента – множество действительных чисел). Содержательно, целе-
вая функция агента при этом отражает его «экономические» инте-
ресы, а аддитивно входящее в целевую функцию стимулирование 
может интерпретироваться как материальное стимулирование. 
Возможно использование векторных предпочтений агентов (см. 
[ 10,  34]) и так называемых векторных систем стимулирования 
[ 21], в которых одна из компонент соответствует материальному 
стимулированию, а другая компонента (или другие компоненты) – 
различным аспектам морального стимулирования. Исследование 
векторных систем стимулирования выходит за рамки настоящей 
работы и представляется перспективным направлением будущих 
исследований. 

5. Пятым основанием системы классификаций задач стимули-
рования являются те априорные требования, которые накладыва-
ются на класс допустимых систем стимулирования – различают 
системы стимулирования различных типов: компенсаторные (ко-
торые в большинстве случаев оптимальны), скачкообразные (ак-
кордные), линейные (пропорциональные, сдельные), «бригадные», 
ранговые и др. [ 21,  26]. 

6. Шестым основанием системы классификаций является на-
личие или отсутствие единообразности определения размера воз-
награждения агента в зависимости от результатов его деятельно-
сти. Системы стимулирования, в которых вознаграждение зависит 
от характеристик конкретного агента, называются персонифициро-
ванными. В отличие от персонифицированных, в унифицированных 
системах стимулирования зависимость размера вознаграждения от 
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результатов деятельности одинакова для всех агентов. Унифици-
рованные системы стимулирования являются более «демократич-
ными» («справедливыми») и требуют от центра обладания мень-
шей информацией об агентах. С другой стороны, являясь частным 
случаем персонифицированных, они обладают не большей эффек-
тивностью. В настоящей работе мы ограничимся рассмотрением 
унифицированных систем стимулирования. 

Возможны и другие основания системы классификаций, кото-
рые порождают еще большее разнообразие задач стимулирования: 

- наличие неопределенности того или иного типа (интерваль-
ная, вероятностная, нечеткая) или вида (внутренняя, внешняя, 
смешанная) [ 27,  28,  33], которая может устраняться, в том числе, 
путем сообщения информации от более информированных участ-
ников ОС к менее информированным [ 20,  27,  31,  36]; 

- наличие динамики [ 30]; 
- наличие распределенного контроля (когда один и тот же 

подчиненный имеет несколько начальников) [ 11,  17,  24,  34]; 
- наличие векторных предпочтений центра и агентов [ 10,  34]; 
- наличие кооперативного взаимодействия участников [ 11]; 
- наличие возможности изменять состав участников ОС [ 17]; 
- наличие нескольких уровней иерархии [ 7,  24]. 
Рассматривать детально перечисленные вариации задачи сти-

мулирования в настоящей работе мы не будем, так как приводи-
мые ниже результаты могут быть обобщены на эти случаи по 
аналогии с тем, как это делается в соответствующих работах, 
ссылки на которые даны выше. 

Введенная система классификаций обусловливает структуру 
изложения материала настоящей работы. 

Базовой моделью стимулирования, которая исследована на се-
годняшний день наиболее подробно, является модель, в которой 
n = m = k = 1 и отсутствует агрегирование – см. [ 5,  8,  21,  26]. 
Поэтому в разделе 2.1 обсуждается обобщение этой модели на 
случай n = 1, m ≥ 2, k ≥ 2. Разделы 2.2 и 2.3 посвящены обобщению 
полученных в [ 33] результатов исследования, соответственно, 
индивидуального стимулирования и стимулирования за результа-
ты коллективной деятельности, на случай n ≥ 2, k ≥ 2, m = 1 мно-
гокритериального стимулирования. 
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Далее, в разделах 3-5 на случай многокритериального стиму-
лирования обобщаются результаты исследования линейных [ 2,  21], 
бригадных [ 13,  26,  41] и ранговых [ 33,  40] скалярных систем сти-
мулирования. Шестой раздел посвящен исследованию роли систем 
оценки деятельности агентов, которые позволяют перейти от 
векторных к скалярным показателям оценки результатов деятель-
ности агентов. 

В заключении обсуждаются основные результаты и перспек-
тивы дальнейших исследований. 

 
 

2. Компенсаторные системы стимулирования 
 
В настоящем разделе1 изучаются компенсаторные системы 

многокритериального стимулирования, в рамках которых центр 
компенсирует агентам затраты только при условии выполнения 
плана. Сначала рассматриваются одноэлементные (подраздел 2.1), 
а затем – многоэлементные ОС (подразделы 2.2 и 2.3). 

 
 

2.1. Базовая модель стимулирования 
 
Основным аппаратом моделирования задач стимулирования в 

теории управления является теория игр – раздел прикладной мате-
матики, исследующий модели принятия решений в условиях не-
совпадения интересов сторон (игроков), когда каждая сторона 
стремится воздействовать на развитие ситуации в собственных 
интересах [ 12]. Простейшей игровой моделью является взаимодей-
ствие двух игроков – центра (principal) и подчиненного ему агента 
(agent), то есть n = 1. Такая организационная система (ОС) имеет 
следующую структуру: на верхнем уровне иерархии находится 
центр, на нижнем – подчиненный ему агент. В качестве центра 
может выступать работодатель, непосредственный руководитель 
агента или организация, заключившая трудовой (или какой-либо 
иной – страховой, подрядный и т.д.) договор с агентом. В качестве 
агента может выступать наемный работник, подчиненный, или 

                                                           
1 Раздел написан совместно с М.И. Сапико. 
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организация, являющаяся второй стороной по соответствующему 
договору. 

Стратегией агента является выбор действия y ∈ A ⊆ ℜ k, k ≥ 2, 
принадлежащего компактному множеству допустимых действий A. 
Содержательно, действием агента может быть количество отраба-
тываемых часов, объем произведенной продукции, ее качество и 
иные характеристики. Пока будем считать, что агрегирование 
отсутствует, то есть z ≡ y (Q(⋅) – тождественное отображение, 
m = k, B = A). 

Стратегией центра является выбор функции стимулирования 
σ(⋅), ставящей в соответствие действию агента некоторое неотри-
цательное вознаграждение, выплачиваемое ему центром, то есть 
σ : A → ℜ+

1. 
Выбор действия y ∈ A требует от агента затрат c(y), 

с : A → ℜ 1, и приносит центру доход H(y), H : A → ℜ 1. Функцию 
затрат агента c(y) и функцию дохода центра H(y) будем считать 
известными (см. обсуждение проблем и результатов их идентифи-
кации в [ 2,  21,  26]). 

Интересы участников организационной системы (центра и 
агента) отражены их скалярными целевыми функциями, (функция-
ми выигрыша, полезности и т.д., в записи которых зависимость от 
стратегии центра будет опускаться), которые обозначим, соответ-
ственно: Φ(y) и f(y). 

Целевые функции представляют собой: для агента – разность 
между стимулированием и затратами: 
(2.1.1) f(y) = σ(y) – c(y), 
а для центра – разность между доходом и затратами центра на 
стимулирование – вознаграждением, выплачиваемым агенту: 
(2.1.2) Φ(y) = H(y) – σ(y). 

Определим yLCA = arg 
Ay∈

min  c(y) – действие агента, минимизи-

рующее его затраты. 
Введем следующие предположения, которых будем придер-

живаться, если не оговорено особо, в ходе дальнейшего изложения 
материала настоящего раздела. Относительно функции затрат 
предположим, что она непрерывна, а затраты от выбора действия 
yLCA равны нулю. Также допустим, что значение вознаграждения, 
выплачиваемого центром агенту, неотрицательно, и что функция 
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дохода центра непрерывна и достигает максимума при действии 
агента, отличном от yLCA. 

Так как значение целевой функции агента зависит как от его 
собственной стратегии – действия, так и от функции стимулирова-
ния, то в рамках гипотезы рационального поведения агент будет 
выбирать действия, которые при заданной системе стимулирова-
ния максимизируют его целевую функцию. Понятно, что множест-
во таких действий, называемое множеством реализуемых дейст-
вий, зависит от используемой центром системы стимулирования. 
Основная идея стимулирования как раз и заключается в том, что, 
варьируя систему стимулирования, центр может побуждать агента 
выбирать те или иные действия. 

Так как целевая функция центра зависит от действия, выби-
раемого агентом, то эффективностью системы стимулирования 
называется гарантированное значение целевой функции центра на 
множестве действий агента, реализуемых данной системой стиму-
лирования. Следовательно, задача стимулирования заключается в 
том, чтобы выбрать оптимальную систему стимулирования, то 
есть систему стимулирования, имеющую максимальную эффек-
тивность. 

Множество действий агента, доставляющих максимум его це-
левой функции (и, естественно, зависящее от функции стимулиро-
вания), называется множеством решений игры или множеством 
действий, реализуемых данной системой стимулирования: 
(2.1.3) P(σ) = Arg 

Ay∈
max  {σ(y) – c(y)}. 

Зная, что агент выбирает действия из множества (2.1.3), центр 
должен найти систему стимулирования, которая максимизировала 
бы его собственную целевую функцию. Следовательно, эффектив-
ность системы стимулирования σ ∈ M равна: 
(2.1.4) K(σ) = 

)(
min

σPy∈
 Φ(y). 

Прямая задача синтеза оптимальной системы стимулирования 
заключается в выборе допустимой системы стимулирования, 
имеющей максимальную эффективность: 
(2.1.5) K(σ) → 

σ
max . 

Обратная задача стимулирования заключается в поиске мно-
жества систем стимулирования, реализующих заданное действие, 
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или, в более общем случае, – заданное множество действий A* ⊆ A. 
Например, при A* = {y*} обратная задача может заключаться в 
поиске множества M(y*) систем стимулирования, реализующих это 
действие, то есть M(y*) = {σ | y* ∈ P(σ)}. 

Перейдем к решению задачи стимулирования, практически 
дословно повторяя решение, описанное в [ 26], для рассматривае-
мого случая многокритериальной системы стимулирования. Пред-
положим, что использовалась система стимулирования σ(⋅), при 
которой агент выбирал действие ))(( ⋅∈ σPx . Утверждается, что 
если взять другую систему стимулирования )(~ ⋅σ , которая будет 
равна нулю всюду, кроме точки x , и будет равна старой системе 
стимулирования в точке x : 





≠
=

=
xy
xyx

y
        ,0

  ),(
)(~ σ

σ , 

то и при новой системе стимулирования это же действие агента 
будет доставлять максимум его целевой функции. 

Приведем формальное доказательство этого утверждения. Ус-
ловие того, что выбор действия x  доставляет максимум целевой 
функции агента при использовании системы стимулирования σ(⋅), 
можно записать в следующем виде: разность между стимулирова-
нием и затратами, будет не меньше, чем при выборе любого друго-
го действия: Ay ∈∀  )()()()( ycyxcx −≥− σσ . 

Заменим систему стимулирования σ(⋅) на систему стимулиро-
вания )(~ ⋅σ , тогда получим следующее: в точке x  система стиму-
лирования )(~ ⋅σ  по-прежнему равна системе стимулирования σ(⋅). 
В правой части будет тогда записана система стимулирования 

)(~ ⋅σ : Ay ∈∀  )(0)()( ycxcx −≥−σ . Если выполнялась первая 
система неравенств, то выполняется и новая система неравенств. 
Следовательно, ))(~( ⋅∈ σPx . 

Так как центр стремится минимизировать выплаты агенту, 
при условии, что последний выбирает требуемое действие, то 
вознаграждение в случае выполнения плана должно равняться 
затратам агента (точнее – превосходить их на сколь угодно малую 
положительную величину δ – для того, чтобы целевая функция 
агента имела единственный максиму – точку плана). Этот важный 
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вывод для скалярных систем стимулирования получил название 
«принцип компенсации затрат» [ 27]. Он справедлив для рассмат-
риваемой модели и в случае многокритериального стимулирова-
ния. 

Следовательно, параметрическим (с параметром x ∈ A) реше-
нием задачи (2.1.5) является следующая система стимулирования 

(2.1.6) σK(x, y) = 




≠
=+

xy
xyxc

,0
,)( δ

, 

которая называется компенсаторной (K-типа). 
Величина δ, фигурирующая в оптимальной системе стимули-

рования, получила название мотивационной надбавки [ 26], так как 
именно ее величина определяет значение целевой функции агента. 
Размер мотивационной надбавки может выбираться исходя из 
различных соображений – см. ниже. 

Оптимальное реализуемое действие может быть найдено из 
решения следующей стандартной оптимизационной задачи 
(2.1.7) y* = arg 

Ax∈
max  [H(x) – c(x)]. 

Утверждение 1. При n = 1, k ≥ 2 и отсутствии агрегирования, 
система стимулирования (2.1.6), (2.1.7) δ-оптимальна. 

Отметим, что компенсаторная система стимулирования (2.1.6) 
не является единственной оптимальной системой стимулирования 
– легко показать, что в рамках гипотезы благожелательности 
решением задачи (2.1.5) является любая система стимулирования 
σ( (⋅), удовлетворяющая следующему условию: σ( (y*) = c(y*), 
∀ y ≠ y* σ( (y) ≤ c(y). 

Существенным «плюсом» компенсаторных систем стимули-
рования является их простота и высокая эффективность, сущест-
венным «минусом» – абсолютная неустойчивость относительно 
возможных возмущений параметров модели [ 6,  25]. Действитель-
но, если центр неточно знает функцию затрат агента, то сколь 
угодно малая неточность может приводить к значительным изме-
нениям реализуемых действий. Вопросы адекватности моделей 
стимулирования, устойчивости оптимальных решений и т.д. под-
робно исследовались в [ 6,  25]. Предложенная в упомянутых рабо-
тах техника анализа и методы повышения гарантированной (в 
рамках имеющейся у центра информации) эффективности стиму-
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лирования могут быть непосредственно использованы и для моде-
лей, рассматриваемых ниже, поэтому проблемы адекватности и 
устойчивости в настоящей работе не исследуются. 

Выше мы рассматривали случай отсутствия агрегирования 
информации. Теперь предположим, что агрегирование информа-
ции имеет место, то есть доход центра h(z) зависит от наблюдаемо-
го им результата деятельности агента z = Q(y) ∈ B ⊆ ℜ m, причем 
m ≤ k, где Q(⋅): A → B – однозначное непрерывное отображение, 
такое, что U

Ay

yQ
∈

)(  = B. Отметим, что при этом предполагается, 

что оператор агрегирования и функция затрат агента центру из-
вестны, а действия не наблюдаются. 

Фиксируем произвольный результат деятельности агента 
z ∈ B и вычислим, во-первых, множество его действий, приводя-
щих к данному результату: 
(2.1.8) Y(z) = {y ∈ A | Q(y) = z}, 
и, во-вторых, минимальные затраты агента по достижению данно-
го результата: 
(2.1.9) C(z) = 

)(
min

zYy∈
 c(y). 

Рассмотрим систему стимулирования 

(2.1.10) σK(x, z) = 




≠
=

xz
xzxC

,0
,)(

, x, z ∈ B. 

Видно, что система стимулирования (2.1.10) в рамках гипоте-
зы благожелательности (при прочих равных агент выберет дейст-
вия, наиболее благоприятные с точки зрения центра) побуждает 
агента выбрать действия, приводящие к «плановому результату» 
x ∈ B, причем затраты центра на стимулирование при этом мини-
мальны. 

Оптимальный реализуемый результат деятельности может 
быть найден из решения следующей стандартной оптимизацион-
ной задачи 
(2.1.11) z* = arg 

Bx∈
max  [h(x) – C(x)]. 

Утверждение 2. При n = 1, k ≥ 2 и наличии агрегирования в 
рамках гипотезы благожелательности система стимулирования 
(2.1.10), (2.1.11) оптимальна. 
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Таким образом, в настоящем подразделе получено решение 
задачи синтеза оптимальной многокритериальной системы стиму-
лирования в одноэлементной ОС как для случая отсутствия агре-
гирования информации (утверждение 1), так и для случая агреги-
рования информации (утверждение 2). 

Завершив рассмотрение механизмов стимулирования в одно-
элементных ОС, перейдем к описанию механизмов многокритери-
ального стимулирования в многоэлементных ОС. 

 
 

2.2. Стимулирование за индивидуальные результаты 
 
Простейшим обобщением базовой одноэлементной модели 

является многоэлементная ОС с независимыми (невзаимодейст-
вующими) агентами. В этом случае задача стимулирования распа-
дается на набор одноэлементных задач [ 26]. Если ввести общие 
для всех или ряда агентов ограничения на механизм стимулирова-
ния, то получается задача стимулирования в ОС со слабо связан-
ными агентами, представляющая собой набор параметрических 
одноэлементных задач, для которого проблема поиска оптималь-
ных значений параметров решается стандартными методами ус-
ловной оптимизации [ 26]. 

Если агенты взаимосвязаны (в настоящей работе не рассмат-
ривается ситуация, когда существуют общие ограничения на мно-
жества допустимых состояний, планов, действий и т.д. агентов – 
этот случай подробно описан в [ 23,  33]), то есть затраты и стиму-
лирование агента зависят, помимо его собственных действий, от 
действий других агентов, то получается «полноценная» многоэле-
ментная модель стимулирования, описываемая в настоящем под-
разделе. Предположим пока, что агрегирование информации от-
сутствует (ситуация, когда агрегирование имеет место, 
рассматривается в следующем подразделе). 

Пусть N = {1, 2, …, n} – множество агентов, yi ∈ Ai – действие 
i-го агента, ci(y) – скалярные затраты i-го агента, σi(y) – скалярное 
стимулирование этого агента со стороны центра, i ∈ N, 
y = (y1, y2, …, yn) – вектор действий агентов, y ∈ A = ∏

∈Ni
iA . Пред-

положим, что центр получает доход H(y) от деятельности агентов. 
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Обозначим y-i = (y1, y2, …, yi-1, yi+1, …, yn) ∈ A-i = ∏
≠ij

jA  – об-

становка игры для i-го агента. Интересы и предпочтения участни-
ков ОС – центра и агентов – выражены их целевыми функциями. 
Целевая функция центра Φ(σ, y) представляет собой разность 
между его доходом H(y) и суммарным вознаграждением υ(y), 

выплачиваемым агентам: υ(y) = ∑
=

n

i
i y

1
)(σ , где σi(y) – стимулиро-

вание i-го агента, σ(y) = (σ1(y), σ2(y), …, σn(y)). Целевая функция i-
го агента fi(σi, y) – разность между стимулированием, получаемым 
от центра, и затратами ci(y), то есть: 

(2.2.1) Φ(σ, y) = H(y) – ∑
=

n

i
i y

1
)(σ . 

(2.2.2) fi(σi, y) = σi(y) – ci(y), i ∈ N. 
Отметим, что и индивидуальное вознаграждение, и индивиду-

альные затраты i-го агента по выбору действия yi в общем случае 
зависят от действий всех агентов (случай сильно связанных аген-
тов с несепарабельными затратами). 

Примем следующий порядок функционирования ОС. Центру 
и агентам на момент принятия решения о выбираемых стратегиях 
(соответственно – функциях стимулирования и действиях) извест-
ны целевые функции и допустимые множества всех участников 
ОС. Центр, обладая правом первого хода, выбирает функции сти-
мулирования и сообщает их агентам, после чего агенты при из-
вестных функциях стимулирования одновременно и независимо 
выбирают действия, максимизирующие их целевые функции. 

Обобщая предложенную в [ 33] модель, относительно пара-
метров ОС введем следующие предположения: 

- множество Ai допустимых действий i-го агента является 
компактом в ikℜ ; 

- функции затрат агентов непрерывны, неотрицательны и 
∃ yLCA i ∈ Ai, такое, что ∀ y-i ∈ A-i  arg 

ii Ay ∈
min  ci(yi, y-i) = yLCA i, причем 

∀ y-i ∈ A-i  ci(yLCA i, y-i) = 0; 
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- функция дохода центра непрерывна по всем переменным и 
достигает максимума при векторе действий агентов, отличном от 
yLCA = (yLCA 1, yLCA 2, ..., yLCA n). 

Так как и затраты, и стимулирование каждого агента в рас-
сматриваемой модели зависят в общем случае от действий всех 
агентов, то последние оказываются вовлеченными в игру, в кото-
рой выигрыш каждого зависит от действий всех. Обозначим P(σ) – 
множество равновесных при системе стимулирования σ  стратегий 
агентов – множество решений игры (тип равновесия пока не ого-
варивается; единственно предположим, что агенты выбирают свои 
стратегии однократно, одновременно и независимо друг от друга, 
не имея возможности обмениваться дополнительной информацией 
и полезностью). 

Как и в одноэлементной ОС, рассмотренной в подразделе 2.1, 
гарантированной эффективностью (далее просто «эффективно-
стью») стимулирования является минимальное значение целевой 
функции центра на соответствующем множестве решений игры 
агентов: 
(2.2.3) K(σ) = 

)(
min

σPy∈
 Φ(σ, y). 

Задача синтеза оптимальной функции стимулирования заклю-
чается в поиске допустимой системы стимулирования σ*, имею-
щей максимальную эффективность: 
(2.2.4) σ* = arg 

σ
max  K(σ). 

Из результатов подраздела 2.1 следует, что в частном случае, 
когда агенты независимы (вознаграждение и затраты каждого из 
них зависят только от его собственных действий), то оптимальной 
(точнее – δ-оптимальной, где δ = ∑

∈Ni
iδ ) является компенсаторная 

система стимулирования: 

(2.2.5) 




≠
=+

= *

**

,0
,)(

)(
ii

iiiii
iKi yy

yyyc
y

δ
σ , i ∈ N, 

где {δi}i ∈ N – сколь угодно малые строго положительные константы 
(мотивирующие надбавки), а оптимальное действие y*, реализуе-
мое системой стимулирования (2.2.5) как равновесие в доминант-
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ных стратегиях (РДС) [ 12], является решением следующей задачи 
оптимального согласованного планирования: 

(2.2.6) y* = arg 
Ay∈

max
 
{H(y) – ∑

∈Ni
ii yc )( }. 

Если стимулирование каждого агента зависит от действий 
всех агентов (рассматриваемый в настоящем подразделе случай 
коллективного стимулирования) и затраты не сепарабельны (то 
есть затраты каждого агента зависят в общем случае от действий 
всех агентов, что отражает взаимосвязь и взаимозависимость 
агентов), то множества равновесий Нэша [ 12]  EN(σ) ⊆ A и РДС 
yd ∈ A имеют вид: 
EN(σ) = {yN ∈ A | ∀ i ∈ N ∀ yi ∈ Ai  

σi(yN) – ci( Ny ) ≥ σi(yi, N
iy− ) – ci(yi, N

iy− )}; 

diy  ∈ Ai – доминантная стратегия i-го агента, тогда и только 
тогда, когда 

∀ yi ∈ Ai, ∀ y-i ∈ A-i σi( diy , y-i) – ci( diy , y-i) ≥ σi(yi, y-i) – ci(yi, y-i). 
Если при заданной системе стимулирования у всех агентов 

имеется доминантная стратегия, то говорят, что данная система 
стимулирования реализует соответствующий вектор действий как 
РДС. 

Фиксируем произвольный вектор действий агентов y* ∈ A и 
рассмотрим следующую систему стимулирования: 

(2.2.7) σi(y*, y) = 




≠
=+−

yy
yyyyc

ii

iiiiii
*

**

,0
,),( δ

, δi ≥ 0, i ∈ N. 

Полученный в [ 33] результат остается в силе и для рассматри-
ваемой модели: при использовании центром системы стимулиро-
вания (2.2.7) y* – РДС. Более того, если δi > 0, i ∈ N, то y* – единст-
венное РДС. 

Вектор оптимальных реализуемых действий агентов y*, фигу-
рирующий в качестве параметра в выражении (2.2.7), определяется 
в результате решения следующей задачи оптимального согласо-
ванного планирования: 
(2.2.8) y* = arg 

Ay∈
max

 
{H(y) – ∑

∈Ni
i yc )( }, 
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а эффективность системы стимулирования (2.2.7), (2.2.8) равна 
следующей величине: K* = H(y*) – ∑

∈Ni
i yc )( *  – δ. 

Утверждение 3. При n ≥ 2, k ≥ 2 и отсутствии агрегирования, 
система стимулирования (2.2.7), (2.2.8) δ-оптимальна. 

Содержательно, при использовании системы стимулирования 
(2.2.7) центр использует следующий принцип декомпозиции: он 
предлагает i-му агенту – «выбирай действие, совпадающее с пла-
ном, а я компенсирую тебе затраты, независимо от того какие 
действия выбрали остальные агенты, если же ты выберешь любое 
другое действие, то вознаграждение будет равно нулю». Используя 
такую стратегию, центр декомпозирует игру агентов. 

Таким образом, в настоящем подразделе посредством обоб-
щения результатов, полученных в [ 33], решена задача синтеза 
оптимальной многокритериальной системы стимулирования в 
многоэлементных ОС без агрегирования информации (утвержде-
ние 3). Перейдем к описанию случая агрегирования информации. 

 
 

2.3. Стимулирование за коллективные результаты 
 
Пусть в рамках модели, рассмотренной в предыдущем под-

разделе, имеет место агрегирование информации, то есть результат 
деятельности z ∈ B ОС, состоящей из n агентов, является функци-
ей их действий: zi = Qi(y), i ∈ N. Интересы и предпочтения участ-
ников ОС – центра и агентов – выражены их целевыми функция-
ми. Целевая функция центра представляет собой разность между 
его доходом h(z) и суммарным вознаграждением, выплачиваемым 
агентам, то есть 
(2.3.1) Φ(σ(⋅), z) = h(z) – ∑

∈Ni
ii z )(σ , 

где σi(zi) – стимулирование i-го агента, 
σ(z) = (σ1(z1), σ2(z2), …, σn(zn)). 

Целевая функция i-го агента представляет собой разность ме-
жду стимулированием, получаемым им от центра, и затратами 
ci(y), то есть: 
(2.3.2) fi(σi(⋅), y) = σi(zi) – ci(y), i ∈ N. 
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Примем следующий порядок функционирования ОС. Центру 
и агентам на момент принятия решений о выбираемых стратегиях 
(соответственно – функциях стимулирования и действиях) извест-
ны целевые функции и допустимые множества всех участников 
ОС, а также функции агрегирования. Центр, обладая правом пер-
вого хода, выбирает функции стимулирования и сообщает их 
агентам, после чего агенты при известных функциях стимулирова-
ния выбирают действия, максимизирующие их целевые функции. 

Рассмотрим случай, когда центр наблюдает только результаты 
деятельности агентов, от которых зависит его доход h(z), но не 
знает и не может восстановить индивидуальных действий агентов 
(в противном случае мы оказались бы в рамках модели, рассмот-
ренной в подразделе 2.2 выше), то есть, имеет место агрегирование 
информации – центр имеет не всю информацию о векторе y ∈ A 
действий агентов, а ему известен лишь некоторый их агрегат z ∈ B 
– параметр, характеризующий результаты совместных действий 
агентов. 

Отметим, что в рассмотренной в подразделе 2.2 задаче стиму-
лирования декомпозиция игры агентов основывалась на возмож-
ности центра поощрять агентов за выбор определенного (и наблю-
даемого центром) действия. Если действия агентов не 
наблюдаемы, то непосредственное применение идеи декомпози-
ции невозможно, поэтому при решении задач стимулирования, в 
которых вознаграждение агентов зависит от агрегированных ре-
зультатов деятельности, следует использовать подход, описанный 
для одноэлементной системы в подразделе 2.1 – найти множество 
действий, приводящих к заданным результатам деятельности, 
выделить среди них подмножество, характеризуемое минималь-
ными суммарными затратами агентов (и, следовательно, мини-
мальными затратами центра на стимулирование при использова-
нии компенсаторных функций стимулирования), построить 
систему стимулирования, реализующую это подмножество дейст-
вий, а затем определить, реализация какого из результатов дея-
тельности наиболее выгодна для центра. 

Будем считать, что отображения {Qi(⋅)} непрерывны и одно-
значны, причем U

Ay
n yQyQyQ

∈

))(...,),(),(( 21  = B. Определим 
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множество векторов действий агентов, приводящих к заданному 
вектору результатов деятельности z ∈ B: 
(2.3.3) Y(z) = {y ∈ A | Qi(y) = zi, i ∈ N} ⊆ A. 

Вычислим минимальные суммарные затраты агентов по дос-
тижению результата деятельности z ∈ B: 
(2.3.4) C(z) = 

)(
min

zYy∈
∑
∈Ni

i yc )( , 

а также множество действий Y*(z) = Arg 
)(

min
zYy∈

 ∑
∈Ni

i yc )( , на кото-

ром этот минимум достигается. 
Фиксируем произвольный результат деятельности x ∈ B и 

произвольный вектор y*(x) ∈ Y*(x) ⊆ Y(x). 
Пусть выполнено одно из следующих предположений: 
А.1. ∀ x ∈ B множество Y*(x) состоит из одной точки. 
А.2. Затраты агентов сепарабельны, то есть ci = ci(yi), i ∈ N. 
А.3. ∀ i ∈ N  ∀ x ∈ B  ∀ y*(x) ∈ Y*(x)  ∀ iŷ  ∈ Ai, такого, что 

Q( iŷ , )(* xy i− ) = x, 
выполнено ci( iŷ , )(* xy i− ) > ci(y*(x)). 

По аналогии с тем, как это делается в [ 33], можно доказать, 
что: 

1) при использовании центром системы стимулирования 

(2.3.3) *
ixσ (z) = 





≠
=+

xz
xzxyc ii

,0
,))(( * δ

, i ∈ N, 

вектор действий агентов y*(x) реализуется как единственное равно-
весие Нэша игры агентов с минимальными затратами центра на 
стимулирование равными C(x) + δ, где δ = ∑

∈Ni
iδ ; 

2) система стимулирования (2.3.3) является δ-оптимальной. 
На втором шаге решения задачи стимулирования найдем наи-

более выгодный для центра результат деятельности ОС x* ∈ B как 
решение задачи оптимального согласованного планирования: 
(2.3.4) x* = arg 

Bx∈
max  [h(x) – C(x)]. 

Утверждение 4. Если при n ≥ 2, k ≥ 2 и наличии агрегирования 
выполнено одно из предположений А.1 или А.2, или А.3, то систе-
ма стимулирования (2.3.3), (2.3.4) δ-оптимальна. 
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Таким образом, выражения (2.3.3)-(2.3.4) дают решение зада-
чи синтеза оптимальной многокритериальной системы стимулиро-
вания за агрегированные результаты совместной деятельности. 

В заключение настоящего раздела отметим, что выше рас-
сматривались постановки задач стимулирования, в которых возна-
граждение, выплачиваемое агентам, вычиталось из дохода центра. 
Более простым случаем является наличие фиксированного фонда 
заработной платы (ФЗП), который необходимо распределить таким 
образом, чтобы выбираемые (в рамках назначенной центром сис-
темы стимулирования) агентами действия максимизировали доход 
центра. Первый этап решения задачи стимулирования при этом 
останется без изменений, то есть, центру следует по-прежнему 
использовать соответствующие компенсаторные системы стиму-
лирования. Отличие будет заключаться в том, что задача согласо-
ванного планирования сведется к максимизации функции дохода 
центра на множестве таких действий (или результатов деятельно-
сти) агентов, что их суммарные затраты (компенсируемые цен-
тром) не превосходят имеющегося ФЗП. 

Подведем краткие итоги второго раздела настоящей работы: 
сформулированы и решены задачи синтеза оптимальных много-
критериальных систем стимулирования для одноэлементных и 
многоэлементных ОС – см. Табл. 1. 

 
Табл. 1. 

Оптимальные многокритериальные (k ≥ 2) 
системы стимулирования 

 Агрегирование 
отсутствует 

Агрегирование 
присутствует 

n = 1 Утверждение 1 Утверждение 3 
n ≥ 1 Утверждение 2 Утверждение 4 

 
Оптимальные системы стимулирования типа (2.1.6), (2.2.5), 

(2.3.3) основаны на принципе компенсации затрат – при их ис-
пользовании агент получает в равновесии компенсацию затрат 
плюс мотивационная надбавка, причем последняя с формальной 
(математической) точки зрения может быть выбрана сколь угодно 
малой. Поэтому компенсаторные системы стимулирования отра-
жают такую важную функцию стимулирования как компенсирую-
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щую, то есть обеспечивающую агентам минимально необходимый 
уровень полезности. Но у стимулирования существует и мотива-
ционная функция, которая побуждает агентов не только выполнять 
плановые задания, но и делает привлекательной работу именно в 
данной организации, поощряя повышение качества, делая возмож-
ным удовлетворение потребностей более высоких уровней (см., 
например, формальную модель иерархии потребностей в [ 8]). 
Поэтому зачастую на практике используются неоптимальные (с 
математической точки зрения) системы стимулирования, в кото-
рых агентам в случае выполнения плана выплачивается вознагра-
ждение, превышающее их затраты. Примером могут служить 
рассматриваемые ниже линейные (см. раздел 3) и ранговые (см. 
раздел 5) системы стимулирования. Возможен и другой вариант – 
когда в заработной плате агента выделяются две составляющих – 
«постоянная» (тарифная, зависящая от квалификации, должности 
и т.д.) и «переменная» (премиальная, зависящая явным образом от 
конкретных результатов деятельности агента). Примером здесь 
могут служить также рассматриваемые ниже бригадные (см. раз-
дел 4) и тарифно-премиальные системы стимулирования [ 16]. 

Завершив рассмотрение задач синтеза оптимальных много-
критериальных систем стимулирования (а, как свидетельствуют 
результаты подразделов 2.1-2.3, оптимальными являются компен-
саторные системы стимулирования), изучим ситуации, в которых 
класс допустимых систем стимулирования ограничен и не включа-
ет в себя компенсаторные системы стимулирования. Типовыми 
примерами широко распространенных на практике классов систем 
стимулирования являются последовательно исследуемые ниже 
линейные системы стимулирования, механизмы «бригадной» 
оплаты труда и ранговые системы стимулирования. 

 
 

3. Линейные системы стимулирования 
 
Рассмотрим сначала, следуя [ 26], случай n = 1, k = 1, A = 1

+ℜ , 
yLCA = 0, в отсутствии агрегирования информации. 

На практике широко распространены системы оплаты труда, 
основанные на использовании постоянных ставок оплаты: повре-
менная оплата подразумевает существование ставки оплаты еди-
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ницы рабочего времени (как правило, часа или дня), сдельная 
оплата – существование ставки оплаты за единицу продукции и 
т.д. Объединяет эти системы оплаты то, что вознаграждение агента 
прямо пропорционально его действию (количеству отработанных 
часов, объему выпущенной продукции и т.д.), а ставка оплаты 
α ≥ 0 является коэффициентом пропорциональности: 
(3.1) σL(y) = α y. 

В более общем случае возможно, что часть вознаграждения 
агента выплачивается ему независимо от его действий, то есть 
пропорциональная система стимулирования в более общем случае 
может иметь вид 
(3.2) )(yLσ(  = σ0 + α y. 

При использовании пропорциональных (линейных) систем 
стимулирования и непрерывно дифференцируемой монотонной 
выпуклой функции затрат агента, выбираемое им действие опре-
деляется следующим выражением: y* = 1−′c (α), где 1−′c (⋅) – 
функция, обратная производной функции затрат агента. 

Известно [ 26,  32], что эффективность пропорциональных сис-
тем стимулирования (3.1) не выше, чем компенсаторных (см. 
выражение (2.1.6)). Невысокая эффективность пропорциональных 
систем стимулирования вида (3.1) обусловлена требованием неот-
рицательности вознаграждений. Если допустить возможность 
использования систем стимулирования (3.2), где σ0 ≤ 0, то при 
выпуклых функциях затрат агента эффективность этой может быть 
равна эффективности оптимальной (компенсаторной) системы 
стимулирования. Для обоснования этого утверждения достаточно 
воспользоваться следующими соотношениями: 

y*(α) = c’ –1(α), )( *yLσ(  = c(y*). 
Последнее выражение дает: σ0(α) = c(c’ –1(α)) – α c’ –1(α). 

Оптимальное значение α* ставки оплаты при этом выбирается 
из условия максимума целевой функции центра: 

α* = arg 
0

max
≥α

 [H(y*(α)) – ))(( * ασ yL
( ]. 

Перейдем теперь к случаю, когда деятельность одного агента 
(n = 1) описывается несколькими параметрами (k ≥ 2). При этом, 
если m ≥ 2, то непонятно, что означает ставка оплаты (конечно, 
можно использовать несколько ставок оплаты – каждую для своей 
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компоненты вектора результатов деятельности агента, однако, в 
силу аддитивности стимулирования, получим задачу, схожую со 
случаем скалярного результата). Поэтому будем считать, что 
m = 1. 

Тогда 
(3.3) σL(z) = α z 
и целевая функция агента имеет вид: 
(3.4) f(α, y) = α Q(y) – c(y). 

Обозначим (см. также обозначения в разделе 2.1): 
(3.5) z*(α) = arg 

Bz∈
max  [α z – C(z)]. 

Оптимальное с точки зрения центра значение ставки оплаты 
определяется как 
(3.6) α* = arg 

0
max

≥α
 [h(z*(α)) – α z*(α)]. 

Утверждение 5. При n = 1, k ≥ 2, m = 1 и наличии агрегирова-
ния, система стимулирования (3.6) оптимальна в классе линейных 
систем стимулирования (3.3). 

Многокритериальная линейная система стимулирования вида 
(3.2) строится аналогично тому, как это делалось выше в одноэле-
ментных системах. 

Пример 1. Пусть k = 2 и z = y1 + β y2, y1, y2 ≥ 0, h(z) = λ z , 
c(y) = ((y1)2 + γ (y2)2) / 2 r, где β, λ, γ, r – строго положительные 
константы. 

Получаем: C(z) = 
)(2 2

2

γβ
γ

+r
z

, z*(α) = 
γ

γβα )( 2 +r
, 

α* = 

3/2

2 )(
4 


















+ γβ
γ

λ

r

. •1 

Перейдем теперь к постановке и решению задачи синтеза оп-
тимальной линейной многокритериальной системы стимулирова-
ния в многоэлементной ОС. Если имеются несколько агентов, то 
для использования единой ставки оплаты необходимо, чтобы их 
                                                           
1 Символ «•» здесь и далее обозначает окончание примера. 
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результаты деятельности zi ∈ Bi, i ∈ N, «измерялись» одинаково, то 
есть должно существовать множество B0, такое, что: Bi = B0, i ∈ N. 

Пусть центр установил ставку оплаты α ≥ 0, то есть предло-
жил агентам систему стимулирования: 
(3.7) σLi(zi) =α zi, i ∈ N. 

Данная система стимулирования является унифицированной, 
так как ставка оплаты α одинакова для всех агентов. Однако, 
агенты могут быть различными, поэтому проанализируем, какие 
действия они будут выбирать при данной системе стимулирова-
ния. Целевая функция i-го агента имеет вид: 
(3.8) fi(y) = α Qi(y) – ci(y), i ∈ N. 

Обозначим P(α) – множество равновесий Нэша игры агентов. 
Тогда задача синтеза оптимальной линейной системы стимулиро-
вания сводится к выбору оптимальной ставки оплаты: 
(3.9) α* = arg 

0
max

≥α
 

)(
min

αPy∈
 [h(Q1(y), …, Qn(y)) – α ∑

∈Ni
i yQ )( ]. 

Исследуем задачу (3.9) с целью получения аналитических ре-
шений для ряда практически важных частных случаев. 

Обозначим Ki = {1, 2, …, ki} – множество показателей дея-
тельности i-го агента (множество компонент вектора его дейст-
вий). Введем следующие предположения. 

А.4. Функции затрат агентов аддитивны и сепарабельны: 
(3.10) ci(yi) = ∑

∈ i

i

Kj
ijiij ry )/()( γγ , i ∈ N. 

А.5. Результат деятельности i-го агента аддитивно зависит 
только от его собственных действий: 
(3.11) zi = Qi(yi) = ∑

∈ iKj
ijij yβ , i ∈ N. 

Для того чтобы найти «равновесие Нэша» игры агентов, ре-
шим следующую задачу: 

(3.12) 




=

→
≥

iii

yii

zyQ
yc

i

)(
min)(

0 . 

В итоге получаем: 
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(3.13) )(*
iij zy  = 

∑
∈

−−

−

i

ii

i

i

K
ii

ijiji

r

rz

ξ

γ
ξ

γ
γ

ξ

γ

β

β

1
1

1

1
1

)()(

)(
, j ∈ Ki, i ∈ N. 

При этом минимальные затраты i-го агента на достижение ре-
зультата деятельности zi ≥ 0 равны 
(3.14) Сi(zi) = i

iz γ  / (γi bi), i ∈ N, 
где 

(3.15) bi = 

1

1
1

1 )()(
−

∈

−−












∑

i

i

ii

i

K
ii r

γ

ξ

γ
ξ

γ
γ

ξβ , i ∈ N. 

Затем находим для i-го агента результат деятельности )(* αiz , 
доставляющий максимум его целевой функции α zi – Сi(zi): 

(3.16) )(* αiz  = ( ) 1
1
−iib γα , i ∈ N. 

В результате задача (3.9) превращается в стандартную опти-
мизационную задачу: 
(3.17) α* = arg 

0
max

≥α
 [h(z*(α)) – α ∑

∈Ni
iz )(* α ]. 

Утверждение 6. Если выполнены предположения А.4 и А.5, то 
зависимость действий, выбираемых агентами, от ставки оплаты 
описывается выражением (3.13), а оптимальной является ставка 
оплаты (3.17). 

Пример 2. Пусть n = 2, γ1 = 2, γ2 = 3, β11 = β21 = 1, 
β12 = β22 = 2, r11 = 2, r12 = 3, r21 = 1, r22 = 4. Вычисляем в соответ-
ствии с (3.15): b1 = 8, b2 = 33. 

Из (3.16) находим )(*
1 αz  = 8 α,  )(*

2 αz  = α33 . 
Предположим, что h(z) = z1 + z2. Решая задачу (3.17), в соот-

ветствии с утверждением 6 получаем, что в рассматриваемом 
примере α* ≈ 0,51. • 

 
4. Системы «бригадной» оплаты труда 

 
Настоящий раздел посвящен описанию такой разновидности 

коллективного стимулирования как «бригадные» формы оплаты 
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труда, в рамках которых вознаграждение агента – члена «бригады» 
(команды, группы, коллектива, организации и т.п.) – определяется 
коэффициентом его трудового вклада (КТВ) и зависит от его 
действия в сравнении с действиями других агентов (в частном 
случае – при фиксированном премиальном фонде, в общем случае 
– когда премиальный фонд определяется агрегированным резуль-
татом деятельности всей бригады в целом) [ 13,  41]. 

Предполагается, что по результатам своей деятельности кол-
лектив получает премиальный фонд R, который распределяется 
между агентами полностью. Рассмотрим сначала, следуя [ 41], 
«скалярный» случай. Будем считать, что i-ый агент характеризует-
ся показателем ri, отражающим его квалификацию (эффективность 
деятельности), то есть индивидуальные затраты i-го агента 
ci = ci(yi, ri) монотонно убывают с ростом квалификации ri, i ∈ N. 
Действие агента yi пока будем считать принадлежащим множеству 
неотрицательных действительных чисел (многокритериальный 
случай рассматривается в настоящем разделе ниже). 

Коллектив, в котором квалификация всех агентов одинаковая, 
будем называть однородным, в противном случае – неоднородным. 
Эффективность системы стимулирования σ = (σ1, σ2, ..., σn) будем 
оценивать суммой действий агентов: K(σ) = ∑

∈Ni
iy . 

Целевые функции агентов имеют вид: 
(4.1) fi(yi) = σi – ci(yi, ri), i ∈ N. 

Естественный и простейший способ определения КТВ δi аген-
та – пропорционально действию последнего, то есть 

(4.2) δi = 
∑
∈Nj

j

i

y
y

 i ∈ N. 

Пусть функции затрат агентов линейны: ci(yi, ri) = yi / ri. Тогда 
из (4.1) и (4.2) получаем следующее выражение для целевой функ-
ции i-го агента, зависящей уже от действий всех агентов: 

(4.3) fi(y) = R 
∑
∈Nj

j

i

y
y

 – yi / ri, i ∈ N. 

Следовательно, исследуемую ситуацию можно рассматривать 
как игру n лиц с функциями выигрыша вида (4.3). 



 29 

Однородный коллектив. Рассмотрим сначала случай однород-
ного коллектива (ri = r, i ∈ N). Равновесные по Нэшу действия 
агентов имеют вид: 

(4.4) ( )
2

1
n
nRry*

i
−

= , i ∈ N, 

что приводит к следующему значению эффективности: 

(4.5) K1(R, r, n) = 
n
nRr )1( −

. 

В ряде случаев, возможно повысить суммарный показатель 
эффективности однородного коллектива, не увеличивая фонд 
премирования R, за счет иного способа формирования КТВ аген-
тов – возводя в (4.2) действия в одинаковую для всех агентов 
степень, большую единицы. 

В этом случае целевая функция i-го агента может быть пред-
ставлена в виде: 

(4.6) ( )yf̂i  = R 
∑
∈Nj

j

i

y
y

α

α

 – yi / ri, i ∈ N, α ≥ 1. 

Равновесные по Нэшу действия агентов записываются как: 

(4.7) ( )
2

1
n
nRry*

i
−

=
α , i ∈ N, 

а значение суммарного показателя эффективности коллектива 
имеет вид 

(4.8) K1(R, r, n, α) = α
n
nRr )1( −

. 

При рассмотрении (4.8) может сложиться впечатление, что, 
выбрав большое значение α, можно обеспечить получение боль-
шого значения суммарного показателя эффективности коллектива. 
Однако это не так. 

Действительно, в ситуации равновесия по Нэшу, значение це-
левой функции i-го агента имеет вид: 

(4.9) ( )yf̂ *
i  = 

n
R  – 

( )
2

1
n
nR −α , i ∈ N, α ≥ 1. 

Очевидно, что должно выполняться неравенство ( )yf̂ *
i  > 0. 
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А отсюда следует, что 
1−

<
n

nα . 

Неоднородный коллектив. Из (4.2) и (4.3) следует, что в неод-
нородном коллективе ситуации равновесия Нэша соответствуют 
следующие действия агентов и эффективность: 

)1(
)/1(

/)1(/1

2

* −
−−

=

∑

∑

∈

∈ nR
r

rnr
y

Nj
j

i
Nj

j

i , i ∈ N, 

K2(R, rr , n) = 
∑
∈

−

Nj
jr/
)n(R

1
1 . 

Здесь, также как и для однородного коллектива, можно повы-
сить суммарный показатель эффективности, не увеличивая фонд 
премирования R, за счет иного способа формирования КТВ аген-
тов. Обозначим через Зi, i ∈ N оклад или тарифную ставку i-го 
агента и с учетом оклада КТВ каждого агента представим в виде 

(4.10) δi = 

∑
∈Nj j

j
i

i

З
y

З

y  i ∈ N. 

В этом случае, ситуации равновесия по Нэшу соответствуют 
следующие действия агентов и эффективность: 

(4.11) 

2

2 11



















−
−

−
=

∑∑
∈∈ Nj j

ji

i

Nj j

j
i

*
i

r
З

n
r
RЗR

r
З

nЗy , i ∈ N, 

(4.12) K3(R, rr , n, З
r

) = 



















−
−

− ∑
∑

∑
∑ ∈

∈

∈

∈

Nj j

j

Nj j

jNj
j

Nj j

j r
З

r
З

nЗR

r
З

n 211 . 

В дальнейшем, без ограничения общности будем считать, что 
(4.13) З1≥ З2≥ …≥ Зn 
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(4.14) r1≥ r2≥ …≥ rn. 
Утверждение 7. Если КТВ неоднородного коллектива опреде-

ляется как (4.10) и справедливы неравенства 

(4.15) 
n

n

r
З...

r
З

r
З

≤≤≤
2

2

1

1 , 

то эффективность функционирования коллектива в ситуации 
равновесия по Нэшу не ниже, чем в случае, когда КТВ определяет-
ся как (4.2). 

Доказательство. Необходимо показать, что 

(4.16) 
∑

∑
∑

∑
∑

∈

∈

∈

∈

∈

−
≥



















−
−

−

Nj j

Nj j

j

Nj j

jNj
j

Nj j

j

r

)n(R
r
З

r
З

nЗR

r
З

n
1
111 2

 

или 

(4.17) ∑
∑

∑
∑∑

∑
∑

∈

∈

∈

∈∈

∈

∈

−≥−
Nj j

j

Nj j

jNj j

j

Nj j

j

Nj j

Nj j

j

Nj
j r

З

r
Зr

З

r
З

n

r

r
З

З
22 1

1 . 

Это неравенство выполняется, если справедливы два следующих 
неравенства: 

(4.18) ∑
∑

∑
∈

∈

∈

≥
Nj j

j

Nj j

jNj
j r

З

r
З

nЗ
2

 

и 

(4.19) ∑
∑∑

∑
∈

∈∈

∈ ≤
Nj j

j

Nj j

j

Nj j

Nj j

j

r
З

r
З

r

r
З

21
1 . 

Неравенство (4.18) перепишем в виде 

(4.20) 
n

r
З

З

n
r
З

n

З
Nj j

j
j

Nj j

j

Nj
j ∑∑∑

∈∈∈ ≥× . 
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Это неравенство выполняется, т.к. учитывая условия (4.13) и 
(4.15) можно утверждать, что произведение средних арифметиче-
ских n положительных чисел больше или равно среднего арифме-
тического произведений этих чисел (неравенство Чебышева). 

Теперь неравенство (4.19) перепишем в виде 

(4.21) ∑∑∑
∈∈∈

×≤

























×

Nj j

j

Nj jNj j

j

j r
З

rr
З

r

2
2

11 . 

А это есть неравенство Буняковского-Коши. Таким образом, 
справедливость неравенств (4.18) и (4.19) доказывает утверждение 
7. 

Так как показатель ri, отражает квалификацию i-го агента, то 
можем предположить, что оклад пропорционален его квалифика-
ции, т.е. Зi = b ri. Такой способ расчета оклада применяется в орга-
низациях бюджетной сферы, где используется единая тарифная 
сетка (ЕТС). 

Эффективность (4.12) функционирования коллектива в этом 
случае можем записать как 
(4.22) K4(R, r

r
, n) = ∑

∈

−

Nj
jrR

n
n

2
1 . 

И для этого случая всегда справедливо неравенство 
(4.23) K4(R, r

r
, n) ≥ K2(R, rr , n). 

При разработке систем стимулирования часто возникает во-
прос. Для повышения эффективности функционирования коллек-
тива надо увеличить фонд премирования, или повысить каждому 
агенту оклад? 

Предположим, что фонд премирования увеличен на величину 
Ф, тогда эффективность функционирования коллектива будет 
равна 

(4.24) K5(R, r
r

, n, З
r

) = ( )
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iNj

*
i r
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nЗФR

r
З

ny
211  

Если увеличить каждому агенту оклад на величину k Зi, при-
чем возможна ситуация, что ФkЗ

Ni
i >∑

∈

, легко видеть, что эффек-
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тивность функционирования коллектива не измениться. Следова-
тельно, для повышения эффективности функционирования кол-
лектива надо увеличить фонд премирования. 

Завершив рассмотрение «скалярного» случая, перейдем к ана-
лизу ситуации, в которой действия агентов yi, i ∈ N, представляют 
собой векторы, а процедура определения вознаграждения σi(z), 
i ∈ N, основывается на трудовых вкладах агентов, вычисляемых на 
основании результатов их деятельности: 

(4.25) σi(z) = R 
∑
∈Nj

j

i

z
z

, i ∈ N. 

В случае несепарабельных затрат целевые функции агентов 
имеют вид: 

(4.26) fi(y) = R 
∑
∈Nj

j

i

yQ
yQ

)(
)(

 – ci(y), i ∈ N. 

В [ 38] исследован случай, когда выполнено предположение 
А.5, а затраты агентов сепарабельны и линейны. Для этого случая 
показано, что равновесными будут комбинации максимально и 
минимально возможных компонентов действий агентов. Рассмот-
рим несколько более общий случай. 

А именно, предположим, что выполнены предположения А.4 
и А.5. Воспользовавшись выражениями (3.10)-(3.15), получим, что 
целевая функция i-го агента имеет вид (ср. с (4.3)): 

(4.27) fi(z) = R 
∑
∈Nj

j

i

z
z

 – i)z( i
γ  / (γi bi), i ∈ N. 

Под эффективностью системы стимулирования (4.8) будем 
понимать сумму результатов деятельности агентов: 
(4.28) K3 = ∑

∈Ni
iz  

Утверждение 8. Если выполнены предположения А.4, А.5 и 
γi = 2, i ∈ N, то эффективность K3 многокритериальной бригадной 
системы стимулирования (4.25) может быть найдена как решение 
уравнения 
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(4.29) ∑
∈ +Ni iRb)K( 2

3

1
 = 2

3

1
)K(

n −
. 

Пример 3. Пусть в условиях утверждения 8 агенты однород-
ны: bi = b, i ∈ N. Из (4.12) получаем: K3 = bR)n( 1− . • 

Отметим, что предположение γi = 2, i ∈ N в утверждении 8 
существенно, так как найти аналитически равновесие Нэша игры 
агентов, обладающих целевыми функциями (4.27) и выбирающих 
значения результатов деятельности, в общем случае не удается. 

Дело обстоит несколько проще, если вместо (4.25) выбрать 
систему стимулирования 

(4.30) σi(z) = R 
∑
∈Nj

jji

i

/)z(
)z(

j

i

γγ γ

γ

, i ∈ N. 

Найдем равновесие Нэша игры агентов, обладающих целевы-
ми функциями 

(4.31) fi(z) = R 
∑
∈Nj

jji

i

/)z(
)z(

j

i

γγ γ

γ

 – i)z( i
γ  / (γi bi), i ∈ N. 

Получим: 

(4.32) *
iz  = 

i

i
i Rb

QQ
γ

γ

1
2

















− , i ∈ N, 

где Q = 
∑
∈

−

Ni ib

nR
1

)1(
. Итак, мы обосновали справедливость следую-

щего утверждения. 
Утверждение 9. Если выполнены предположения А.4 и А.5, то 

эффективность K4 = ∑
∈Ni

iz  многокритериальной бригадной систе-

мы стимулирования (4.30) равна: 

K4 = ∑
∈

















−

Ni i
i

i

Rb
QQ

γ

γ

1
2

. 
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Близкими к бригадным формам оплаты труда являются так 
называемые ранговые системы стимулирования, в которых для 
коллективного стимулирования используются процедуры соревно-
вания, установления системы нормативов и т.д. 

 
 

5. Ранговые системы стимулирования 
 
В рассмотренных выше моделях стимулирования вознаграж-

дение агентов зависело от абсолютных значений их результатов 
деятельности. В то же время, на практике достаточно распростра-
нены ранговые системы стимулирования (РСС), в которых вели-
чина вознаграждения агента определяется либо принадлежностью 
результата его деятельности некоторому наперед заданному мно-
жеству – так называемые нормативные РСС, либо местом, зани-
маемым агентом в упорядочении результатов деятельности всех 
агентов – так называемые соревновательные РСС. 

Нормативные РСС (НРСС) характеризуются наличием проце-
дур присвоения рангов агентам в зависимости от результатов их 
деятельности. Для описания, согласно [ 33], «скалярного» случая, 
введем следующие предположения. Во-первых, будем считать, что 
множества возможных действий агентов одинаковы и составляют 
множество неотрицательных действительных чисел. Во-вторых, 
предположим, что функции затрат агентов монотонны и затраты 
от выбора нулевого действия равны нулю. 

Пусть N = {1, 2, …, n} – множество агентов, ℑ = {1, 2, ..., w} – 
множество возможных рангов, где w – размерность НРСС, {qj}, 
j = w,1  – совокупность w неотрицательных чисел, соответствую-
щих вознаграждениям за «попадание» в различные ранги; 
Ψi: Ai → ℑ, i ∈ N – процедуры классификации. Тогда НРСС назы-
вается кортеж {w, ℑ, {Ψi}, {qj}}. 

В работе [ 40] показано, что для любой системы стимулирова-
ния существует НРСС не меньшей эффективности. Основная идея 
обоснования этого утверждения заключается в том, что для любой 
системы стимулирования и для любого агента всегда можно по-
добрать индивидуальную процедуру классификации его действий 
так, чтобы он при использовании НРСС выбирал то же действие, 
что и при использовании исходной системы стимулирования. 
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Однако на практике использование для каждого агента собствен-
ной процедуры классификации нецелесообразно, а зачастую и 
невозможно. Поэтому рассмотрим случай, когда процедура клас-
сификации одинакова для всех агентов (Ψi(⋅) = Ψ(⋅), i ∈ N) – так 
называемая унифицированная НРСС (УНРСС). 

При использовании УНРСС агенты, выбравшие одинаковые 
действия, получают одинаковые вознаграждения. Введем вектор 
Y = (Y1, Y2, ..., Yw), такой, что 0 ≤ Y1 ≤ Y2 ≤ ... ≤ Yw < +∞, который 
определяет разбиение множества 1

+ℜ . Унифицированная НРСС 
задается кортежем {w, {Yj}, {qj}}, причем вознаграждение i-го 
агента σi определяется следующим образом (считаем Yw+1 = +∞): 

σi(yi) = ∑
=

+∈
w

j
jjij YYyIq

1
1));[( , где I(⋅) – функция-индикатор, Y0 = 0, 

q0 = 0. Унифицированная НРСС называется прогрессивной, если 
вознаграждения возрастают с ростом действий: q0 ≤ q1 ≤ q2 ≤ ... ≤ qw 
[ 40]. Эскиз графика прогрессивной УНРСС приведен на Рис. 2 
[ 33]. 
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Рис. 2. Пример прогрессивной УНРСС 
 
Так как УНРСС кусочно-постоянна, то в силу монотонности 

функций затрат очевидно, что агенты будут выбирать действия с 
минимальными затратами на соответствующих отрезках. Иначе 
говоря, условно можно считать, что при фиксированной системе 
стимулирования множество допустимых действий равно 
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Y = {Y1, Y2, ..., Yw}, причем, так как ci(0) = 0, то q0 = 0. Действие 
*
iy , выбираемое i-ым агентом, определяется парой векторов (Y, q), 

то есть имеет место *
iy (Y, q) = 

ikY , где 

(5.1) ki = arg 
wk ,0

max
=

 {qk – ci(Yk)}, i ∈ N. 

Обозначим y*(Y, q) = ( *
1y (Y, q), *

2y (Y, q), ..., *
ny (Y, q)). Задача 

синтеза оптимальной УНРСС заключается в выборе размерности 
УНРСС w, вектора q = (q1, q2, ..., qn) и множества Y, удовлетво-
ряющих заданным ограничениям, которые максимизировали бы 
целевую функцию центра Φ(⋅): 
(5.2) Φ(y*(Y, q)) →

 qYw ,,
max . 

Фиксируем вектор действий y* ∈ n
+ℜ , который мы хотели бы 

реализовать с помощью УНРСС. Из того, что при использовании 
УНРСС агенты выбирают действия только из множества Y, следу-
ет, что минимальная размерность системы стимулирования должна 
быть равна числу попарно различных компонент вектора действий, 
который требуется реализовать. Следовательно, использование 
УНРСС размерности, большей, чем n, нецелесообразно. Без потери 
общности будем считать, что w = n (если в результате решения 
задачи синтеза оптимальной УНРСС окажется, что некоторые 
оптимальные нормативы попарно совпадают, то может оказаться, 
что w < n). 

Для фиксированного вектора действий y* положим Yi = *
iy , 

i ∈ N, и обозначим cij = ci(Yj), i ∈ N, j = w,0 . Из определения реа-
лизуемого действия (см. (5.1)) следует, что для того, чтобы УНРСС 
реализовывала вектор y* (то есть, побуждала агентов выбирать 
соответствующие действия) необходимо и достаточно выполнения 
следующей системы неравенств: 
(5.3) qi – ci( *

iy ) ≥ qj – ci( *
jy ), i ∈ N, j = w,0 . 

Обозначим суммарные затраты центра на стимулирование по 
реализации действия y* УНРСС 
(5.4) ϑ(y*) = ∑

∈Ni
i yq )( * , 

где q(y*) удовлетворяет (5.3). 
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Задача синтеза оптимальной (минимальной) УНРСС заключа-
ется в минимизации (5.4) при условии (5.3). При заданных разме-
рах вознаграждений исследование УНРСС сводится к необходи-
мости ответа на следующий вопрос – какие векторы действий 
агентов могут быть реализованы в этом классе систем стимулиро-
вания (иначе говоря, для каких действий система неравенств (5.3) 
имеет решение). 

Обозначим αij(y*) = ci(Yj) – ci(Yi), i ∈ N, j = w,0 . Введем в рас-
смотрение n-вершинный граф Gα(y*), веса дуг в котором опреде-
ляются ||αij(y*)||. В [ 33] доказано, что для того чтобы вектор y* был 
реализуем в классе УНРСС, необходимо и достаточно, чтобы граф 
Gα(y*) не имел контуров отрицательной длины. В упомянутой 
работе приведен также алгоритм поиска минимальных вознаграж-
дений (за «попадание» в соответствующие диапазоны), реализую-
щих заданный вектор действий агентов. Введем следующее пред-
положение, в рамках которого задача может быть решена 
аналитически. 

А.6. Агентов можно упорядочить в порядке убывания затрат и 
предельных затрат: ∀ y ≥ 0  '

1c (y) ≥ '
2c (y) ≥ ... ≥ '

nc (y), 

Фиксируем некоторый вектор y* ∈ n
+ℜ , удовлетворяющий 

следующему условию: 
(5.5) *

1y  ≤ *
2y  ≤ ... ≤ *

ny , 
то есть, чем выше затраты агента, тем меньшие действия он выби-
рает. 

Введенным предположениям удовлетворяют, например, такие 
распространенные в экономико-математическом моделировании 
функции затрат агентов, как: ci(yi) = ξi c(yi), ci(yi) = ξi c(yi/ξi), где c(⋅) 
– монотонная дифференцируемая функция, а коэффициенты (от-
ражающие эффективность деятельности агентов) упорядочены: 
ξ1 ≥ ξ2 ≥ ... ≥ ξn (частными случаями являются линейные функции 
затрат, функции затрат типа Кобба-Дугласа и др.). 

В [ 33] доказано, что в рамках предположения А.6: 
1) унифицированными нормативными ранговыми системами 

стимулирования реализуемы такие и только такие действия, кото-
рые удовлетворяют (5.5); 

2) оптимальная УНРСС является прогрессивной; 
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3) минимальные индивидуальные вознаграждения в УНРСС, 
реализующей вектор y*, удовлетворяют: 
(5.6) q1 = c11,  qi = ∑

=

i

j 1

(cj( *
jy ) – cj( *

1−jy )), i ∈ N \ {1}. 

Выражение (5.6) позволяет исследовать свойства УНРСС – 
вычислять оптимальные размеры вознаграждений, строить опти-
мальные процедуры классификаций, сравнивать эффективность 
УНРСС с эффективностью компенсаторных систем стимулирова-
ния и т.д. [ 33]. 

Из (5.6) следует, что, если ФЗП R фиксирован, то в рамках 
предположения А.6 реализуемы такие и только такие векторы 
действий агентов, которые удовлетворяют одновременно условию 
(5.5) и 
(5.7) ∑

∈Ni
(n – i + 1) [ci( *

iy ) – ci( *
1−iy )] ≤ R. 

Перейдем теперь к рассмотрению многокритериальной систе-
мы стимулирования 

(5.8) σi(zi) = ∑
=

+∈
w

j
jjij ZZzIq

1
1));[( , i ∈ N, 

основывающейся на рангах агрегированных результатов деятель-
ности агентов. 

Пусть выполнены предположения А.4 и А.5, а также следую-
щее предположение. 

А.7. Агентов можно упорядочить так, что 
b1 ≤ b2 ≤ ... ≤ bn  и  γ1 ≥ γ2 ≥ ... ≥ γn. 

Тогда из выражения (3.14) получаем, что для рассматриваемо-
го случая справедлив следующий аналог предположения А.6: 
(5.9) ∀ z ≥ 0  )(1 zC  ≥ )(2 zC  ≥ ... ≥ )(zCn . 

Получаем, что справедливо следующее утверждение. 
Утверждение 10. Если выполнены предположения А.4, А.5 и 

А.7, то: 
1) унифицированными нормативными многокритериальными 

ранговыми системами стимулирования реализуемы такие и только 
такие векторы z* результатов деятельности агентов, которые удов-
летворяют 
(5.10) *

1z  ≤ *
2z  ≤ ... ≤ *

nz . 
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2) оптимальная УНРСС является прогрессивной; 
3) минимальные индивидуальные вознаграждения в много-

критериальной УНРСС, реализующей вектор z*, удовлетворяют: 
(5.11) q1 = С1( *

1z ),  qi = ∑
=

i

j 1

(Сj( *
jz ) – Сj( *

1−jz )), i ∈ N \ {1}. 

Соревновательные системы стимулирования. Рассмотрим 
кратко свойства соревновательных ранговых систем стимулирова-
ния (СРСС), в которых центр задает число классов и число мест в 
каждом из классов, а также величины поощрений агентов, попав-
ших в тот или иной класс. То есть в унифицированной СРСС 
индивидуальное поощрение i-го агента qi(z*) не зависит непосред-
ственно от абсолютной величины выбранного им действия, а 
определяется тем местом, которое он занял в упорядочении пока-
зателей деятельности всех агентов. 

По аналогии с тем как это делается выше для многокритери-
альных УНРСС (см. также результаты исследования однокритери-
альных СРСС в [ 33]), обосновывается справедливость следующего 
утверждения. 

Утверждение 11. Если выполнены предположения А.4, А.5 и 
А.7, то: 

1) многокритериальными соревновательными ранговыми сис-
темами стимулирования реализуемы такие и только такие векторы 
z* результатов деятельности агентов, которые удовлетворяют 
условию (5.10); 

2) данный вектор реализуем следующей системой стимулиро-
вания, обеспечивающей минимальность затрат центра на стимули-
рование: 

(5.12) qi(z*) = ∑
=

i

j 2

{Сj-1( *
jz ) – Сj-1( *

1−jz )}, i ∈ N. 

Пример 4. Пусть γi = γ, βij = βj, j ∈ Ki, i ∈ N. Тогда для того, 
чтобы выполнялось условие (5.9), а также имело место предполо-
жение А.7, достаточно, чтобы «эффективности» агентов были 
упорядочены следующим образом: 

rij ≤ ri+1, j, j ∈ Ki, i ∈ N. 
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Подведем краткие итоги разделов 2-5: исследованы свойства 
оптимальных многокритериальных систем стимулирования раз-
личных типов – см. сводку результатов в Табл. 2 

 
Табл. 2. 

Оптимальные многокритериальные 
системы стимулирования различных типов 

Системы стимулирования Утверждения 
Компенсаторная 1 – 4 
Линейная 5, 6 
«Бригадная» 7, 8 
Ранговая 9, 10 
 
Подводя промежуточные итоги, отметим, что при решении 

задач синтеза оптимальных многокритериальных систем стимули-
рования выше использовался следующий типовой «прием»: для 
каждого агента вычислялся вектор действий, приводящий к задан-
ному результату его деятельности (см. выражения (2.1.8), (2.3.3)) с 
минимальными затратами (или этот поиск производился сразу для 
всех сильно взаимосвязанных агентов на множестве решений их 
игры) – см. выражения (2.1.5), (2.3.4), (3.12), (5.11), (5.12), после 
чего задача сводилась к той или иной модификации стандартной 
«скалярной» задачи стимулирования. Первый – наиболее трудоем-
кий – этап: вычисление минимальных затрат агентов на достиже-
ние заданного результата деятельности. Эти затраты, по большому 
счету, определяются функциями затрат агентов и оператором 
агрегирования. Вопросам анализа и идентификации функций 
затрат агентов посвящено множество работ – см. [ 2,  21,  31] и 
обзоры в них. Основная идея заключается в том, что, если агент 
осуществляет несколько видов деятельности (выбирает вектор 
компонентов деятельности), то делает он это, стремясь максими-
зировать свою функцию полезности. Взаимосвязь между различ-
ными компонентами вектора действий устанавливается, в том 
числе, системой стимулирования, что позволяет, изменяя систему 
стимулирования, влиять на выбираемые агентом действия. Иден-
тификация функции затрат может производиться на основании 
результатов наблюдения (или «моделирования» посредством 
проведения опросов, анкетирования и т.д. – см. [ 2]) выбираемых 
агентом действий. 
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6. Роль системы оценки деятельности 
 
Проведенный анализ многокритериальных систем стимулиро-

вания свидетельствует, что равновесие игры агентов, деятельность 
каждого из которых описывается вектором его действий, сущест-
венно зависит от оператора агрегирования (например, в рамках 
предположения А.5 – от тех весов, с которыми складываются 
компоненты вектора действий при вычислении соответствующего 
значения агрегированного результата деятельности). Оператор 
агрегирования является компонентой системы оценки деятельно-
сти [ 32], которая ставит в соответствие «детальным» действиям 
агентов менее подробные показатели, характеризующие эффек-
тивность деятельности с точки зрения организации. 

Поэтому одной из задач управления, которая может и должна 
решаться совместно с синтезом оптимальных многокритериальных 
систем стимулирования, является выбор оптимальной системы 
оценки деятельности. Приведем соответствующие примеры реше-
ния задач управления. 

На протяжении настоящего раздела будем считать, что вы-
полнены предположения А.4 и А.5. Для простоты положим 

А.8. γi = 2, i ∈ N 
(в случае различных значений показателей степеней, фигурирую-
щих в функциях затрат агентов, все качественные выводы останут-
ся в силе, лишь усложнятся выкладки). Рассмотрим последова-
тельно задачи выбора операторов агрегирования для различных 
систем многокритериального стимулирования, описанных выше. 
При этом будем считать, что: 

А.9. Функция дохода центра представляет собой взвешенную 
сумму компонентов векторов действий агентов: 
(6.1) H(y) = ∑ ∑

∈ ∈

∆
Ni Kj

ijij
i

y , 

где веса ∆ = {∆ij} отражают приоритеты центра. 
Предположим, что центр (в целях унификации стимулирова-

ния и снижения информационной нагрузки) по-прежнему стиму-
лирует агентов за агрегированные результаты деятельности, то 
есть его целевая функция имеет вид: 
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(6.2) Φ(y, σ(⋅)) = H(y) – ∑
∈Ni

i z)(σ . 

Компенсаторная система многокритериального стимули-
рования в одноэлементной ОС. Пусть n = 1 и центр использует 
компенсаторную систему стимулирования (2.1.10). Обозначим 
β = {βij}. Тогда из (3.14), опуская при рассмотрении одноэлемент-
ной ОС индекс, обозначающий номер агента, получаем: 

(6.3) C(z, β) = 
∑
∈Kj

jj r
z

2

2

2 β
. 

Из (3.13) следует, что 

(6.4) ),(* βzy j  = 
∑
∈K

jj

r
rz

ξ
ξξβ

β
2 , j ∈ K. 

Подставляя (6.3) и (6.4) в (6.2), с учетом (2.10) находим опти-
мальное с точки зрения центра значение агрегированного резуль-
тата деятельности агента: 
(6.5) z*(β) = ∑

∈

∆
Kj

jjj rβ . 

Действия, выбираемые агентом, и, следовательно, его резуль-
тат деятельности, зависят от функции агрегирования (которая в 
рамках предположения А.5 задается набором «весов» β). Если 
выбор функции агрегирования (системы оценки деятельности) 
является прерогативой центра, то одним из «инструментов» управ-
ления является назначение таких весов, которые приводили бы к 
наиболее выгодному для центра (с точки зрения значения его 
целевой функции (6.2)) поведению агента. 

Поэтому рассмотрим задачу выбора системы оценки дея-
тельности (весов β = {βij}): 
(6.6) Φ(y*(β), σK(z*(β))) → 

β
max . 

Для рассматриваемого случая получаем, что решение этой за-
дачи дается следующим утверждением. 

Утверждение 12. Если выполнены предположения А.4, А.5, 
А.8 и А.9, то в одноэлементной ОС оптимальная система оценки 
деятельности должна удовлетворять следующему условию: 
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(6.7) 
ξβ

β j  = 
ξ∆

∆ j , j, ξ ∈ K. 

Содержательно условие (6.7) означает, что относительный 
приоритет компонентов вектора деятельности агента, устанавли-
ваемый системой оценки его деятельности, должен определяться 
приоритетами центра. Такой вывод вполне соответствует здравому 
смыслу. Интересно отметить, что при этом параметры системы 
оценки деятельности не зависят от индивидуальных характеристик 
агента, отражаемых в рассматриваемой модели вектором 
r = (r1, r2, ..., rk) «эффективностей» его деятельности по каждой из 
оцениваемых компонент вектора действий. 

Линейная система многокритериального стимулирования 
в многоэлементной ОС. Воспользуемся результатами раздела 3, а 
именно – утверждением 6. 

Вычисляем: 
(6.8) )(* αijy  = α βij rij, j ∈ Ki, i ∈ N. 

(6.9) Φ(y*(β), σL(z*(β))) = 
∑ ∑

∑ ∑

∈ ∈

∈ ∈
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Ni Kj
ijij

Ni Kj
ijijij

i

i

r

r
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)(2 β

β
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Находя максимум (6.9) по параметрам системы оценки дея-
тельности, получаем следующий аналог утверждения 12: 

Утверждение 13. Если выполнены предположения А.4, А.5, 
А.8 и А.9, то в многоэлементной ОС при использовании линейной 
системы многокритериального стимулирования оптимальная 
система оценки деятельности должна удовлетворять следующему 
условию: 

(6.10) 
ξβ

β

i

ij  = 
ξ∆

∆

i

ij , j, ξ ∈ Ki, i ∈ N. 

Системы бригадной оплаты труда. 
Достаточно часто, когда деятельность агентов не может быть 

измерена в одних и тех же показателях, Центр для определения 
эффективности работы каждого агента может оценить его дея-
тельность по качеству и точности выполнения им своей должност-
ной инструкции. Если в должностной инструкции i-го агента bi 
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пунктов, то один из вариантов построения оценки деятельности - 
это оценить успешность выполнения агентами пунктов своих 
должностных инструкций по m - балльной шкале. В этом случае по 
каждому пункту i-му агенту Центр выставляет оценки Оij 
i = 1, …, n, j = 1, ..., bi. Один из вариантов определения результи-
рующей оценки деятельности Оi i-го агента – это определение 
среднего арифметического значения полученных оценок по всем 
пунктам должностной инструкции 

(6.11) ∑
=

=
ib

j
ij

i
i O

b
O

1

1
. 

В этом случае КТВ каждого агента можем представить в виде 

(6.12) δi = 

∑ ∑
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Будем считать, что затраты агентов сепарабельны и линейны 
по оценкам за каждый пункт должностной инструкции. В этом 
случае целевая функция каждого агента имеет вид 

(6.13) fi(O) = R ∑
∑ ∑

∑
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∈ =
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1
, i ∈ N. 

Под эффективностью системы бригадной оплаты труда будем 
понимать сумму результатов деятельности агентов: 

(6.14) K6 = ∑∑
∈ =Nj

b

k
jk

j

O
1

 

При этом сумма оценок агентов в равновесии по Нэшу запи-
сываются как: 

(6.15) 
( ) ( )
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где 

∑
=

=
ib

m im

i
i

r

bC

1

1
 – среднее гармоническое коэффициентов квали-

фикации i-го агента. Значение суммарного показателя эффектив-
ности коллектива имеет вид 

(6.16) K6 = 
( )
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В [ 38] было показано, что в равновесии эффективности кол-
лектива представляет собой комбинации максимальных и мини-
мальных оценок действий агентов. Это значит, что агенты выпол-
няют на максимальную оценку те пункты должностной 
инструкции, выполнение которых требует от них минимальных 
затрат (показатель квалификации максимальный) и, соответствен-
но, на минимальную оценку пункты должностной инструкции, 
выполнение которых требует от них максимальных затрат (показа-
тель квалификации минимальный). 

Простейший способ обеспечить повышение минимальных 
оценок агентов в ситуации равновесия – это учитывать при фор-
мировании КТВ только минимальные оценки. В этом случае КТВ 
каждого агента можем представить в виде 

(6.17) δi = 

∑
∈Nj j

jqq
i

ikk

З

O
З

O
min

min
 i ∈ N, k = 1, …, bi. 

Очевидно, что при таком способе формирования КТВ рацио-
нальной стратегией агентов будет обеспечение одинаковых оценок 
по всем видам деятельности. А это значит, что целевая функция 
каждого агента может быть записана как 

(6.18) fi(O) = R ∑
∑ =

∈

−
ib

k iki

i

Nj jj

j
ii
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rb
O

bЗ
O

bЗ

O
1

1
, i ∈ N. 
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Оценки агентов по выполнению каждого пункта должностных 
инструкций в равновесии по Нэшу определяются как: 

(6.19) 
( )
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RЗnO 111
, i ∈ N, m=1,…,bi. 

А отсюда вытекает следующее утверждение. 
Утверждение 14. Распределение фонда поощрения R на основе 

КТВ, определяемого в соответствии с процедурой (6.12), в ситуа-
ции равновесия по Нэшу обеспечивает такую же суммарную оцен-
ку агентов за выполнение пунктов должностной инструкции, как и 
для КТВ, определяемого в соответствии с процедурой (6.17). 

Еще один способ гарантировать получение агентами в ситуа-
ции равновесия по Нэшу не нулевых оценок– это определение 
результирующей оценки деятельности Оi i-го агента как среднего 
геометрического значения полученных оценок по всем пунктам 
должностной инструкции. То есть 

(6.20) 
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При этом очевидно, что даже если по одному пункту должно-
стной инструкции оценка будет равна нулю, то и результирующая 
оценка равна нулю. 

В этом случае, в равновесии по Нэшу оценка i-го агента по m-
му пункту должностной инструкции записывается как: 

(6.21) R
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, i ∈ N, m = 1, …, bi, 
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где 
ii bb

k
iki rA

1

1








= ∏

=

 – среднее геометрическое коэффициентов 

квалификации. 

Обозначим 

∑
∈
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Nj j

jj
i

ii
i

A
bЗ

A

bЗx , 

∑
∈

=

Nj j

jj
i

ii
i

C
bЗ

C

bЗy , тогда (6.19) мо-

жем записать в виде 

(6.22) ( )[ ]( ) RC
b

nynyO i
i

ii
*
im

111 −
−−= , i ∈ N, m = 1, …, bi. 

Соответственно, (6.21) записывается как 

(6.23) ( )[ ]( ) R
b

rnnxxÔ
i

im
iiim

111 −
−−= , i ∈ N, m = 1, …, bi. 

Очевидно, что (6.22) и (6.23) имеют смысл, если выполняются 
условия 

(6.24) 
1

1
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≤

∑
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bЗ
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Nj j

jj
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ii , i ∈ N, m = 1, …, bi. 

(6.25) 
1

1
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n
A
bЗ
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Nj j

jj
i

ii , i ∈ N, m=1,…,bi. 

Покажем, что возможна ситуация, когда использование сред-
него геометрического значения полученных оценок позволяет в 
ситуации равновесия по каждому пункту должностной инструкции 
получить большее значение оценки деятельности, чем в случае, 
когда при формировании КТВ используются минимальные оценки. 

Для этого должно выполняться неравенство 
(6.26) ( )[ ] ( )[ ] iiiimii Cynyrnxx 1111 −−>−−  i ∈ N. 

Обозначим 
imm

i

im

i

mi r
C

r
Cd

min
max == . Так как 1≥id , то (6.26) 

можно переписать как 
(6.27) ( )[ ] ( )[ ]iiiii ynydxnx 1111 −−>−− . 
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А это неравенство выполняется когда  

(6.28) ( )[ ] ( )
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111411
12

111411
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При этом должны быть справедливы условия 

(6.29) 
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или 
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y
dn
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i

ii , i ∈ N. 

Легко показать, что, если у всех агентов по каждому виду ра-
боты квалификация одинаковая, то есть rim= ri, m=1,…,bi, i ∈ N, , то 
di=1, и неравенство (6.28) можно переписать в виде 

iii y
n

xy −
−

<<
1

1
 i ∈ N. Но так как 1== ∑∑

∈∈ Nj
j

Nj
j yx , то для всех 

i ∈ N это условие невыполнимо. 
В то же время (6.27) может выполняться, когда квалификация 

агентов разная. 
Пример 5. Пусть r11=0,37, r12=0,4, r13=9,5, r21=10,5, r22=0,35, 

r23=0,44, r31=2, r32=1, З1=5300, З2=5200, З3=1500 и R=600. 
При формировании КТВ на основе минимальных значений 

оценок равновесные по Нэшу оценки принимают следующие 
значения 241131211 ,OOO *** === , 033232221 ,OOO *** === , 

42143231 ,OO ** == . Если же КТВ формируется как среднее геомет-
рическое значение оценок, то в ситуации по Нэшу равновесные 
оценки агента по каждому пункту должностной инструкции при-
нимают значения 1,4611 =Ô , 1,5812 =Ô , 37,5213 =Ô , 

96,2821 =Ô , 3,2122 =Ô , 4,0323 =Ô , 36,8331 =Ô , 18,4232 =Ô . 

Отсюда легко видеть что, 0,22111111 =−= *OÔ∆ , 0,3412 =∆ , 
36,2813 =∆ , 93,2521 =∆ , 0,1822 =∆ , 123 =∆ , 22,4231 =∆ , 
432 =∆ . 
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Если коэффициенты квалификации агентов таковы, что спра-
ведливо 

(6.31) L
C
A

i

i =  i ∈ N, 

то ii yx =  и поэтому (6.27) можно переписать как 
imm

i

r
C

min
1 > . А 

это значит, что если справедливо (6.31), то неравенство (6.27) 
выполняться не будет. 

Нетрудно заметить, что условия, при выполнении которых, 
равновесные оценки по каждому пункту должностной инструкции 
при одном способе формирования КТВ были выше, чем при дру-
гом в общем случае труднореализуемы. Однако, реализуемость 
условий, при которых суммарная оценка деятельности каждого 
агента в ситуации по Нэшу при формировании КТВ на основе 
минимальных значений оценок ниже, чем при формировании КТВ 
на основе средних геометрических значений оценок значительно 
повышается. Действительно, сумма оценок (6.22) записывается в 
виде 
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а сумму оценок (6.23) можно записать как 
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Обозначим 
i

b

m
im

i b

r
B

i

∑
== 1  - среднее арифметическое коэффици-

ентов квалификации.  
Для того чтобы имело место *

ii OÔ > , должно выполняться 
неравенство 

(6.34) ( )[ ] ( )[ ]ii
i

i
ii yny

B
Cxnx 1111 −−>−− , i ∈ N. 
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Известно, что iii CAB ≥≥ , причем iii CAB == , только когда 
rim = ri, m = 1, …, bi и для этого случая, как было показано выше, 
неравенство (6.34) выполняться не может. Поэтому будем рас-

сматривать ситуацию, когда 1<
i

i

B
C

. В этом случае, если справед-

ливо (6.31), то неравенство (6.34) записывается в виде 

(6.35) ( )[ ] ( )[ ]ii
i

i
ii xnx

B
Cxnx 1111 −−>−− , 

а это значит, что при выполнении условий (6.31) суммарная оценка 
деятельности каждого агента в ситуации равновесия по Нэшу при 
формировании КТВ на основе минимальных значений оценок 
всегда ниже, чем при формировании КТВ на основе средних гео-
метрических значений оценок. 

Если в трудовом коллективе зарплата i-го агента формируется 
в соответствии с процедурой iii ApbЗ = , где p – некоторый пере-

счетный коэффициент то 
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А это неравенство справедливо всегда, если выполняется ус-
ловие 

(6.37) ( ) ( )
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В случае, когда количество пунктов в должностной инструк-
ции одинаково и равно b неравенство (6.37) можно представить в 
виде 
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(6.38) 
( )

2
14

n
n

B
C

i

i −
< , i ∈ N. 

Отсюда видно, что при n = 2, это неравенство всегда выполня-
ется, и, следовательно, выполняется (6.34). 

Пример 6. Пусть коллектив состоит из пяти агентов. Фонд 
премирования R = 1000, значения коэффициентов эффективности 
и оклады агентов представлены в Табл. 3. 

При формировании КТВ на основе минимальных значений 
оценок равновесные оценки в ситуации равновесия по Нэшу при-
нимают значения, представленные и Табл. 4. 

 
Табл. 3 

Агент 
 

Пункт 
инструкции 

1 2 3 4 5 

1 0,4 0,3 0,1 0,5 0,7 
2 0,05 0,1 0,4 0,6 0,03 
3 0,3 0,5 0,3 0,04 0,5 
4 1 0,9 0,03 0,4 0,1 

Оклад 2227 2727 1102 2106 1440 
 

Табл. 4 
Агент 

 

Пункт 
инструкции 

1 2 3 4 5 

1 5,5 14,4 3,9 2,9 1,5 
2 5,5 14,4 3,9 2,9 1,5 
3 5,5 14,4 3,9 2,9 1,5 
4 5,5 14,4 3,9 2,9 1,5 

Сумма 22 57,6 15,6 11,6 6 
 
При формировании КТВ как среднего геометрического значе-

ния оценок в ситуации по Нэшу равновесные оценки агента по 
каждому пункту должностной инструкции принимают значения, 
представленные и Табл. 5. 
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Табл. 5 
Агент 

 

Пункт 
инструкции 

1 2 3 4 5 

1 16 12 4 20 28 
2 2 4 16 24 1,2 
3 12 20 12 1,6 20 
4 40 36 1,2 16 4 

Сумма 70 72 33,2 61,6 53,2 
 
Отсюда видно, что суммарные оценки деятельности каждого 

агента во втором случае выше, чем в первом. 
Если же в трудовом коллективе зарплата i-го агента формиру-

ется в соответствии с процедурой iii CpbЗ = , то 
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Перепишем это неравенство в виде 
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Если в должностной инструкции каждого агента одинаковое 
количество пунктов (6.40) можно переписать в виде 

(6.41) ( )[ ] 211 nxnx
B
C

ii
i

i −−< , i ∈ N. 
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Утверждение 15. Если квалификации агентов rim, m = 1, …, bi 
i ∈ N, таковы, что выполняются неравенства (6.38), то всегда 
выполняются неравенства (6.41). 

Доказательство. Для доказательства необходимо показать, 
что 

(6.42) 
( ) ( )[ ] 2

2 1114 nxnx
n
n

ii −−<
−  i ∈ N. 

Перепишем неравенство (6.42) в виде 
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n
n 1114
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Максимальное значение правой части (6.43) равно ( )14
1
−n

. И 

поэтому, теперь достаточно показать, что 
( )

( )14
114

4 −
<

−
nn

n  или ( ) ( )[ ] 0822 22 <−+−− nn , i ∈ N. 

Отсюда видно, что последнее неравенство выполняется все-
гда, если ( )122 −>n . А это значит, что (6.42) выполняется для 
любого n > 1, а этот факт и доказывает утверждение 15. 

В общем случае, для выполнения (6.34) достаточно, чтобы 

выполнялись неравенства (6.28), когда 
i

i
i B

Cd = . 

Легко показать, что всегда справедливо неравенство 

(6.44) ( )[ ] ( ) 0111412 >−−−−= n
B
CynyJ

i

i
iii . 

Подставляя вместо yi его значение, можем записать 
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Утверждение 16. Если квалификации агентов ri и их тарифные 
ставки Зi, i ∈ N таковы, что выполняются неравенства 



 55 

( ) 









+<−<










− ∑

∑

∑
∑

∈

∈

∈

∈
i

Nj j

jj
i

iii

i

Nj j

jj

Nj j

jj

i
Nj j

jj
i

iii

i J
C

bЗ
B

BbЗ
A

A
bЗ

C
bЗ

nJ
C

bЗ
B

BbЗ
A 12 , 

то в ситуации равновесия по Нэшу процедура формирования КТВ 
(6.20) обеспечивает большую суммарную оценку агентов за вы-
полнение пунктов должностной инструкции, чем при использова-
нии (6.17). 

Пример 7. Пусть коллектив состоит из пяти агентов. Фонд 
премирования R=1000, значения коэффициентов эффективности и 
оклады агентов представлены в Табл. 6. При формировании КТВ 
на основе минимальных значений оценок равновесные оценки в 
ситуации равновесия по Нэшу принимают значения, представлен-
ные и Табл. 7. 

Табл. 6 
Агент 

 

Пункт 
инструкции 

1 2 3 4 5 

1 4 4 2 3 3 
2 2 2 3 4 6 
3 3 5  2 5 
4 5    7 

Оклад 2800 4500 3000 3500 5000 
 

Табл. 7 
Агент 

 

Пункт 
инструкции 

1 2 3 4 5 

1 13,27 6,79 29,77 13,3 8,99 
2 13,27 6,79 29,77 13,3 8,99 
3 13,27 6,79  13,3 8,99 
4 13,27    8,99 

Сумма 53,08 20,37 59,54 39,9 35,96 
 
При формировании КТВ как среднего геометрического значе-

ния оценок в ситуации по Нэшу равновесные оценки агента по 
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каждому пункту должностной инструкции принимают значения, 
представленные и Табл. 8. 

Табл. 8 
Агент 

 

Пункт 
инструкции 

1 2 3 4 5 

1 17,31 11,27 24,61 13,70 5,71 
2 8,65 5,64 36,91 18,26 11,41 
3 12,98 14,09  9,13 9,51 
4 21,64    13,32 

Сумма 60,68 31,00 61,52 41,09 39,95 
 
Нетрудно заметить, что для первого агента 1212 ÔO* > , 

1313 ÔO* > , для второго агента 2222 ÔO* > , для третьего агента 

3131 ÔO* > , для четвертого 4343 ÔO* >  и, наконец, для пятого агента 

5151 ÔO* > . В то же время суммарные оценки деятельности каждо-
го агента во втором случае выше, чем в первом. 
 
 

Заключение 
 
Сформулированы и решены задачи синтеза оптимальных мно-

гокритериальных систем стимулирования для одноэлементных и 
многоэлементных организационных систем, в том числе – в усло-
виях агрегирования информации (утверждения 1-4). Исследованы 
свойства оптимальных многокритериальных систем стимулирова-
ния различных типов – линейные (утверждения 5, 6), «бригадные» 
(утверждения 7-9) и ранговые (утверждение 10-11) многокритери-
альные системы стимулирования. Значительное внимание уделено 
исследованию роли систем оценки деятельности агентов (утвер-
ждения 12-16). 
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