
РОССИЙСКАЯ АКАДЕМИЯ НАУК 
 

ИНСТИТУТ ПРОБЛЕМ УПРАВЛЕНИЯ 
им. В.А. Трапезникова РАН 

 
 
 
 
 
 
 

С.А. КРАСНОВА  В.А. УТКИН 
 
 
 
 
 
 

КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ  
 

НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ 
 

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

МОСКВА НАУКА 
2006 



 

 2 

 
УДК  004.45 
ББК  32.817 
 К78 

 
Ответственный редактор 

доктор технических наук А.П. Курдюков 
 
 

Рецензенты: 
член-корреспондент РАН А.А. Меликян 
доктор технических наук Б.Т. Поляк 

 
 
Краснова С.А. 
 Каскадный синтез наблюдателей состояния динамических систем , С.А. Крансова, 
В.А. Уткин; [отв. Ред. А.П. Курдюков]; Ин-т проблем управления им. В.А. Трапезникова 
РАН. –М.: Наука, 2006. – 272 с.: 38 ил. – ISBN 5-02-033678-5 (в пер.). 
 
 

Представлены теоретические основы каскадного синтеза наблюдателей состояния, за-
ключающиеся в представлении исходной динамической модели объекта управления в блоч-
но-наблюдаемой форме и использовании методов синтеза систем с глубокими обратными 
связями и разрывными управлениями, функционирующими в скользящем режиме. Методо-
логия и алгоритмы каскадного синтеза наблюдателей состояния разработаны применительно 
к многомерным непрерывным линейным и нелинейным системам общего вида, функциони-
рующим в условиях параметрической неопределенности и при действии внешних неконтро-
лируемых возмущений. Особенностями предлагаемого каскадного подхода являются: де-
композиция многомерной задачи синтеза корректирующих воздействий наблюдателя на не-
зависимо решаемые элементарные подзадачи меньшей размерности; существенное упроще-
ние алгоритмического обеспечения и экономия вычислительных ресурсов; расширение клас-
са наблюдаемых систем за счет обеспечения инвариантности к параметрическим неопреде-
ленностям и внешним возмущениям. В качестве приложений рассмотрены задачи управле-
ния при неполных измерениях электроприводами различных типов, роботами- манипулято-
рами, системой топливоподачей двигателей внутреннего сгорания.  

Для научных работников, аспирантов, инженеров и преподавателей, специализирую-
щихся в области теории и практики теории управления. 

 
 
 
 
ISBN 5-02-033678-5    © Краснова С.А., Уткин В.А., 2006 
      © Институт проблем управления  
          им. В.А. Трапезникова РАН, 2006 
      © Редакционно-издательское оформление.  

     Издательство «Наука», 2006 
 

 
 
 
 



 

 3 

ОГЛАВЛЕНИЕ 
 
ВВЕДЕНИЕ……………………………………………………………….…………………………….5 
 
Глава 1. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ НАБЛЮДАТЕЛИ СОСТОЯНИЯ.  
          ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ…………………………………………………………………..11 

1.1. Асимптотический наблюдатель состояния полного порядка……………………………11 
1.2. Наблюдатель Люенбергера………………………………………………………………...14 
1.3. Асимптотические наблюдатели при параметрической неопределенности……………..15 
1.4. Асимптотические наблюдатели при наличии внешних возмущений…………………...17 
1.5. Наблюдаемость нелинейных систем………………………………………………………19 
 

Часть 1. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ………………………………………………………………..21 
Глава 2. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ  
              ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ……………………………………………………………………...22 

2.1. Постановка задачи………………………………………………………………………….22 
2.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости………………………...22 
2.3. Каскадный синтез наблюдателей состояния на основе метода разделения движений...28 

2.3.1. Каскадный синтез корректирующих воздействий  
в классе систем с большими коэффициентами…………………………..………………………29 
2.3.2. Каскадный синтез разрывных корректирующих воздействий……………….….32 

2.4. Блочный синтез асимптотических наблюдателей состояния 
с конечными коэффициентами…………………………………………………………………38 
2.5. Задача слежения при неполных измерениях……………………….……………………..41 

2.5.1. Описание проблемы. Постановка задачи…………………………………………41 
2.5.2. Совместная блочная форма наблюдаемости и управляемости 
по выходным переменным………………………………………………………………..44 

2.6. Идентификация многомерных динамических систем на скользящих режимах………..50 
2.6.1. Постановка задачи………………………………………………………………….50 
2.6.2. Совместная блочная форма управляемости и наблюдаемости 
при параметрической неопределенности………………………………………………..51 
2.6.3. Совместное решение задач идентификации и 
наблюдения………………………………………………………………………………..54 

Глава 3. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ПРИ НАЛИЧИИ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ…………………………57 

3.1. Постановка задачи………………………………………………………………………….57 
3.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости………………………...60 
3.3. Каскадный синтез наблюдателя состояния на скользящих режимах…………………...65 

Часть 2. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ…………………………………………………………….69 
Глава 4. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ……………………………………………………………………………69 

4.1. Постановка задачи………………………………………………………………………….69 
4.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости………………………...73 
4.3. Каскадный синтез наблюдателя состояния на скользящих режимах…………………...77 
4.4. Каскадный синтез наблюдателя состояния  
с непрерывными корректирующими воздействиями…………………………………………81 
4.5. Блочно-наблюдаемая форма с максимальным сохранением нелинейностей…………..90 

Глава 5. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ НЕЛИНЕЙНЫХ 
         СИСТЕМ ПРИ НАЛИЧИИ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ…………………………………...95 

5.1. Постановка задачи……………………………………………………………………….…95 



 

 4 

5.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости………………………...96 
5.3. Каскадный синтез наблюдателя на скользящих режимах……………………………...113 
5.4. Каскадный синтез наблюдателя состояния 
с непрерывными корректирующими воздействиями………………………………………..117 
5.5. Прямой синтез наблюдателя на скользящих режимах………………………………….123 

Часть 3. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ……………………………………………………………….128 
Глава 6. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ 
АСИНХРОННОГО ЭЛЕКТРОПРИВОДА…….…………………………………………………...128 

6.1. Описание динамической модели асинхронного двигателя (АД)...…………………….129 
6.2. Приведение динамической модели АД к блочно–наблюдаемой форме………………129 
6.3. Каскадный синтез наблюдателя АД на основе метода разделения движений…...…...130 
6.4. Каскадный синтез наблюдателя АД с конечными коэффициентами………………….133 

Глава 7. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ МАНИПУЛЯТОРОМ  
С УЧЕТОМ ДИНАМИКИ ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ………………………………...136 

7.1. Описание объекта управления. Постановка задач………………………………………137 
7.2. Синтез управления в механической подсистеме………………………………………..141 

7.2.1. Синтез управления на основе метода разделения движений…….…………….141 
7.2.2. Синтез комбинированного управления………………………………………….143 

7.3. Синтез управления в исполнительных устройствах…………………………………….146 
7.3.1. Синтез управления при жестком типе сочленений……………………………..147 
7.3.2. Синтез управления при эластичном типе сочленений………………………….149 

7.4. Информационное обеспечение базовых алгоритмов управления………….…………..154 
7.4.1. Каскадный синтез наблюдателя состояния при отсутствии возмущений…….155 
7.4.2. Каскадный синтез наблюдателя состояния в условиях неопределенности      156 
7.4.3. Каскадный синтез наблюдателя состояния преобразованных переменных…..157 

7.5. Задачи управления угловым положением маятника в условиях неопределенности…159 
7.5.1. Описание объекта управления. Постановка задач……………………….……..160 
7.5.2. Обеспечение заданной точности слежения……………………………………...160 
7.5.3. Обеспечение экспоненциальной сходимости…………………………………...163 

Глава 8. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ ДВИГАТЕЛЕМ ВНУТРЕННЕГО СГОРАНИЯ (ДВС)…….166 
8.1. Каскадный синтез систем управления при релейных измерениях…………………….167 

8.1.1. Постановка задач………………………………………………………………….167 
8.1.2. Аппаратный способ…………………………………………………………….…168 
8.1.3. Восстановление начальных условий по релейным измерениям……………….172 
8.1.4. Непосредственное замыкание обратной связи по релейным измерениям……177 
8.1.5. Стабилизация линейных систем с релейными измерениями  
при наличии запаздывания………………………   ……………………………………179 

8.2. Управление топливоподачей в ДВС с обратной связью по λ -зонду………………….183 
8.2.1. Модель объекта управления. Постановка задачи……………………………….183 
8.2.2. Результаты моделирования……………………………………………………….185 

8.3. Каскадный синтез наблюдателя переменных воздушного тракта ДВС……………….190 
8.3.1. Описание динамической модели воздухоподачи……………………………….191 
8.3.2. Синтез наблюдателя состояния на основе модели  
разомкнутого контура воздухоподачи………………………………………………….193 
8.3.3. Дополнительная коррекция по обратной связи…………………………………195 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ……………………………………………………………………………198 
 
 
 
 
 



 

 5 

ВВЕДЕНИЕ 
 
В монографии предлагаются декомпозиционные подходы к изучению структурных 

свойств наблюдаемости конечномерных динамических систем на основе блочного представ-
ления и последующего синтеза наблюдателей состояний в рамках систем с разделяемыми 
движениями.  

Разделение движения систем по темпам в задачах управления при использовании мето-
дов синтеза систем с глубокими обратными связями и разрывными управлениями, функцио-
нирующими в скользящем режиме, позволяют декомпозировать процедуру синтеза обратной 
связи на независимо решаемые подзадачи меньшей размерности. По сути, применение этих 
методов в цепи обратной связи позволяет искусственно вычленить в модели объекта управ-
ления сингулярно возмущенную подсистему с заданными свойствами и степенью сингуляр-
ности и, как следствие, пренебрегая быстрой динамикой, понизить порядок задачи синтеза. 
Дальнейшая декомпозиция синтеза систем связана с применением блочного управления, 
идея которого основана на последовательном использовании части компонент вектора со-
стояний в качестве фиктивных (фазовых) управлений в подзадачах меньшей размерности 
вплоть до выбора истинных управлений в последней подзадаче. За счет иерархии выбора ко-
эффициентов усиления в каждой из подзадач удается разделить движения системы на разно-
темповые составляющие, что декомпозирует замкнутую систему на подсистемы различной 
степени сингулярности. Помимо декомпозиции, исследователей привлекает тот факт, что 
скользящие движения в системах с разрывными управлениями и медленные движения в сис-
темах с глубокими обратными связями обладают известными свойствами инвариантности к 
внешним и параметрическим возмущениям. 

Тем не менее, на практике часто возникают проблемы реализации как скользящих режи-
мов в системах с разрывными управлениями, так и медленных движений в системах с глубо-
кими обратными связями. В частности, в системах с разрывными управлениями это связано с 
наличием неучтенных в модели объекта управления паразитных динамик и физической реа-
лизуемостью релейных управлений. В системах с большими коэффициентами действуют ог-
раничения на их выбор, связанные с обеспечением устойчивости замкнутых систем при на-
личии паразитных динамик, и физические ограничения, налагаемые на фиктивные и истин-
ные управления. Исключением являются объекты управления с ключевой природой управ-
ляющих воздействий, в частности, электроприводы, для которых непосредственное приме-
нение методов синтеза систем с разрывными управлениями представляется естественным, 
поскольку автоматически позволяют реализовать различные виды широтно-импульсной мо-
дуляции.  

Во многом проблемы реализации разрывных управлений и глубоких обратных связей 
снимаются при использовании в цепи обратной связи асимптотических наблюдателей со-
стояний. Во-первых, динамика наблюдателя формируется в вычислительной среде регулято-
ра и, следовательно, снимаются вопросы физической реализуемости и неучтенной динамики 
объекта управления при синтезе собственно наблюдателя в классах систем с разрывными 
управлениями или глубокими обратными связями, что обеспечивает как декомпозицию про-
цедуры синтеза, так и инвариантные свойства. Во-вторых, при замыкании обратной связи 
через наблюдатель появляется возможность использовать методы синтеза систем с разделяе-
мыми движениями для формирования физических управлений. Быстрые движения сосредо-
точиваются в контуре наблюдателя, который не содержит неучтенной динамики объекта 
управления, что позволяет обеспечить скользящий режим, близкий к теоретическому для 
разрывных управлений и ослабить условия на величину коэффициентов усиления для непре-
рывного управления. В-третьих, при использовании асимптотических наблюдателей снима-
ется также и проблема реализуемости физических управлений объекта управления – исполь-
зуя оценки, получаемые с выхода наблюдателя, появляется возможность формировать 
управления заданного класса, причем компенсация неопределенностей осуществляется за 
счет комбинированного управления.  
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Кроме того, за счет использования методов синтеза систем с разделяемыми движениями 
в наблюдателе удается использовать известные преимущества (декомпозицию и инвариант-
ность) этого класса систем для получения оценок вектора состояний и неконтролируемых 
возмущений, в том числе и за конечное время, при использовании разрывных корректирую-
щих воздействий наблюдателя. Последнее замечание представляется весьма существенным, 
поскольку позволяет декомпозировать задачи анализа и синтеза расширенной системы (мо-
дель управления плюс модель наблюдателя) на независимые подзадачи управления объектом 
и наблюдателем. Действительно, независимое рассмотрение переходных процессов в асим-
птотическом наблюдателе и замкнутой системы управления может оказаться недопустимым 
именно в силу асимптотической сходимости оценок к истинным значениям компонент век-
тора состояний ввиду того, что за бесконечное время схождения оценок к истинным коорди-
натам вектора состояний изображающая точка системы может выйти из допустимой зоны. В 
то же время, в случае сходимости наблюдателя за конечное время (которое можно оценить 
сверху) при некоторых необременительных ограничениях на динамику объекта управления 
можно проводить анализ и синтез наблюдателя и системы управления независимо.  

Теория асимптотических наблюдателей, развиваемая с начала 60-х годов прошлого сто-
летия сначала к линейным [1, 18, 40, 66], а позже и к нелинейным [62] системам, находит в 
настоящее время широкое применение и на практике. Отметим здесь три преимущества ис-
пользования асимптотических наблюдателей. Во-первых, возможность восстановить недос-
тупные для измерения переменные позволяет исключить установку дополнительных датчи-
ков, что может способствовать улучшению эксплуатационных и стоимостных характеристик 
систем управления. Во-вторых, установка физических датчиков требует учета в модели объ-
екта управления дополнительной динамики самих датчиков, что может вызвать проблемы 
синтеза обратной связи в связи с чрезмерным ростом порядка модели объекта управления. В-
третьих, структура асимптотического наблюдателя состояния для линейных систем совпада-
ет со структурой фильтра Калмана [18], что позволяет осуществить фильтрацию (в том числе 
и оптимальную) выходных переменных при наличии шумов в каналах измерения. Учитывая, 
что, как правило, сигналы физических датчиков содержат шумы, вопросы фильтрации (без 
использования асимптотических наблюдателей) все равно приходится рассматривать. Таким 
образом, устройства наблюдения выполняют в системах управления двойную функцию – с 
одной стороны, с их помощью получают информацию о векторе состояния и параметрах 
объекта управления, с другой – они являются фильтрующими элементами, что существенно 
при наличии шумов в каналах измерений и управлений. Для терминологической точности 
определим термин фильтр как устройство для фильтрации сигналов, термин наблюдатель 
как устройство для получения оценок компонент вектора состояния. В данной монографии 
рассматриваются только вопросы, связанные с наблюдаемостью систем и с синтезом наблю-
дателей состояния, тем не менее, будут даваться некоторые комментарии по вопросам 
фильтрации сигналов в указанном смысле.  

Как известно, идея построения асимптотических наблюдателей состоит во введении в 
контур обратной связи динамической подсистемы (наблюдателя), структура которой совпа-
дает с моделью объекта управления. Задача наблюдения состоит в «подгонке» вектора со-
стояния наблюдателя к текущим значением вектора состояния объекта управления с исполь-
зованием доступных для измерения выходных переменных объекта управления. Существен-
но, что, после того, как рассогласования (невязки) по векторам состояний наблюдателя и 
объекта управления сойдутся в нуль, при дальнейшем функционировании системы невязки 
остаются равными нулю (в условиях полной определенности) и в этом смысле вопрос о тем-
пах сходимости невязок не столь и важен на практике (например, можно ввести стартовый 
интервал времени для подготовки системы к работе). Тем не менее, в условиях параметриче-
ской неопределенности и при воздействии внешних неконтролируемых возмущений возни-
кают проблемы уже в самой задаче стабилизации уравнений, записанных в невязках. Для 
решения этого вопроса авторами разработаны методы синтеза наблюдателей состояния в 
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рамках методов синтеза систем с разделяемыми движениями [5, 30, 45], ставшими уже клас-
сическим методом подавления внешних и параметрических возмущений.  

Другая проблема синтеза асимптотических наблюдателей связана с высокой размерно-
стью задач их синтеза, совпадающая с размерностью объекта управления с учетом экзоген-
ной (внешней) системы. Известный подход к декомпозиции задачи синтеза наблюдателей 
(наблюдатель Люенбергера [66]) позволяет понизить порядок наблюдателя только на раз-
мерность вектора выходных переменных. Отметим, что фильтрующие свойства наблюдателя 
Люенбергера хуже, чем у наблюдателя полной размерности в связи с тем, что выходные пе-
ременные используются непосредственно в качестве оценок (не фильтруются). В целях 
дальнейшей декомпозиции задачи синтеза наблюдателей авторами используется блочный 
подход [13, 41], состоящий из двух этапов – на первом система представляется в блочной 
форме наблюдаемости (БФН), на втором на основе блочного представления синтезируется 
наблюдатель состояния независимо в каждом блоке.  

С методологической точки зрения важно отметить, что процедуры приведения к блочной 
форме наблюдаемости позволяют не только получить удобную форму для последующего 
блочного синтеза, но и выявить структурные свойства наблюдаемости системы управления 
(в частности выделить наблюдаемое подпространство). В этом смысле, предложенная в дан-
ной монографии методика более приближена к инженерной практике, чем известные мате-
матические работы [18, 62], где задачи анализа свойств наблюдаемости и синтеза наблюда-
телей решаются отдельно. С практической точки зрения разделение общего движения систем 
управления по темпам позволяет разделить процесс вычислений на основе ЭВМ по различ-
ным временным циклам расчета, что расширяет возможности практической реализации ал-
горитмов управления в реальном времени в условиях ограниченности вычислительных ре-
сурсов. В то же время нечувствительность данных алгоритмов наблюдения к параметриче-
ским и внешним возмущениям также позволяет обойти вычислительные трудности за счет 
использования приблизительных вычислений части оператора объекта и простоты техниче-
ской реализации алгоритмов синтеза.  

В данной монографии с единых позиций рассмотрены задачи наблюдения для достаточ-
но широкого класса линейных и нелинейных систем управления при наличии внешних и па-
раметрических возмущений. Параметрическая инвариантность обеспечивается за счет боль-
шей грубости блочного представления, в котором существенным является свойства наблю-
даемости в каждом блоке (ранговые условия) в отличие от покомпонентных канонических 
представлений на основе алгебры Ли. Относительно внешних возмущений предполагается, 
как правило, лишь их ограниченность по модулю – постановка задачи, которая только и име-
ет смысл с использованием методов синтеза систем с разделяемыми движениями. Отметим, 
что задачи синтеза наблюдателей состояний при воздействии возмущений заданного класса 
(модельных) полагаются более простыми и сводятся к обычной постановке за счет увеличе-
ния порядка модели исходной системы.  

Отметим особенности изложения и место данной работы в теории управления.  
Наиболее развитой считается линейная теория управления. Применительно к линейным 

системам получены структурные результаты в рамках матричного и геометрического подхо-
дов, в основе которых лежат свойства управляемости и наблюдаемости. В основном синтез 
линейных систем осуществляется на модальном уровне (что позволяет задавать только тем-
пы сходимости замкнутых систем) или на основе решения задачи квадратичной оптимиза-
ции, что позволяет уже каким-либо образом задавать вид переходных процессов (с извест-
ными проблемами «настройки» критерия оптимизации). Бурное развитие линейной теории 
управления объясняется прежде всего возможностью получения аналитического решения 
задач управления применительно к линейным системам общего вида. Существенным пробе-
лом в математической теории линейного управления является само предположение о линей-
ности модели объекта управления. На практике проблемы использования теории линейных 
систем связаны с физическими ограничениями на фазовые переменные и управляющие воз-
действия, с учетом которых предположения о линейности оператора объекта управления на-
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рушаются. Посылки о некотором открытом промежутке, в котором система не выходит на 
ограничения (и где линейная теория справедлива), недостаточны, поскольку при синтезе ли-
нейной обратной связи нет гарантии, что изображающая точка системы в фазовом простран-
стве не выйдет из допустимой области. Как раз этот важный на практике вопрос, по-
видимому, не имеет решения для систем общего вида и может быть решен только для кон-
кретных систем. Указанные соображения выявляют известный разрыв между теорией и 
практикой управления.  

В связи с этим, авторы используют более приближенный к практике подход. А именно, 
предполагается, что перед разработчиком ставится задача синтеза управления конкретным 
объектом управления, хотя и записанным в общем виде. Проделывая определенные процеду-
ры, описываемые в общем виде, применительно к своей задаче, разработчик выявляет струк-
турные свойства управляемого объекта и одновременно приводит его описание к удобной 
форме для решения задачи синтеза. В частности, приведение к блочной форме наблюдаемо-
сти раскрывает структуру наблюдаемости объекта управления и позволяет перейти непо-
средственно к каскадной процедуре синтеза наблюдателя состояния. С другой стороны, ис-
пользование методологии блочного управления (в котором в каждом блоке координаты век-
тора состояний рассматриваются в качестве фиктивных управлений) позволяет на каждом 
шаге учитывать как фазовые ограничения, так и ограничения на истинные управления. В ча-
стности, при использовании разрывных управлений, автоматически учитываются ограниче-
ния по амплитуде при выборе амплитуд разрывного управления.  

Выше выявлены локальные свойства линейной теории, навязываемые практикой. В слу-
чае нелинейных систем общего вида, теория управления ограничивается локальными резуль-
татами уже в силу того, что в этом случае выявить что-либо существенное о глобальных 
структурных свойствах управляемости и наблюдаемости для систем общего вида не пред-
ставляется возможным. Действительно, классический подход к линеаризации нелинейной 
системы в окрестности рабочей точки заведомо является локальным, и вопрос о выходе изо-
бражающей точки замкнутой системы за окрестность линеаризации может быть решен толь-
ко для конкретной системы. В рамках геометрического подхода к синтезу нелинейных сис-
тем (почти дословно повторяющем результаты линейной теории) изучены локальные струк-
турные свойства наблюдаемости и управляемости нелинейных систем. В отличие от линеа-
ризации в рабочей точке, геометрический подход подразумевает использование одного и то-
го же изоморфного преобразования исходной системы для всех точек некоторой открытой 
области и проверки некоторых ранговых условий в этой области. И в этом случае вопрос о 
количественной оценке допустимой открытой области может быть решен лишь для конкрет-
ной системы. Так или иначе, решение нелинейных задач управления и наблюдения, постав-
ленных в общем виде, сводится к преобразованию исходной системы к квазилинейному виду 
и последующей, полной линеаризации замкнутой системы за счет выбора управляющих воз-
действий. Отметим, что использование для преобразований исходной системы алгебры Ли (в 
задаче наблюдения это, по сути, многократное дифференцирование выходных переменных) 
носит избыточный характер в том смысле, что размерности получаемых функциональных 
матриц превышают их ранг. Наш подход к изучению нелинейных задач наблюдения в неко-
тором смысле аналогичен подходу к синтезу линейных систем, поскольку также основан на 
многократном дифференцировании уравнений, описывающих выходные сигналы. В то же 
время разработанные пошаговые процедуры приведения к блочной форме наблюдаемости на 
каждом шаге учитывают структурные свойства наблюдаемости конкретной модели объекта 
управления, что позволяет на каждом шаге отбрасывать линейно зависимые векторы и, в ре-
зультате, получить функциональные матрицы, размерности (или одна из размерностей) ко-
торых совпадают с их рангом. И в этом случае разработчик использует предлагаемые проце-
дуры, описываемые в общем виде для «своего» объекта управления. В результате приведе-
ния к блочной нелинейной форме наблюдаемости выясняются структурные свойства наблю-
даемости и одновременно система приводится к виду, удобному для блочного синтеза на-
блюдателя.  
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И, наконец, отметим, что задачи наблюдения и синтеза обратной связи часто не могут 
рассматриваться независимо друг от друга. В частности, локальная природа свойств наблю-
даемости и управляемости нелинейных систем приводит к следующей проблеме. Предполо-
жим, что выявлена открытая область управляемости. В условиях неполной информации 
строится асимптотический наблюдатель и формируется обратная связь по переменным на-
блюдателя. Возникает следующий, достаточно сложный вопрос: учитывая асимптотический 
характер схождения наблюдателя состояния к объекту управления – выйдет ли изображаю-
щая точка системы из заданной области управляемости или нет? Куда более просто этот во-
прос решается при использовании наблюдателя состояний с разрывными корректирующими 
воздействиями, в котором сходимость обеспечивается за конечное время. Формируя коррек-
тирующие воздействия для уменьшения верхней оценки времени сходимости наблюдателя 
состояния, можно получить верхнюю количественную оценку ухода изображающей точки из 
заданной точки и, следовательно, обеспечить ее расположение в заданной области управляе-
мости за конечное время схождения наблюдателя.  

Другая проблема связана с независимостью свойств наблюдаемости и управляемости. На 
практике это приводит к тому, что различные формы управляемости и наблюдаемости запи-
сываются в разных координатах, что усложняет алгоритмы управления за счет необходимо-
сти обратных преобразований. Кроме того, в случае параметрической неопределенности пе-
реход от исходного описания объекта управления к координатам наблюдения управления 
может быть не определен. Именно поэтому вопросы наблюдаемости при параметрической 
неопределенности в теории управления изучены недостаточно.  

Путь решения задачи наблюдения при параметрической неопределенности, предлагае-
мый авторами, заключается в следующем. Будем рассматривать задачу наблюдения и управ-
ления совместно, преобразовывая исходную систему к совместной форме управляемости 
(относительно выхода системы) и наблюдаемости. В этом случае задачи синтеза обратной 
связи и наблюдателя решаются в одних и тех же координатах, что снимает вопрос преобра-
зования координат наблюдаемости в координаты управляемости и наоборот. 

Монография организована следующим образом. В главе 1 дается краткий обзор состоя-
ния проблемы. Приводятся известные результаты по теории асимптотических наблюдателей 
состояния, анализируются возможности и «узкие места», ограничения на класс наблюдаемых 
систем. Даются новые постановки задач, которые не рассматривались в рамках классической 
теории и требуют специальных приемов их решения. 

Дальнейший материал разделен на три части, в которых в рамках каскадного подхода 
решаются задачи наблюдения применительно к линейным и нелинейным системам общего 
вида, рассмотрен ряд прикладных задач.  

Предлагаемый в книге каскадный подход к синтезу наблюдателей состояния, с методо-
логической точки зрения состоит из двух этапов. На первом этапе (этап конструктивного 
анализа) исходная модель объекта управления преобразуется к блочно наблюдаемой форме, 
а именно расщепляется на блоки, размерности которых соответствуют индексам наблюдае-
мости системы, что позволяет непосредственно выделить наблюдаемое подпространство 
вектора состояния. На втором этапе (этап каскадного синтеза) на основе полученной формы 
строится блочный наблюдатель, в каждом блоке которого последовательно решаются эле-
ментарные подзадачи синтеза. Разработаны алгоритмы по комплексному информационному 
обеспечению системы управления, которые позволяют существенно сократить объем апри-
орной информации об операторе объекта управления и среде его функционирования. В каж-
дой главе применительно к определенному типу динамической системы приводятся: 

– постановка задачи,  
– методика изучения структурных свойств наблюдаемости на основе приведения к блоч-

ной форме наблюдаемости, 
– процедуры каскадного синтеза наблюдателя состояния с корректирующими воздейст-

виями в различных классах функций, 
– рекомендации разработчику. 
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В первой части книги в рамках каскадного подхода решаются задачи наблюдения для 
линейных динамических систем в различных предположениях о неопределенности операто-
ра объекта управления и среды его функционирования.  

В главе 2 рассматриваются задачи наблюдения применительно к линейным многомер-
ным системам управления. Разработана процедура приведения к блочной форме наблюдае-
мости, позволяющая выявить структурные свойства наблюдаемости объекта управления. С 
использованием полученной БФН разработан каскадный синтез наблюдающих устройств, 
позволяющий декомпозировать процедуру синтеза наблюдателя на независимо решаемые 
подзадачи меньшей размерности, в частности, при использовании разрывных корректирую-
щих воздействий удается решить задачу наблюдения за теоретически конечное время. Суще-
ственен тот факт, что декомпозицию синтеза наблюдателя удается сохранить не только в 
рамках методов систем с разделяемыми движениями, но и при выборе корректирующих воз-
действий в виде линейных функций с конечными коэффициентами. По ходу изложения об-
суждаются рамки допустимой параметрической неопределенности оператора объекта управ-
ления, демонстрируются возможности приведенных алгоритмов по обеспечению инвариант-
ности.  

В главе 3 решается важная с практической точки зрения задача наблюдения линейных 
систем при наличии внешних неконтролируемых возмущений, класс которых расширен по 
сравнению с известными постановками за счет негладких, ограниченных функций времени. 
Разработана процедура приведения исходной модели к блочной форме наблюдаемости с уче-
том возмущений, сформулированы ранговые условия разрешимости задачи. Показано, что 
построение блочного наблюдателя на скользящих режимах позволяет решить не только за-
дачу оценивания компонент вектора состояния, но и восстановить линейные комбинации 
внешних возмущений. 

Во второй части монографии идеи каскадного синтеза линейных наблюдателей перено-
сятся на широкий класс нелинейных систем. Естественно, в теории результаты носят локаль-
ный характер –  глобальные результаты могут быть получены только в конкретных практи-
ческих задачах. В главе 4 рассматриваются проблемы наблюдения нелинейных многомерных 
систем, в том числе при наличии функциональных неопределенностей различного типа. В 
главе 5 предлагаются каскадные методы синтеза наблюдателя для нелинейных систем при 
аддитивном вхождении внешних неконтролируемых возмущений. 

В третьей части на основе разработанной теории решается ряд прикладных задач для 
конкретных объектов управления с учетом их особенностей. В главе 6 решается задача на-
блюдения для асинхронного электропривода без датчика на валу, нелинейная модель которо-
го приводится к блочно наблюдаемой форме. На примере полученного блочного представле-
ния проиллюстрированы все типы каскадных процедур синтеза наблюдателей состояния, 
разработанных в главе 4 для нелинейных систем общего вида. В главе 7 в качестве объекта 
управления рассматривается манипуляционный робот с учетом динамики электроприводов, 
для которого совместно решаются задачи управления (слежения за заданными траекториями) 
и наблюдения. В главе 8 на инженерном уровне разработан целый ряд алгоритмов блочного 
синтеза линейных систем при релейных измерениях. В качестве объекта управления рас-
сматриваются модели топливо- и воздухоподачи двигателей внутреннего сгорания. 

Монография предназначена для специалистов в области теории и практики автоматиче-
ского управления. Авторы, по возможности, ограничились только содержательными ссылка-
ми, как правило, доступными российскому читателю, и приносят свои извинения за далеко 
не полный список литературы.  
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Глава 1. АСИМПТОТИЧЕСКИЕ НАБЛЮДАТЕЛИ СОСТОЯНИЯ.  
ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ 

 
 Для формирования обратной связи в системах автоматического управления требуется ин-
формация о векторе состояния объекта управления. В случае, когда все переменные состояния 
доступны для измерения, для управляемой системы можно выбрать обратную связь, обеспечи-
вающую желаемые динамические свойства замкнутой системы. На практике обычно измеряе-
мыми (выходными) переменными объекта являются лишь отдельные компоненты вектора со-
стояния или линейные комбинации этих компонент (либо потому, что число измерительных 
устройств ограничено, либо потому, что часть переменных состояний в принципе нельзя изме-
рить). Установка дополнительных датчиков, с одной стороны, приводит к увеличению стоимо-
сти системы, а, с другой стороны, измерительные устройства вносят в систему управления лиш-
нюю динамику, что усложняет синтез системы управления. Таким образом, возникает необхо-
димость в решении задачи наблюдения, а именно задачи получения текущей информации о век-
торе состояния динамических систем по измеряемым переменным. 

Задача наблюдения, являющаяся фундаментальной задачей теории автоматического управ-
ления, решается на основе теории асимптотических наблюдателей состояния. Во многих случа-
ях только после решения задачи наблюдения можно приступать к решению задачи управления, 
а именно, к синтезу обратной связи. Классическая теория асимптотических наблюдателей со-
стояния, начиная с 60-х годов прошлого столетия, связанная с именами Р. Калмана [18], Д. Лю-
енбергера [66], У. Уонема [40], А. Исидори [62], хорошо развита в основном применительно к 
линейным или квазилинейным моделям объектов управления. В данной главе приводятся ос-
новные положения классической теории асимптотических наблюдателей состояния. Отмечены 
трудности, возникающие при практической реализации асимптотических наблюдателей состоя-
ния. Обосновывается необходимость развития классической теории (в целях расширения класса 
наблюдаемых систем) и разработки робастных алгоритмов наблюдения, а также более простых 
в реализации. 
 
 

1.1. Асимптотический наблюдатель состояния полного порядка 
 
 Рассмотрим задачу восстановления текущих значений компонент вектора состояния систе-
мы по измеряемым переменным применительно к линейным многосвязным стационарным сис-
темам следующего вида: 

 
           ,, DxyBuAxx =+=&           (1.1) 
 
где nRx ∈  – вектор состояния; pRu ∈  – вектор управления; mRy ∈  – вектор выходных (изме-
ряемых) переменных; DBA ,,  – матрицы с постоянными коэффициентами соответствующих 
размерностей. Без потери общности будем полагать, что .rank mD =  
 Обратим внимание на дуальность задач управления и наблюдения: если пара },{ AD  – на-
блюдаемая, то пара },{ TT DA  – управляемая и, наоборот, если пара },{ BA  – управляемая, то 
пара },{ TT AB  – наблюдаемая. Свойство дуальности управления и наблюдения можно нестрого 
сформулировать следующим образом: мы считаем систему управляемой, если с помощью под-
ходящего выбора входных воздействий ее можно перевести в любое состояние, и наблюдаемой, 
если можно определить ее состояние, подходящим образом обрабатывая ее входы и выходы. 
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Учитывая свойство дуальности, можно непосредственно использовать только понятие управ-
ляемости для построения динамических устройств наблюдения и наоборот. Во многом выбор 
подходов к синтезу обратной связи или наблюдателей дело вкуса и предпочтений разработчика. 
Существенным здесь является тот факт, что задача стабилизации в полной мере решается по 
всем компонентам вектора состояний с помощью управлений меньшей размерности ,p  а задача 
наблюдения – с полным управлением размерности ,n  но с использованием только выходных 
переменных размерности .m  
 Прежде чем переходить к конкретным способам оценивания, обсудим принципиальную 
возможность восстановления текущих значений неизмеряемых компонент вектора состояния по 
выходу.  
 Определение 1.1 (на физическом уровне). Система (1.1) называется ненаблюдаемой, если 
разным траекториям могут отвечать одинаковые выходы, т.е. найдутся такие начальные условия 

,'
00 xx ≠  что для соответствующих траекторий ', xx  и выходов ', yy  справедливо '.yy ≡  В про-

тивном случае система называется наблюдаемой. 
 Определение 1.2 (в терминах геометрического подхода [40]). Пара отображений },{ AD  на-

зывается наблюдаемой, если .0)(Ker
1

1∩
n

i

iDA
=

− =  

 Ранговые условия наблюдаемости для линейных стационарных систем, полученные Р. Кал-
маном [18], сформулируем в виде следующей теоремы.  
 Теорема 1.1. Система (1.1) наблюдаема или пара },{ AD  наблюдаема тогда и только то-
гда, когда выполняется условие: 

 

      ,

1 



















=

−nDA

DA
D

Н
M

 .rank nH =           (1.2) 

 
 Таким образом, матрица наблюдаемости Н  размерности nmn×  должна быть полного ран-
га. Выполнение данного условия, по сути, означает, что вектор состояния можно оценить по 
значениям производных выхода до )1( −n -го порядка. На практике для решения задачи оцени-
вания используют другой подход, основанный на построении наблюдателя, и не требующий 
непосредственного вычисления производных. 
 Идея построения асимптотических наблюдателей состоит в построении динамической мо-
дели объекта управления (1.1) и последующей «подгонке» начальных условий с помощью кор-
ректирующих воздействий наблюдателя [18]: 

 
        ),( DzyLBuAzz −++=&           (1.3) 
 
где nRz ∈  – вектор состояния наблюдателя; mnRL ×∈  – матрица коэффициентов перед кор-
ректирующими воздействиями, которые подлежат определению.  
 Задача оценивания (наблюдения) вектора состояния сводится к задаче стабилизации систе-
мы уравнений, записанных с учетом (1.1), (1.3) относительно невязок ,zx −=ε  :nR∈ε   
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      .)( εε LDA −=&           (1.4) 
 

В предположении о наблюдаемости пары },,{ AD  выбором коэффициентов матрицы L  можно 
обеспечить желаемое распределение корней характеристического многочлена )( LDA −  и, сле-
довательно, обеспечить асимптотическую сходимость невязки (1.4) с заданными темпами 

0)(lim =
∞→

t
t

ε  или сходимость вектора состояния наблюдателя к вектору состояния объекта управ-

ления ).()(lim txtz
t

=
∞→

  

 Отметим, что для устойчивых систем ( niAi ,1,0)(Re =<λ ) асимптотическая сходимость 
невязок ,εε A=&  0)(lim =

∞→
t

t
ε  обеспечивается наблюдателем Azz =&  без корректирующих воздей-

ствий. Это тривиальный случай (поскольку при 0≡L  нет возможности влиять на темпы сходи-
мости невязок, и время оценивания может оказаться неприемлемо большим), к которому, одна-
ко, прибегают при отсутствии измерений. Здесь уместно прокомментировать свойство детекти-
руемости [40]. С помощью неособой замены переменных представим систему (1.1) в канониче-
ской форме наблюдаемости [19] 

 
,,, 11122212121111 xDyxAxAxxAx =+== &&  

 
где пара матриц },{ 111 AD  – наблюдаемая, векторы mRx ∈1  и mnRx −∈2  описывают наблюдае-
мую и ненаблюдаемую подсистемы, соответственно. В случае если собственные числа матрицы 

22A  имеют отрицательные действительные части, система называется детектируемой. При 
этом темпы сходимости оценок компонент наблюдаемого подпространства могут назначаться 
произвольно, в то время как поведение компонент ненаблюдаемого подпространства определя-
ется матрицей их собственных движений. 

Опишем процедуру синтеза обратной связи при неполной информации о состоянии систе-
мы. Предполагается, что в системе (1.1) пара },{ BA  – управляема. Наблюдаются выходные сиг-
налы ,Dxy =  пара },{ AD  – наблюдаема. Для синтеза замкнутой системы с желаемым располо-
жением корней характеристического уравнения требуется выполнить следующие действия: 

1) синтезировать управление в предположении, что все компоненты вектора состояния из-
вестны, например, в виде линейной обратной связи ,Fxu =  npRF ×∈  исходя из требований к 
поведению замкнутой системы ;)( xBFAx +=&   

2) построить наблюдатель (1.3) с заданными темпами сходимости уравнений относительно 
невязок (1.4); 

3) сформировать управление u  в виде ).( ε−== xFFzu  
После замыкания обратной связи поведение объекта управления описывается уравнениями 

вида .)( εBFxBFAx −+=&  Невязки ε  сходятся к нулю независимо от вектора x  и, следователь-
но, переходные процессы в замкнутой системе отличаются от поведения системы, синтезиро-
ванной с использованием полной информации о векторе x  с точностью до затухающих невязок. 
Понятно, что чем быстрее сходятся невязки, тем это отличие меньше. Приведенные соображе-
ния позволяют рассматривать независимо задачи синтеза обратной связи и наблюдателя.  

Структурная схема замкнутой системы (1.1) с наблюдателем (1.3) представлена на рис. 1.1. 
 В качестве рекомендаций пользователям отметим, что в детерминированной постановке 
требования к темпам сходимости наблюдателя состояния могут оказаться несущественными, 
если учесть, что после отработки рассогласования наблюдатель в последующем дает удовлетво-
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рительные оценки вектора состояний объекта управления. Чтобы повысить быстродействие 
и/или для повышения точности оценки в условиях параметрической неопределенности и при 
воздействии внешних неконтролируемых возмущений необходимо увеличивать коэффициенты 
корректирующих воздействий наблюдателя. Учитывая, что структура наблюдателя (1.3) совпа-
дает со структурой фильтра Калмана, корректирующие воздействия наблюдателя можно вы-
брать оптимальным образом при наличии шумов в каналах измерения [4, 6, 16, 19]. При этом 
темпы сходимости могут оказаться неудовлетворительными. В конкретных задачах приходится 
искать компромисс между фильтрующими свойствами наблюдателя (фильтра) и возможностью 
получить оценки с удовлетворительными темпами сходимости. Другой проблемой синтеза на-
блюдателя состояний может оказаться его высокая размерность и связанные с этим проблемы 
его настройки в практических приложениях. Возможность понижения порядка наблюдателей 
рассматривается в следующем разделе. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис.1.1. Замкнутая система с наблюдателем состояния 
 

 
1.2. Наблюдатель Люенбергера 

 
 В разделе 1.1 задача восстановления вектора x  системы (1.1) решалась с помощью наблю-
дателя (1.3) n -го порядка. Возможность понижения порядка наблюдателя состояния связана с 
тем фактом, что вектор выходных переменных доступен для измерения и с точки зрения задачи 
наблюдения не требуется повторно получать его оценки.  
 Действительно, представим вектор выходных переменных (предположив без ограничения 
общности, что mD =rank ) в виде 

 
              ,2211 xDxDy +=           (1.5) 
 
где ,1

mnRx −∈  ,2
mRx ∈  ,)(

1
mnmRD −×∈  mmRD ×∈2  и .0det 2 ≠D  Непосредственно из выражения 

(1.5) следует, что нет необходимости в определении всего вектора состояния ,x  так как доста-
точно определить лишь вектор ,1x  а вектор 2x  вычислить из соотношения 
 

(-) 

Объект управления 

Модель объекта 
управления 

Регулятор 

Наблюдатель состояния 

D 
ŷ  

Dxy =  

yy ˆ−=ε  

z  

Fzu =  

L 
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            ).( 11
1

22 xDyDx −= −           (1.6) 
 

Для определения ( mn − ) компонент вектора 1x  можно воспользоваться асимптотическим 
наблюдателем Люенбергера [1, 66]. Приведем принцип построения такого наблюдателя.  

Представим систему (1.1) в виде двух подсистем 
 

        uByAxAxuByAxAy 1121111222121 , ++=++= &&         (1.7) 
 
и введем неособую замену переменных ,111 yLxx +=∗  ,1

mnRx −∗ ∈  где матрицу mmnRL ×−∈ )(
1  оп-

ределим позднее. Тогда вторая подсистема системы (1.7) примет вид  
 

,)()( 2111211111 uBLBPyxALAx ++++= ∗∗&  
 
где .)( 2211212111 ALALLAAP +++−=  Построим наблюдатель состояния в виде 

 
      ,)()( 2111211111 uBLBPyzALAz ++++= ∗∗&          (1.8) 
 
где вектор mnRz −∗ ∈1  является оценкой вектора .1

∗x  Уравнение относительно невязок 
,111

∗∗∗ −= zxε  mnR −∗ ∈1ε  имеет вид  
 

      .)( 1211111
∗∗ += εε ALA&           (1.9) 

 
Теперь уже в системе пониженного порядка (1.9) размерности )( mn −  можно задать произволь-
ные темпы сходимости за счет соответствующего выбора коэффициентов матрицы .1L  Отме-
тим, что из наблюдаемости исходной системы (пара матриц },{ AD  – наблюдаемая) следует на-
блюдаемость пары матриц },{ 1121 AA  в системе (1.7). Этот очевидный результат легко доказы-
вается от противного – в случае ненаблюдаемости пары },{ 1121 AA  во второй подсистеме (1.7) 
можно выделить ненаблюдаемое подпространство, что противоречит условию наблюдаемости 
относительно исходной системы. 

Отметим, что при наличии в каналах измерений шумов наблюдатель Люенбергера (в отли-
чие от наблюдателя полного порядка) не позволяет отфильтровать часть компонент вектора со-
стояний, поскольку компоненты 2x  связаны с выходом системы алгебраическим преобразова-
нием (1.6). 

 
 

1.3. Асимптотические наблюдатели при параметрической неопределенности  
 

 До сих пор рассматривалась постановка задачи наблюдения в условиях полной определен-
ности относительно оператора объекта управления. В реальных задачах управления приходится 
учитывать как параметрическую неопределенность оператора объекта управления, так и нали-
чие внешних возмущений. Следует отметить, что вопрос синтеза наблюдателей в условиях па-
раметрической неопределенности модели объекта управления в настоящее время изучен недос-
таточно. 
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 Линейные системы при малых вариациях параметров инвариантны в смысле сохранения 
устойчивости согласно известной теореме о возмущениях. Этот качественный результат носит 
асимптотический характер, и в конкретных системах требуется решить часто довольно сложную 
задачу – получить количественные оценки малости вариаций параметров. В задаче наблюдения, 
к сожалению, такой анализ не позволяет декомпозировать решение общей задачи управления на 
независимые подзадачи синтеза обратной связи и наблюдателя. Действительно, рассмотрим 
систему (1.1) с учетом параметрической неопределенности 

 
       ,)(,)()( xDDyuBBxAAx +=+++=&        (1.10) 
 
где матрицы с постоянными коэффициентами DBA ,,  не известны. Пусть в задаче синтеза об-
ратной связи по полным измерениям выбрано управление в виде .Fxu =  Тогда замкнутая систе-
ма описывается уравнениями вида .)()( xFBAxBFAx +++=&  В случае, когда известны границы 
изменения неопределенных параметров, для анализа устойчивости можно воспользоваться, на-
пример, известными результатами интервальной устойчивости [34].  
 Использование стандартной процедуры синтеза задачи управления при неполных измерени-
ях с введением наблюдателя (1.3) и обратной связью )( ε−== xFFzu  применительно к системе 
(1.10) приведет к замкнутой системе вида 

 

        
.)()(
,)()()(

xDLFBAFBLDA
FBBxFBAxBFAx

−++−−=

+−+++=

εεε
ε

&
&

       (1.11) 

 
Как видим, уравнения относительно невязок зависят не только от собственных возмущений, но 
и от переменных вектора состояния объекта управления и анализ устойчивости приходится про-
водить относительно всей системы (1.11) удвоенной размерности по сравнению с исходной сис-
темой. 
 Результаты анализа на свойство сохранения устойчивости параметрически неопределенной 
системы (1.11) часто оказываются недостаточными даже в случае инвариантности свойств ус-
тойчивости, поскольку темпы сходимости, оцениваемые по худшему варианту, могут быть не-
удовлетворительными. В этом случае возникает задача уточнения параметров при формирова-
нии модели объекта управления или, если первое затруднительно или не возможно, требуется 
получать прямые или косвенные оценки параметров в реальном времени за счет использования 
алгоритмов адаптивного управления или метода расширения пространства состояний. В по-
следнем случае уравнение модели объекта управления (1.1) дополняется матричными диффе-
ренциальными уравнениями (в предположении о постоянстве вариаций параметров) вида ,0=A&  

,0=B&  .0=D&  
 Один из эффективных подходов к решению задачи оценивания неопределенных параметров 
предложен в работе [46] с использованием теории скользящих режимов. Суть этого подхода 
применительно к системе (1.10) в предположении, что весь вектор состояний доступен для из-
мерения и неизвестные параметры постоянны, а именно  

 
         ,0,0,)()( ==+++= BAuBBxAAx &&&        (1.12) 
 
состоит в следующем. Построим наблюдатель (идентификатор) системы (1.12) в виде 
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          ,ˆ,ˆ,)ˆ()ˆ( TT vuBvxAvuBBxAAx λλ ==++++= &&&       (1.13) 
 

где вектор x  и матрицы BA ˆ,ˆ  будут служить оценками вектора состояний и неизвестных мат-
риц, соответственно, 0>λ  – положительная константа, а корректирующие воздействия v  опре-
делим позже. Запишем системы (1.12) и (1.13) относительно невязок ,xx −=ε  ,ÂAA −=∆  

:B̂BB −=∆  
 

             .,, TT vuBvxAvBuAx λ∆λ∆∆∆ε −=−=−+= &&&       (1.14) 
 
С помощью выбора корректирующих воздействий в виде разрывных функций εsign)(xMv =  
организуем в первой подсистеме (1.14) скользящий режим по плоскости скольжения .0=ε  То-
гда согласно методу эквивалентного управления [45, 48] имеем ,eq BuAxv ∆∆ +=  и после под-
становки его во второе и третье уравнения системы (1.14) получим 

 
         .)(,)( TT uBuAxBxBuAxA ∆∆λ∆∆∆λ∆ +−=+−= &&       (1.15) 
 
Следующий анализ при некоторых предположениях доказывает сходимость в ноль системы 
(1.14). В обозначениях ),,(),,(col BACuxz ∆∆∆ ==  учитывая, что ,eq zCv ∆=  составим функ-

цию Ляпунова в виде 0)(tr2
1 ≥= TCCV ∆∆  и вычислим производную по времени на траектори-

ях системы (1.15): .,)(tr 2 zCwwCzzCV TT ∆λ∆∆λ =−=−=&  В предположении, что компоненты 

вектора z  линейно независимы, функция 0≤V&  является монотонно убывающей. Кроме того, 

если положить, что для любого const=C∆  несобственный интеграл dtw 2

0
∫
∞

 расходится, то 

выполняются соотношения 0lim,0lim ==
∞→∞→

CV
tt

∆ ,0lim,0lim ==⇒
∞→∞→

BA
tt

∆∆  что и означает схо-

димость оценок BA ˆ,ˆ  к значениям параметров матриц ., BA  
 Очевидно, что непосредственно использовать эти результаты для идентификации систем 
вида (1.10) в предположении, что доступны для измерения только выходные переменные, не 
представляется возможным. Более того, в указанной постановке, по-видимому, невозможно вос-
становить все параметры модели объекта управления. Один из путей решения задачи стабили-
зации системы (1.10) состоит в приведении исходной системы к совместной форме управляемо-
сти и наблюдаемости (см. раздел 2.6) за счет расширения пространства состояний. 
 
 

1.4. Асимптотические наблюдатели при наличии внешних возмущений 
 
 В случае воздействия на систему управления внешних неконтролируемых возмущений за-
дача наблюдения решается в полной мере только применительно к заданному классу возмуще-
ний, а именно, при наличии внешних возмущений, поведение которых описывается известной 
динамической моделью [1, 28, 63, 74].  
 Рассмотрим систему (1.1) при воздействии внешних возмущений 
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     ,),( DxytQBuAxx =++= η&        (1.16) 
 

где qRt ∈)(η  – вектор внешних возмущений, QBA ,,  – известные матрицы соответствующих 
размерностей. Предполагается, что возмущение не доступно для измерения и порождается ли-
нейной, однородной системой дифференциальных уравнений вида 

 
            ηη W=&          (1.17) 
 
с известными постоянными коэффициентами W  и неизвестными начальными условиями.  

Теория асимптотических наблюдателей позволяет за счет расширения пространства состоя-
ний системы (1.16) с учетом экзогенной системы (1.17) при определенных условиях решить за-
дачу получения оценок как вектора состояния, так и вектора возмущений. 

Запишем систему (1.16)–(1.17) относительно новых переменных qnRxxx +∈= ),,(col η  
 

           ,, xDyuBxAx =+=&         (1.18) 
 
где матрицы )()()()( ,, qnqnqnmpqn RARDRB +×++××+ ∈∈∈  имеют блочную структуру 
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Если окажется, что пара },{ AD  наблюдаема, то далее синтез асимптотического наблюдате-

ля осуществляется по описанной выше процедуре: 
 

   ),( zDyLuBzAz −++=&         (1.19) 
 
где .qnRz +∈  Матрица mqnRL ×+∈ )(  выбирается таким образом, чтобы собственные числа матри-
цы )( DLA +  были желаемыми. Так как ,lim xz

t
=

∞→
 то с помощью наблюдателя (1.19) одновре-

менно определяются все компоненты расширенного вектора .x  
Характерно, что из естественных предположениях о наблюдаемости пар матриц },{ AD  и 

},{ WQ  в общем случае не следует наблюдаемость пары },{ AD  в расширенной системе (1.18). 
Следующий пример поясняет эту ситуацию.  

Пример 1.1. 
Объект управления: .,0,, 1221 xyuxaxx ===+= ηη &&&  
Наблюдатель: .,, 13312211321 εεε lzluzlazzz =+=++= &&&  
Уравнения в невязках: ,,, 13312211321 εεεεεεεε llla −=−=−+= &&&  где ,111 zx −=ε  

,222 zx −=ε  .33 z−= ηε  Характеристический многочлен матрицы в уравнениях относительно 

невязок 0)( 32
2

1
3 =+++ λλλ alll  при любом выборе корректирующих воздействий наблюдателя 

содержит хотя бы один нулевой корень, что с технической точки зрения означает неустойчи-
вость уравнений в невязках. С физической точки зрения полученный результат означает, что 
вторую компоненту вектора состояний удается восстановить с точностью до постоянной состав-
ляющей или, иными словами, не удается разделить сумму второй компоненты и возмущения.  
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Вопросы синтеза наблюдателей состояний при наличии произвольных внешних неконтро-
лируемых возмущений [54] в настоящее время мало изучены в теории управления. Чтобы под-
черкнуть важность решения задачи инвариантного наблюдения, выделим несколько практиче-
ских постановок задач. 

Как указывалось выше, в случае параметрической неопределенности (1.10) не удается ком-
пенсировать воздействия управлений в уравнениях, записанных в невязках (1.11). При воздейст-
вии на объект управления произвольных внешних возмущений (кроме задачи инвариантного 
наблюдения состояния) возникает также и проблема получения оценок самих возмущений, не-
обходимых для синтеза обратной связи. Действительно, имея оценки возмущений, можно ком-
пенсировать их по обратной связи с помощью комбинированного управления [6]. В качестве 
возмущений могут также рассматриваться задающие воздействия, которые, в частности, в чело-
веко-машинных системах могут быть не гладкими. 

Проблеме наблюдения динамических систем при наличии возмущений посвящается основ-
ная часть данного исследования. При этом в различных постановках рассматриваются возмуще-
ния как измеримые функции времени, ограниченные по модулю (или в норме ∞l ), что представ-
ляется вполне оправданным при автоматизации технических систем. 
 
 

1.5. Наблюдаемость нелинейных систем 
 

Общей проблемой в развитии теории управления нелинейными системами является тот 
факт, что при записи моделей в виде системы нелинейных дифференциальных уравнений обще-
го вида предполагают, что выполнены лишь известные условия существования и единственно-
сти их решения в некотором открытом множестве изменения переменных. Естественно, что в 
силу большого многообразия нелинейных систем, структурных свойств управляемости и на-
блюдаемости сколько-нибудь полезных на практике, а также процедур синтеза обратной связи, 
таких как в линейных системах, выявить не удается. Например, в предположениях об управляе-
мости нелинейных систем существует стабилизирующее управление, но задача его синтеза мо-
жет ставиться лишь для заданного класса систем [2, 15, 50, 72] в отличие от линейной теории, 
где для систем общего вида можно синтезировать, по крайней мере, модальное управление. По 
этой причине основные результаты нелинейной теории управления лежат в области отдельных 
классов нелинейных моделей и в прикладных нелинейных задачах. 

В общей постановке основные результаты нелинейной теории управления, как правило, ос-
новываются на возможности линеаризации за счет преобразований координат и/или по обрат-
ной связи. В частности, в рамках геометрического подхода [62] (почти дословно повторяющим 
результаты геометрического подхода в линейных системах [40]) получены структурные резуль-
таты применительно к нелинейным системам общего вида. Во многом это стало возможным за 
счет локального рассмотрения задач управления и их синтеза применительно к линеаризован-
ной модели систем.  

Не умаляя значимости геометрического подхода к анализу и синтезу нелинейных задач 
управления, отметим, что, с одной стороны, в силу своей академичности и ряда недостатков (в 
частности, из-за того, что предъявляются достаточно жесткие требования к гладкости и нали-
чию информации об операторе объекта управления, а получаемые результаты носят локальный 
характер) этот подход в настоящее время не находит широкого применения в инженерной прак-
тике. С другой стороны, полезность и наглядность геометрического подхода в описании струк-
турных свойств линейных и нелинейных систем ограничивается тем, что его результаты форму-
лируются не для исходной модели объекта управления, а к преобразованной системе с исполь-
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зованием достаточно трудоемких процедур. В этом смысле предлагаемый в данной книге под-
ход носит прагматический характер, а именно, математическая модель объекта управления сразу 
подвергается процедурным преобразованиям, на основе которых делается вывод о структурных 
свойствах управляемости и наблюдаемости, и подготавливается форма представления, удобная 
для решения задач синтеза. 

Обобщая материал данной главы, отметим, что теория асимптотических наблюдателей со-
стояния в настоящее время достаточно полно разработана применительно к линейным моделям 
объектов управления, в том числе при наличии внешних возмущений, модель которых известна. 
Что касается трудностей в реализации наблюдателей состояния, то они связаны с высокой раз-
мерностью задач синтеза и негрубостью к параметрическим возмущениям, в частности к неоп-
ределенностям входных каналов управления. Применительно к нелинейным системам управле-
ния полученные результаты по синтезу наблюдателей состояния обобщены в рамках геометри-
ческого подхода, который во многом повторяет схему для линейного случая и, соответственно, 
обладает недостатками, связанными с не конструктивностью в смысле решения задач синтеза и 
негрубостью получаемых результатов.  
 Таким образом, в рамках классического подхода в основном остается открытым вопрос о 
решении задачи наблюдения применительно к системам, операторы которых содержат сущест-
венные нелинейности, а также при наличии внешних неконтролируемых возмущений, модель 
которых неизвестна или не может быть построена. Более того, данные задачи и не могут быть 
решены стандартными методами в рамках классического подхода и требуют привлечения спе-
циальных методов, которые рассматриваются в следующих главах.  
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Часть 1. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
 
 В первой части данной монографии излагаются оригинальные методы каскадного синтеза 
наблюдателей состояния, разработанные авторами применительно к многомерным линейным и 
нелинейным динамическим системам, в том числе при наличии внешних неконтролируемых 
возмущений. Первые результаты, определившие данное направление, были получены около 
двадцати лет назад [46], апробировались применительно к частным случаям и приложениям и, 
наконец, вылились в стройную теорию с единым методологическим подходом к перечисленным 
видам систем [13, 21–24, 29, 41–44].  

Каскадным будем называть подход, который включает в себя приведение математической 
модели исходной системы к блочной форме наблюдаемости (БФН); построение соответствую-
щего блочного наблюдателя состояния; использование методов систем с разделяемыми движе-
ниями (большими коэффициентами [17, 30] или разрывными управлениями [14, 45]) при синте-
зе корректирующих воздействий наблюдателя, позволяющих декомпозировать процедуру син-
теза наблюдателей на независимые, последовательно решаемые подзадачи синтеза меньшей 
размерности.  

Как было показано в главе 1, задача наблюдения сводится к задаче стабилизации относи-
тельно невязок, и, следовательно, преимущества систем с разделяемыми движениями сохраня-
ются и при синтезе наблюдателей состояния. К ним относятся: 1) декомпозиция задачи синтеза 
на независимо решаемые подзадачи меньшей размерности; 2) обеспечение инвариантности к 
параметрическим неопределенностям оператора объекта управления и внешним возмущениям. 
Кроме того, появляется возможность иерархического выбора коэффициентов наблюдателя на 
основании неравенств, существенно облегчающего процедуру настройки наблюдателя, особенно 
в нелинейном случае. При формировании разрывных управлений задача оценивания вектора 
состояния решается за теоретически конечное время, а также появляется возможность получить 
оценки функциональных и внешних ограниченных неопределенностей.  

По сравнению с классическими принципами построения асимптотических наблюдателей 
состояния, изложенными в главе 1, каскадный подход является новым с методологической точ-
ки зрения и состоит из двух этапов. На первом этапе (этап конструктивного анализа) исходная 
модель преобразуется к БФН, а именно расщепляется на блоки, размерности которых соответст-
вует индексам наблюдаемости системы, что позволяет в явном виде выделить наблюдаемое 
подпространство и блочную структуру декомпозиции задачи синтеза. На втором этапе (этап 
каскадного синтеза) на основе полученной БФН строится блочный наблюдатель, в каждом бло-
ке которого последовательно решаются элементарные подзадачи синтеза. Можно говорить об 
универсальности данного метода, который опирается на структурные свойства наблюдаемости 
системы, определяющие возможности оценивания и архитектонику декомпозиции задачи син-
теза, которая, в свою очередь, обеспечивается привлекаемыми методами систем с разделяемыми 
движениями. 
 Наша цель состоит в стандартизации исследования структурных свойств наблюдаемости 
широкого класса многомерных, линейных и нелинейных систем, функционирующих в условиях 
неопределенности и при воздействии внешних возмущений, и разработке каскадных процедур 
синтеза соответствующих блочных наблюдателей состояния. Будут рассмотрены декомпозици-
онные алгоритмы формирования корректирующих воздействий наблюдателей в разных классах 
функций, с помощью которых (в зависимости от контекста задачи) обеспечивается либо асим-
птотическая сходимость невязок, либо сходимость за конечное время, либо с заданной точно-
стью. Изложение особенностей каскадного подхода начнем с казалось бы хорошо изученного 
случая линейных систем.  
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Глава 2. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ  
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

 
 

2.1. Постановка задачи 
 

 Рассмотрим линейную стационарную динамическую систему вида 
 

     ,, 1 DxyBuAxx =+=&          (2.1) 
 
где 1

11,, mpn RYyRuRXx ⊂∈∈⊂∈  – векторы состояния, управления и выходных (измеряе-
мых) переменных соответственно, DBA ,,  – известные матрицы соответствующих размерно-
стей. Без ограничения общности предполагаем, что .rank 1 nmD <=   

Ставится задача наблюдения неизмеряемых компонент вектора состояния системы (2.1) по 
измерениям 1y  с помощью динамического наблюдателя состояния. Заранее ориентируясь на 
предполагаемую высокую размерность системы (2.1), зададимся целью построить блочный на-
блюдатель, в каждом блоке которого возможно независимое решение элементарных подзадач 
синтеза меньшей размерности. 
 В следующем разделе, который содержит конструктивный анализ структурных свойств на-
блюдаемости системы (2.1) (или пары },{ AD ), процедурно решается следующий комплекс 
взаимосвязанных проблем: выделение наблюдаемого подпространства вектора состояния мак-
симально возможной размерности; выявление архитектоники блочного представления системы 
(2.1). 
 
 

2.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости 
 
 Для описания структурных свойств наблюдаемости системы (2.1) вначале привлечем тер-
мины геометрического подхода [40]. Тот факт, что система (2.1) наблюдаема (см. определение 
1.2 из главы 1), означает, что пространство состояния может быть отображено в прямую сумму: 

 
       ,),(Ker, 01

1 nn
i

i IADAYYYX ×
−⊥ ==⊕⊕= υ…        (2.2) 

 
где iY  – A -инвариантные подпространства [40], которым соответствуют векторы ,im

ii RYy ⊂∈  

im  – индексы наблюдаемости (размерности векторов прямой суммы (2.2)) и =+++ υmmm ...21  
,n=  υ  – показатель наблюдаемости системы (2.1) (или пары },{ AD ), который определяется 

следующим образом: 
 









=≤≤=
=

−∩
j

i

iDAnjj
1

1 0)(Ker,1:min:υ . 

 
Как нетрудно видеть, υ  всегда существует и лежит в пределах .1 n≤≤ υ  Если система (2.1) не-

наблюдаемая, то ∑
=

<
υ

i
i nm

1
 (или XDAi

n

i
≠−⊥

=
∑ )(Ker 1

1
), и ненаблюдаемое подпространство имеет 
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размерность .)(
1

∑
=

−
υ

i
imn  

 По сравнению с наблюдателем Люенбергера пониженной размерности, где, по сути, сделан 
только первый шаг декомпозиции (см. раздел 1.2), отображение в прямую сумму (2.2) определя-
ет архитектонику полной структурной декомпозиции синтеза задачи наблюдения на подзадачи 

im -й размерности. 
 Для практической реализации ставится задача: получить блочное представление системы 
(2.1), состоящей из υ  блоков, с вектором состояния ),...,,(col 1 υyyy =  ,im

i Ry ∈  которое будем 
называть блочной формой наблюдаемости (БФН) системы (2.1). Конструктивность данной по-
становки заключается в том, что параллельно с анализом разрешимости задачи наблюдения бу-
дет получена форма, позволяющая осуществить каскадный синтез задачи наблюдения. 
 Для выявления канвы неособых преобразований, приводящих к БФН, сопоставим термины 
геометрического подхода с ранговыми условиями наблюдаемости Калмана (1.2). Матрица на-
блюдаемости H  (1.2) размерности )( nmn×  формально означает многократное дифференциро-
вание вектора выходных переменных 1y  разомкнутой системы (2.1): 

 
   ....,,,, 1)1(

1
2

111 xDAyxDAyDAxyDxy nn −− ==== &&&        (2.3) 
 
Индекс наблюдаемости im  – это, по сути, число строк уравнения относительно )1(

1
−iy  в системе 

(2.3), правые части которых участвуют в образовании базисного минора матрицы наблюдаемо-
сти. Отсюда следует эквивалентность условий наблюдаемости: 
 

),...(~)(rank 21 nmmmnH =+++= υ  
 
а также идеология пошаговой процедуры получения БФН – при формальном дифференцирова-
нии вектора выходных переменных (наборе строчных блоков матрицы H ) на каждом i -ом шаге 
( 1,1 −= υi ) требуется выделять 1+im  строк ( ii mm ≤+1 ), правые части которых участвуют в фор-
мировании базисного минора матрицы наблюдаемости ,H  и только соответствующие им ком-
поненты выходного вектора далее дифференцировать до выполнения одного из двух условий: 

 
            ,...21 nmmm =+++ υ             (*) 
 
которое означает, что базисный минор максимально возможного ранга n  набран, и исходная 
система наблюдаема, или 

 
            ,01 =+im            (**) 
 
которое означает, что исходная система является ненаблюдаемой и ....21 nmmm i <+++   
 Таким образом, блоки БФН будут составлять укороченные уравнения системы (2.3), и их 
количество в общем случае будет меньше, чем в матрице наблюдаемости. 
 Для анализа структурных свойств наблюдаемости системы (2.1) и получения БФН приведем 
пошаговую процедуру неособых преобразований в терминах пространства состояний, соответ-
ствующих отображению (2.2). 
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 Предварительно отметим, что обычно с термином «каноническая форма наблюдаемости» 
ассоциируется форма Бруновского [40], получение которой, после предварительного установле-
ния факта наблюдаемости исходной системы (2.1), связано с определением коэффициентов ха-
рактеристического многочлена (для систем большой размерности – это достаточно трудоемкая 
задача) и требует точного знания параметров. В многомерном случае 11 >m  форма Бруновского 
основана на покомпонентном представлении относительно выходных координат.  
 Мы предлагаем принципиально другую, организованную по блочному принципу форму на-
блюдаемости, архитектоника которой определяется индексами наблюдаемости системы (2.1) 
[41]. Получение данной формы связано с неособыми преобразованиями отдельных блоков 
меньшей размерности, чем размерность исходной системы, и не требует нахождения коэффици-
ентов характеристического многочлена. Как будет показано ниже, данные преобразования обла-
дают грубостью к возможной параметрической неопределенности системы (2.1). Тот необходи-
мый минимум априорной определенности оператора объекта управления (2.1), который требует-
ся для решения поставленной задачи, будет выявляться и оговариваться по ходу процедуры. 
Существенно, что анализ структурных свойств наблюдаемости системы (2.1) заложен в самой 
процедуре, что позволит выделить в явном виде наблюдаемое подпространство.  
 
 Процедура приведения к блочной форме наблюдаемости (БФН). 
 
 Данная процедура состоит из пошаговых однотипных преобразований.  
 Шаг 1. (а) Представим исходную систему (2.1) в виде двух подсистем 

 
           uRxAyAxuBxDyСy 11111111111111 , ++=++= &&        (2.4) 
 
с помощью неособого преобразования 

 

       







=

− 1
0

0201
1

mnI
DD

G ,         (2.5) 

 

где ),( 0201 DDD =  ,0det 01 ≠D  ,1
1

mRy ∈  ,dimrank 1 xnG ==  .1
1

mnRx −∈  

(б) Пусть .rank 21 mD =  Если ,02 =m  то процедура заканчивается по условию (**), и вторая 
подсистема (2.4) относительно 1x  является ненаблюдаемой. В противном случае 021 ≠≥ mm  с 
целью выделить строки, правые части которых участвуют в образовании базисного минора мат-
рицы ,H  расщепим первое уравнение системы (2.4) на две подсистемы 

 
       ,,~~~~

11111111111111 uBxDyCyuBxDyCy ++=++= &&        (2.6) 
 
так, чтобы .,rank~rank~dim 21

12111
mmRymDDy −∈===  

 Заметим, что в системе (2.6) строки матрицы 1D  являются линейной комбинацией строк 
матрицы ,~

1D  что позволяет полностью исключить компоненты вектора 1x  из второго уравнения 
системы (2.6) с помощью неособого преобразования  
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где ),~~(~

12111 DDD =  ,0~det 11 ≠D  ).( 12111 DDD =  Преобразование (2.7) приводит к блочному 
представлению [8] 
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поскольку является не особым и не изменяет ранговых свойств: .~rankrankrank 11111 DDGD == ∗  
Следовательно, 0)~~(rank 1212

1
1111 =+− − DDDD  (в противном случае ),rankrank 111 DDG >∗  т.е. дан-

ная матрица – нулевая и  
 

         .~~
12

1
111112 DDDD −=          (2.8) 

 
В результате преобразования (2.7) второе уравнение системы (2.6) представимо в виде 

 
        ,11111 uByCy ∗∗∗ +=&          (2.9) 

 
где .dimdim 2111 mmуy −==∗  В последующих построениях преобразование (2.7) приводиться 
не будет, но в дальнейшем изложении будет учитываться соотношение (2.8).  

(в) Введем обозначение  
 

     .,~ 2
2112

mRyxDy ∈=        (2.10) 
 

С учетом (2.8), (2.10) система (2.6) принимает вид 
 

       ,,~~~
12121111121111 uByCyCyuByyCy ++=++= &&      (2.11) 

 
где .~ 1

111112
−= DDC  Заметим, что с точки зрения наблюдаемости не принципиален вид второй 

подсистемы, записанной относительно вектора 1y  (2.11) или ∗
1y  (2.9), поскольку 

.)0rank()rank( 212 22
mICI T

m
T

m ==  Отличие заключается в том, что для выполнения преобра-

зования (2.7) требуется точно знать параметры матриц ,,~
1111 DD  в то время как в рамках кас-

кадного синтеза на основе метода разделения движений (см. раздел 2.3) знание параметров вто-
рого уравнения системы (2.11) для нас не существенно. Более конкретно, для выполнения об-
ратных преобразований потребуется знание параметров матрицы ,~

1D  и допустима параметриче-
ская неопределенность (в пределах соблюдения ранговых условий) матрицы .1D  В дальнейшем 
не будем «обращать внимание» на компоненты ,2y  присутствующие во втором уравнении сис-
темы (2.11), и именно систему (2.11) будем считать первым блоком БФН.  

Следует отметить, что если ,12 mm =  то расщепления (2.6) не потребуется, и в качестве пер-
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вого блока БФН принимается первое уравнение системы (2.4) после выполнения неособой заме-
ны .112 xDy =   
 Если ,dim 12 xm <  то переходим ко второму шагу, на котором преобразования, аналогичные 
(2.5)–(2.6), применяются ко второму уравнению (2.4) с фиктивным выходом (2.9), и т.д.  
 Шаг i . Предположив, что на предыдущих шагах условия окончания процедуры (*) или (**) 
не были выполнены, переходим к i -му шагу, на котором с учетом сделанных замен переменных 
рассматривается подсистема 

 

          ,~, 11111,1

1

1
1 −−−−−−

−

=
− =++= ∑ iiiiiijji

i

j
i xDyuRxAyAx&      (2.12) 

 
где 111 dim... −− =−−− ii xmmn ,~rankdim 1 iii mDy ==> −  и вектор iy  трактуется как фиктивный 
выход. 
 (а) Представим первое уравнение (2.12) в виде двух подсистем 

 

     uRxAyAxuBxDyCy iiijij

i

j
iiiijij

i

j
i ++=++= ∑∑

== 11
, &&      (2.13) 

 
с помощью неособого преобразования 
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1
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,       (2.14) 

 

где ),~~(~
2,11,11 −−− = iii DDD  ,0~det 1,1 ≠−iD  ,dimrank 1−= ii xG  ....dim 1 ii mmnx −−−=  

(б) Предположив, что 0rank 1 ≠= +ii mD  и ,1+> ii mm  расщепим первое уравнение системы 
(2.13) на две подсистемы 

 

 uBxDyCyuBxDyCy iiijij

i

j
iiiijij

i

j
i ++=++= ∑∑

== 11
,~~~~ &&      (2.15) 

 
так, чтобы .dim,rank~rank~dim 11 ++ −==== iiiiiii mmymDDy  

 (в) Введем неособую замену переменных ,~
1 iii xDy =+  1

1
+∈+

im
i Ry  с учетом которой оконча-

тельно получен i -й блок БФН, состоящий из двух подблоков (2.15). Если ,dim1 ii xm <+  то пере-
ходим к )1( +i -му шагу, на котором преобразования, аналогичные (2.14)–(2.15), применяются ко 
второму уравнению системы (2.13) с фиктивным выходом ,1+iу  и т.д. до выполнения условий 
(*) или (**). 
 Данная процедура закончится за конечное число шагов в силу того, что на каждом шаге па-
ры },{ ii AD  – наблюдаемые и, следовательно, размерность вектора 1−ix  на каждом i -м шаге 
уменьшается на конечную величину .1−≤ ii mm  Предложим, что )1( −υ -й шаг процедуры – по-
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следний. При выполнении условия (*) 1dim −= υυ xm  и, после неособого преобразования 

,~
1−= υυ DG  получим полную БФН системы (2.1), состоящую из υ  блоков, каждый из которых 

(кроме последнего) в общем случае расщеплен на два подблока 
 

       ,;1,1,,~~~
1

1

11
1 ∑∑∑
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+ +=−=+=++=

υ

υυυυ
j

jj

i

j
ijiji

i

j
iijiji uByCyiuByCyuByyCy &&&    (2.16) 

 
где ),,~(col iii yyy =  ,dim~dim 11 ++ == iii myy  .dim 1+−= iii mmy  Поскольку в силу процедуры 

,
1

∑
=

=
υ

i
i nm  то исходная система (2.1) наблюдаема. Следовательно, поставленную задачу оцени-

вания не измеряемых компонент вектора состояния x  можно выполнить в полной мере, полу-
чив с помощью наблюдателя состояния оценки вектора состояния системы (2.16) (см. разделы 
2.3–2.4) и использовав обратное преобразование координат 
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которое позволяет однозначно определить вектор ,x  поскольку совместный ранг матриц ,iG  

υ,1=i  равен xn dim=  по построению. Соответственно, параметры матриц ,iG  υ,1=i  должны 
быть известны. Обратное преобразование (2.17) требуется в том случае, когда собственно задача 
управления (синтез обратной связи) решается в терминах пространства .X  
 При выполнении условия (**) 0=υm  получим неполную БФН вида: 
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    (2.18) 

 
где наблюдаемы только компоненты ),...,,,(col 121 −= υyyyy  im

i Ry ∈  суммарной размерности 
.... 121 nmmm <+++ −υ   

 Выделенное в явном виде ненаблюдаемое подпространство составляют компоненты по-
следнего уравнения системы (2.18) размерности ....dim 111 −− −−−= υυ mmnx  С помощью наблю-
дателя состояния можно получить оценки компонент вектора ,y  которые представляют линей-
ную комбинацию компонент вектора состояния x  исходной системы (2.1) ,1 Dxy =  ,~

1 iii xDy =+  
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2,2 −= υi  ранга .... 121 nmmm <+++ −υ  Поскольку из данных соотношений нельзя однозначно 
определить координаты исходной системы ,X  то ставить задачу оценивания наблюдаемого 
подпространства вектора состояния имеет смысл только в том случае, когда постановка задачи 
управления допускает решение в терминах пространства .Y  Например, задача стабилизации вы-
ходных переменных при неполных измерениях, решение которой, основанное на совместном 
(синхронном) анализе структурных свойств наблюдаемости и управляемости, приводится в раз-
деле 2.5.  
 Таким образом, к данным в главе 1 определениям наблюдаемости линейных систем (ранго-
вым – теорема 1.1 и в терминах геометрического подхода – определение 1.2) можно добавить 
эквивалентное утверждение в терминах неособых преобразований (2.14). 
 Теорема 2.1. Линейная система (2.1) наблюдаема тогда и только тогда, когда она приво-
дима к полной блочной форме наблюдаемости (2.16). 

Еще раз подчеркнем, что представление модели объекта управления (2.1) в БФН (2.16) рас-
крывает структуру наблюдаемости (цепочку интеграторов), присущую ей с учетом имеющихся 
каналов измерений (см. рис. 2.1). 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 2.1. Структурная схема системы (2.16) 
 
 Конструктивность описанной процедуры получения БФН заключается в том, что, во-
первых, исключив избыточные преобразования типа (2.7), непосредственно выделяется наблю-
даемое подпространство максимально возможной размерности (в этом смысле содержание тео-
ремы 1.1 не конструктивно), во-вторых, исходная система подготавливается к каскадному син-
тезу, который описывается в следующих разделах данной главы.  
 Рекомендации разработчику. Если исходная система является ненаблюдаемой, а для синте-
за обратной связи координат наблюдаемого подпространства не достаточно, то требуются до-
полнительные измерения. На основе формы (2.18) можно дать некоторые рекомендации по ус-
тановке дополнительных измерительных устройств: для того, чтобы весь вектор состояния сис-
темы (2.1), приведенной к виду (2.18), подлежал оцениванию, требуется так организовать до-
полнительные измерения ,1−

∗∗ = υxDy  чтобы пара },{ 1−
∗

υAD  была наблюдаемой.  
 
 

2.3. Каскадный синтез наблюдателей состояния на основе метода разделения движений 
 
 Рассматривая представление системы (2.1) в БФН (2.16) в качестве исходной модели объек-
та управления, проведем сначала каскадный синтез наблюдателя состояния с использованием 
методов систем с большими коэффициентами и разрывными управлениями, а затем покажем, 
что аналогичная декомпозиция может быть осуществлена и в рамках линейной теории с конеч-
ными коэффициентами. Выберем структуру наблюдателя состояний в соответствии с блочным 
представлением (2.16): 

1y  

uyy ,, 21  uyy ,...,, 11 −υ  

υy  3y  2y  Блок  
2 

∫  

Блок 
1 

∫  
uy ,1  

uyy ,...,,1 υ  Блок  
υ  

∫  

1−υy  
Блок 

1−υ  

∫  
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где nRzzz ∈= )...,,(col 1 υ  – вектор состояния наблюдателя, ,),~(col im

iii Rzzz ∈=  
nRvvv ∈= )...,,(col 1 υ  – вектор корректирующих воздействий наблюдателя, 

,),~(col im
iii Rvvv ∈=  которые выбираются так, чтобы решить задачу стабилизации системы 

уравнений относительно невязок ,zy −=ε  ,)...,,(col 1
nR∈= υεεε  ,),~(col im

iii R∈= εεε  запи-
санных с учетом (2.16), (2.19) в виде 

 

            .;1,1,,~~~
1

1

11
1 υ

υ

υυ εευεεεεε vCivCvC
j

jj

i

j
ijiji

i

j
iijiji ∑∑∑
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+

==
+ −=−=−=−+= &&&    (2.20) 

 
Отметим, что в каждом блоке системы (2.20) выполняется условие 

,,1,dimdim υε === imv iii  которое является предпосылкой решения элементарной задачи 
синтеза, поскольку размерность корректирующих воздействий совпадает с размерностью соот-
ветствующих блоков.  

 
 

2.3.1. Каскадный синтез корректирующих воздействий  
в классе систем с большими коэффициентами 

 
В предположении, что правые части системы (2.20) ограничены, сформируем корректи-

рующие воздействия по невязке измеряемых переменных  
 

,~~~
1111 εEkv =  ;1111 εEkv =  

                      iii Ekv ~~~ = ,~~~~...~~
1112211 εEkEkEk ii −−  iii Ekv = ,~~~~...~~

1112211 εEkEkEk ii −−  ;1,2 −= υi    (2.21) 

υυ kv = ,~~~~...~~
1112211 ευυ EkEkEk −−  

 
где ),0(~

1+
=

imi IE  ,~dim 1 iii mmE ×= +  ),0(
1+−=

ii mmi IE  ,)(dim 1 iiii mmmE ×−= +  ,1,1 −= υi  с 

бесконечно большими скалярными параметрами ,,~
+∞→ii kk  ;1,1 −= υi  .+∞→υk  Последова-

тельно рассматривая поведение переменных блоков замкнутой системы (2.20)–(2.21), получим 
следующие соотношения. При +∞→11 ,~ kk  в уравнениях первого блока ,~~~~

1121111 εεεε kC −+=&   

112121111 εεεε kCC −+=&  возникнут быстрые движения, и в асимптотике обеспечивается стаби-
лизация переменных  

 
   ,lim0lim 111 yz

tt
=⇔=

∞→∞→
ε        (2.22) 

 



 

 30 

а из соотношений статики 0~lim 1 =
∞→

ε&
t

 (которые характеризуют медленные движения и приводят 

к понижению динамического порядка на 1m  системы (2.20)–(2.21)) находятся эквивалентные 
управления  

 
       .~~lim,)~~(~

eq112eq11eq1 vvkv
t

===
∞→

εε       (2.23) 

 
С учетом соотношений (2.21)–(2.23) уравнения второго блока примут вид 

,,~~~~
2232322222232222 εεεεεεεε kCCkC −+=−+= &&  и при +∞→22 ,~ kk  обеспечиваются соотно-

шения 0lim 2 =
∞→

ε
t

,lim 22 yz
t

=⇔
∞→

 ⇒=
∞→

0~lim 2ε&
t

,)~~(~
3eq22eq2 εε == kv  eq22

~~lim vv
t

=
∞→

, и т.д. Соответ-

ственно, в i -м блоке, ,1,3 −= υi  в системе ,,~~~~
11,1 iiiiiiiiiiiiiiii kCCkC εεεεεεεε −+=−+= +++

&&  где 

,~~~~
eq)1( −= iiii vEkv  ,~~~lim iiit

kv ε=
∞→

 ,~
eq)1( −= iiii vEkv  ,lim iiit

kv ε=
∞→

 при +∞→ii kk ,~  обеспечиваются 

соотношения 0lim =
∞→

it
ε ,lim iit

yz =⇔
∞→

 ⇒=
∞→

0~lim it
ε& ,)~~(~

1eqeq +== iiii kv εε  eq
~~lim iit
vv =

∞→
 и, наконец, 

в последнем блоке υυυυυυ εεε kC −=&  при +∞→υk  обеспечится асимптотическая стабилизация 
переменных 0lim =

∞→
υε

t
.lim υυ yz

t
=⇔

∞→
  

 Таким образом обеспечивается последовательная асимптотическая стабилизация перемен-
ных блоков системы (2.20)–(2.21) на основе организации разнотемповых движений, которые 
возникают последовательно в каждом блоке системы при больших коэффициентах усиления, 
что приводит к последовательному понижению динамического порядка системы (2.20) на вели-
чину .im  Заметим, что данный принцип синтеза правомерно считать каскадным (последова-
тельным и независимым) в асимптотическом смысле при условии, что темпы сходимости в пре-
дыдущем блоке существенно быстрее темпов сходимости в последующем блоке, т.е. коэффици-
енты обратной связи должны удовлетворять следующей иерархии: 

 
      ,...321 υkkkk >>>>>>>>  ,+∞→υk  },,~min{ iii kkk =  .1,1 −= υi     (2.24) 
 
Настройка коэффициентов наблюдателя на основе неравенств (2.24) является, по сути, однопа-
раметрической, если коэффициенты выбирать, например, следующим образом 1)( +−= i

i kk υ
υ , и 

имеет очевидные достоинства в условиях параметрической неопределенности оператора объек-
та управления. При выполнении условия (2.24) поведение переменных системы (2.20)–(2.21) 
можно описать следующей логической цепочкой:  

 
          .1,1,00 1 −=→⇒→ + υεε iii       (2.25) 

 
Принцип формирования корректирующих воздействий (2.21) наблюдателя (2.19) представ-

лен на рис. 2.2. 
 
 
 
 
 



 

 31 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.2. Блочный синтез наблюдателя состояния с глубокими обратными связями 
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 Мы намеренно не детализировали математический аспект описанного метода синтеза, по-
скольку каскадный асимптотический синтез задачи наблюдения с формированием глубоких об-
ратных связей представляет интерес больше с теоретической точки зрения и непосредственно 
неприменим на практике. В силу ограничений вычислительной среды на практике возможна 
реализация конечных коэффициентов, что может привести к сходимости невязок в не нуль, а 
только в некоторую окрестность нуля, т.е. задача наблюдения может быть решена с некоторой 
точностью. Заметим, что такая постановка задачи вполне правомерна в условиях существенной 
неопределенности оператора объекта управления и среды его функционирования, и в дальней-
шем мы будем опираться на теоретические результаты данного раздела. Как будет показано, 
преимущества описанного метода, связанные с декомпозицией задачи синтеза и настройкой на-
блюдателя на основе неравенств типа (2.24), инвариантных к параметрическим неопределенно-
стям, сохранятся и в допредельной ситуации, при конечных коэффициентах корректирующих 
воздействий. Другая возможность практического применения каскадного синтеза наблюдателей 
связана с реализацией глубоких обратных связей посредством разрывных управлений и органи-
зации скользящих режимов. Данная проблема решается в следующем параграфе. 
 
 

2.3.2. Каскадный синтез разрывных корректирующих воздействий  
 

Сформируем теперь разрывные корректирующие воздействия наблюдателя (2.19) в виде  
 

           
,~sign;1,2,~sign,~sign~~~

;sign,sign~~~

eq)1(eq)1(eq)1(

11111111

−−− =−===

==

υυυυ

εε

vMvivEMvvEMv

EMvEMv

iiiiiiii

   (2.26) 

 
где (.)sign  – векторы соответствующей размерности (например, ...,,sign(colsign

111 εε =  

),sign
11m

ε  υMMM ii ,,~  – амплитуды разрывных управлений (скалярные, положительные пара-

метры), выбор которых и составляет задачу синтеза. Эквивалентные значения разрывных управ-
лений ,)~sign~(~0~

eqeq iiii Mv εε =⇒=&  ,1,1 −= υi  согласно методу эквивалентного управления [45], 

находятся из соотношений .0~ =iε&  Покажем, что задача стабилизации замкнутой системы (2.20), 
(2.26) сводится к независимому выбору амплитуд управляющих воздействий.  
 Уравнения первого блока системы (2.20) с учетом (2.26) примут вид 

.sign,~sign~~~
1121211111121111 εεεεεεεε MCCMC −+=−+= &&  При выполнении достаточных условий 

возникновения скользящих режимов, являющихся основанием для выбора величины амплитуды 
⇒< 0~~

11 εε &T ,~~
21111 εε +> CM  ⇒< 011 εε &T ,2121111 εε СCM +>  переменные первого блока за 

конечный временной интервал },~max{ 111 ttt =  попадут на многообразие скольжения 
}.0{ 11 == εS  Соотношения ,~~0~~

1111 yzS =⇔== ε  1111 0 yzS =⇔== ε  будут выполняться при 
,~

1tt ≥∀  ,1tt ≥∀  соответственно, что приведет к понижению динамического порядка системы на 
величину .1m  Из уравнения статики первого подблока первого блока получаем 

,)~sign~(~0~
2eq11eq11 εεε ==⇒= Mv&  из которого формируются корректирующие воздействия (2.26) 

во втором блоке. С учетом соотношений, полученных в первом блоке, уравнения второго блока 
примут вид ,~sign~~~

2232222 εεεε MC −+=&  ,sign 223232222 εεεε MCC −+=&  и при ⇒< 0~~
22 εε &T  
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,~~
32222 εε +>⇒ CM  ⇒< 022 εε &T

3232222 εε СCM +>  за конечный интервал времени 12 tt >  

изображающая точка попадет на многообразие скольжения }00{ 122 === εε ∩S  с обеспечени-
ем соотношений ,0 222 yz =⇔=ε  3eq22

~0~ εε =⇒= v&  при ,~
2tt ≥∀  ,2tt ≥∀  соответственно, 

},~max{ 222 ttt = , и т.д. Соответственно, в i -м блоке, ,1,3 −= υi  учитывая предыдущие построе-
ния ,0=jε  ,1,1 −= ij  получим замкнутую систему 

 

           
,sign,~sign~~~

,~0~

11,1

eq)1(1

iiiiiiiiiiiiiiii

iii

MCCMC

v

εεεεεεεε

εε

−+=−+=

=⇒=

+++

−−

&&

&
    (2.27) 

 
в которой при выполнении условий 

 
    ⇒< 0~~

i
T
i εε & ,~~

1++> iiiii CM εε  ⇒< 0i
T
i εε &

1++> iiiiiii СCM εε    (2.28) 

 
за конечный интервал времени 1−> ii tt  произойдет попадание на многообразие скольжения 

}0{ 1−== iii SS ∩ε  с обеспечением соотношений ,0 iii yz =⇔=ε  .~0~
1eq +=⇒= iii v εε&  И, нако-

нец, в последнем блоке υυυυυυ εεε signMC −=&  при ⇒< 0υυ εε &T
υυυυ εCM >  за конечное время 

},~max{ 11 −−> υυυ ttt  после попадания на многообразие }0{ 1−== υυυ ε SS ∩  обеспечивается ста-
билизация переменных .0 υυυε yz =⇔=   
 Замечание 2.1. В частном случае, когда система (2.20) разбита только на два блока (в част-
ности, когда 2=υ ), во втором блоке корректирующие воздействия могут быть выбраны непре-
рывными, а именно, ,~

122 vFv =  .dim 222 mmF ×=  В скользящем режиме поведение такой систе-
мы описывается уравнениями ,01 =ε  .)( 22222 εε FC −=&  Поскольку пара },{ 222 CF  – управляе-
мая, выбором коэффициентов матрицы 2F  обеспечиваются желаемые темпы асимптотической 
сходимости переменных второго блока 222 lim0lim yz

tt
=⇔=

∞→∞→
ε . 

В общем случае ( 2>υ ) потребуется непосредственно получить значение эквивалентного 
управления (в отличие от систем с большими коэффициентами, где эквивалентные значения 
управлений eq

~
iv  в асимптотике совпадают с iv~  (2.23)). В системах с разрывными управлениями 

понятие “эквивалентное управление” имеет вполне конкретный физический смысл [45]: эта 
функция равна среднему значению разрывного управления ,~

cpiv  и для ее получения можно вос-
пользоваться линейным фильтром первого порядка с малой постоянной времени:   

 
      ,~

iiii v+−= ττµ &  ,1+∈ im
i Rτ  .1,1 −= υi       (2.29) 

 
С учетом (2.29) уравнения замкнутой системы (2.20), (2.26)–(2.28) примут вид 
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Структурная схема описанного алгоритма представлена на рис. 2.3. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2.3. Структурная схема формирования разрывных корректирующих воздействий  
блочного наблюдателя состояния  
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1
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2
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∫  

uzzz ,,, 321  
Блок 2 

32
2

mmRz −∈  
3

2
~ mRz ∈  

∫  

Блок υ  
υ

υ
mRz ∈  

∫  

nRz ∈  1−G  
(2.17) 
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Обоснуем правомерность описанных выше теоретических построений. В построениях 
(2.26)–(2.31) для системы (2.20) полагалось, что на многообразиях iS , υ,1=i  возникает иде-
альный скользящий режим, т.е. компоненты вектора разрывных корректирующих воздействий 
v  переключаются с бесконечно большой частотой, и векторы фазовых скоростей направлены 
точно вдоль соответствующих поверхностей разрыва. Существующие в любой реальной системе 
неидеальности (запаздывание, гистерезис, инерционность) переключающего устройства приво-
дят к тому, что движение происходит уже не по пересечению всех поверхностей разрыва 

}0{ 1−== iii SS ∩ε , а в некоторой его окрестности (пограничном слое)  
 

     ,ii ∆ε ≤  0const >=i∆ , ( ) ,
2/1

εεε T
ii =  ,,1 υ=i      (2.32) 

 
где i∆  – некоторые малые положительные числа, зависящие от типа неидеальностей. Такое 
движение, в отличие от идеального скольжения, называют реальным скользящим режимом. 
Ориентирование на реальный скользящий режим приводит к необходимости ввести в построе-
ния (2.20), (2.26)–(2.31) новые корректирующие воздействия ,)...,,(col 1

nRvvv ∈=∗ ∗∗
υ  

,),~(col im
iii Rvvv ∈= ∗∗∗  в которых учтены всевозможные неидеальности, и которые позволят 

осуществить регуляризацию задачи синтеза.  
Для системы с пограничным слоем (2.32) эквивалентные значения ∗

eq
~

iv  будут отличаться от 

,~
eqiv  .1,1 −= υi  Так, в первом блоке системы (2.20) в некоторой окрестности многообразия 1S  

за конечное время 1t  выполнятся соотношения }{ 111 ∆ε ≤=∗S ,111 ∆≤−⇒ zy  и для системы с 
пограничным слоем величина 1ε&  уже не равна нулю. Поэтому эквивалентные значения новых 
корректирующих воздействий в первом подблоке первого блока ∗−+= 121111

~~~ vC εεε&  имеют вид 
 

1eq1eq1
~~~ ε&−=∗ vv .       (2.33) 

 
Величина 1ε&  зависит от типа неидеальностей, при этом следует иметь в виду, что стремление 1∆  
к нулю, вообще говоря, не означает стремление к нулю величины 1

~ε& . Для получения значений 
(2.33) воспользуемся фильтрами (2.29). Тогда ∗+−= 1111

~vττµ &  или  
 

         .,~~ 2
11eq1111

mRv ∈−+−= τεττµ &&       (2.34) 
 

Теорема 2.2 [45]. Если в дифференциальном уравнении  
 

,)()( εττµ && tHth ++−=  
 
где const,0 =>µ  ,,, mRh ∈ετ  функции )(th  и )(tH  и их производные первого порядка ограни-
чены по норме некоторым числом ,M  ,)( ∆ε ≤t  const,0 =>∆  то для любой пары положи-

тельных чисел ∗t  и δ  найдется такое число )),0(,,,( τδγ Mt ∗  что δτ ≤− )(th  для ,0 γµ ≤<  

,/ γµ∆ ≤  .tt ≤∗  



 

 36 

 В выражении (2.34) условия теоремы 2.2 выполняются, и, следовательно, выполняется усло-
вие 

 
            ),(~)(lim eq11

0/
0
11

1

tvt =
→

→
τ

µ∆
µ

       (2.35) 

 
где для конечного интервала времени ];0[ T  величина 1τ  стремится к )(~

eq1 tv  в следующем смыс-
ле: для любой пары положительных чисел Tt <1  и 1δ  существует такое ,01 >γ  что при 

110 γµ ≤<  и 111 / γµ∆ ≤  имеет место неравенство 1eq11
~ δτ ≤− v  при .1 Ttt ≤≤   

 Действительно, окрестность поверхности разрыва шириной 1∆ , в которой возможны произ-
вольные, хаотичные колебания, следует уменьшить, чтобы приблизить реальный скользящий 
режим к идеальному. При уменьшении 1∆  должна возрастать частота переключений управле-
ния, так как в противном случае амплитуда колебаний изображающей точки заведомо станет 
больше .1∆  Для фильтрации высокочастотной составляющей, определяемой переключениями в 
скользящем режиме, величина, обратная частоте переключений, должна быть намного меньше 
постоянной времени .1µ  Данная величина пропорциональна ,1∆  отсюда и следует, что отноше-
ние 11 / µ∆  должно стремиться к нулю. Наконец, постоянную времени 1µ  следует также стре-
мить к нулю, так как линейный фильтр не должен искажать медленные составляющие коррек-
тирующих воздействий, которые и равны .~

eq1v   

 Заметим, что на практике постоянные времени ,0>iµ  1,1 −= υi  фильтров (2.29) являются 
малыми, но конечными величинами, поэтому в выражении (2.35) формально присутствуют так-
же и собственные асимптотически затухающие движения фильтрующих устройств 

.)0( /
св

it
ii e µττ −=  Таким образом, из выражений (2.29)–(2.35) следует, что за конечное время 

1−> ii tt  достигается некоторая окрестность i∆  соответствующего многообразия ,iS  причем 
.0lim

0
=

→
i

i

ε
∆

  

Пренебрегая собственной динамикой фильтров и неидеальностями переключающих уст-
ройств, в дальнейшем будем полагать, что задача оценивания в наблюдателях состояния с раз-
рывными управляющими воздействиями (или обеспечение соотношений (2.27), (2.31)) решается 
за теоретически конечное время и осуществляется идеальный скользящий режим (как предель-
ный случай реального скользящего режима с конечной частотой переключения при стремлении 
к нулю всех неидеальностей). Правомерность сделанного предположения связана с тем, что в 
задаче наблюдения реализации скользящих режимов и получение эквивалентных управлений 
(2.29)–(2.31) происходит в вычислительной среде, требуемое быстродействие которой обеспе-
чивается в современных микропроцессорах. В этом, кстати, заключается существенное преиму-
щество использования разрывных управлений в задаче наблюдения по сравнению с задачами 
управления, где негативное воздействие различных неидеальностей зачастую не может быть 
устранено.  

Отметим следующие преимущества каскадного синтеза наблюдателей с разрывной коррек-
цией: 

– декомпозиция задачи синтеза, которая сводится к независимому выбору параметров (ам-
плитуд разрывных управлений) в каждом блоке на основе неравенств (2.28); 

– стабилизация системы (2.20) за теоретически конечное время ;υt  
– инвариантность к изменению параметров. 
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Прокомментируем последнее утверждение. Поскольку вторые подблоки и последний блок 
системы (2.20) не участвуют в каскадных построениях (2.26)–(2.27) и обратном преобразовании 
(2.17), то в них допустимы вариации параметров. Предположим, что правые части данных под-
блоков в системе (2.16) не известны. Тогда соответствующие подблоки наблюдателя состояния 
(2.19) следует сформировать в виде 

 
      .;1,1, υυυ vzivz ii =−== &&       (2.36) 
 
С учетом (2.16), (2.36) получим уравнения относительно невязок  
 

;1,1,
1

1
−=−= ∑

+

=

υε ivyC
i

j
ijiji

&  ,
1

υ

υ

υυε vyC
j

jj∑
=

−=&  

 
где выбор амплитуд разрывных корректирующих воздействий определяется из условий 
 

    ⇒< 0i
T
i εε & ;1,1,

1

1
−=> ∑

+

=

υiyCM
i

j
jiji  ∑

=
>

υ

υυ
1j

jj yCM .    (2.37) 

 
 Заметим, что если блоки наблюдателя (2.36) дополнить фильтрующими устройствами  

 
,iiii v+−= ττµ  ,1+−∈ ii mm

i Rτ  ,1,1 −= υi  
 
то за теоретически конечное время обеспечатся соотношения 

 

          =⇒= eq0 ii vε& ∑
+

=

1

1
,

i

j
jij yC  ,lim eq0 ii v

i

=
→

τ
µ

 .1,1 −= υi      (2.38) 

 
Полученные оценки линейных комбинаций (2.38) могут оказаться полезными для формирова-
ния обратной связи в качестве дополнительной информации.  
 Замечание 2.2. Тот факт, что мы располагаем текущей оценкой эквивалентного управления 
(2.31) и, возможно, (2.38) позволяет реализовать автоматическую подстройку амплитуд разры-
вов с целью уменьшить амплитуды разрывной коррекции (2.28), (2.37) после возникновения 
скользящих режимов в соответствующих блоках, что позволит уменьшить автоколебания в ус-
тановившемся режиме и, как следствие, улучшить качество оценивания.  
 С учетом (2.28), (2.31) и (2.37)–(2.38) алгоритм настройки амплитуд в скользящем режиме 
имеет вид 
 
     iiiM ατ +=~  при ,itt >  ,1,1 −= υi       (2.39) 

 
где iα  – произвольные, положительные, сколь угодно малые константы.  
 Структурная схема настройки амплитуды для первого подблока i -го блока наблюдателя 
показана на рис. 2.4. 
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Рис. 2.4. Структурная схема формирования автополки разрывных корректирующих воздействий 
 

 
2.4. Блочный синтез асимптотических наблюдателей состояния  

с конечными коэффициентами 
 
 Тот факт, что система дифференциальных уравнений, записанная относительно невязок 
(2.20) однородна, позволяет предположить, что декомпозиция задачи синтеза, осуществляемая в 
асимптотике (см. параграф 2.3.1), может быть сохранена и при конечных коэффициентах в кор-
ректирующих воздействиях наблюдателя. Сформулируем этот результат в виде следующей тео-
ремы.  

Теорема 2.3 [41]. Наблюдаемая система вида (2.1) с показателем наблюдаемости υ  и ин-

дексами наблюдаемости ∑
=

=
υ

1i
i nm  с помощью неособой замены переменных может быть при-

ведена к верхней треугольной форме наблюдаемости с наперед заданными матрицами 
,ii mm

ii RF ×∈  υ,2=i  на главной диагонали вида: 
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 Другими словами, можно преобразовать исходную наблюдаемую систему к устойчивой (в 
невязках) системе с заданными собственными числами. Форма (2.40) является предпосылкой 
декомпозиции задачи синтеза соответствующего наблюдателя состояния за счет независимо 
выбираемых матриц на главной диагонали. 
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 Процедура получения верхней треугольной формы наблюдаемости (2.40). 
 
 Данная конструктивная пошаговая процедура приведения к верхней треугольной форме на-
блюдаемости (2.40) описывается применительно к исходной системе (2.1), наблюдаемость кото-
рой предварительно установлена, т.е. БФН (2.16) уже получена и именно она взята за основу 
приводимых ниже преобразований. В дальнейших построениях будет использована форма 
(2.16) без разделения на подблоки, т.е. в виде 

 

      ,
1

1
∑

+

=

+=
i

j
ijiji uByCy&  ,,1 υ=i       (2.41) 

 
где im

i Ry ∈  и .01, ≡+υυC  Можно найти аналогию нижеследующих преобразований с преобра-
зованиями Люенбергера к наблюдателю состояния пониженной размерности (см. раздел 1.2), 
которые в данном случае распространены на всю систему и приводят к ее полной декомпози-
ции.  
 Шаг 1. Преобразования начинаются с последнего υ -го блока системы (2.41), который с по-

мощью неособой замены переменных ,
1

1
υυ

υ

υ yyLy jj
j

+= ∑
−

=

∗  υ
υ

mRy ∈∗  представим в виде 
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где 
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1
11 υυυυ

υ

υυ LAALAA jj
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С учетом того, что ,dimrank ,1 iii yA =−  последовательно выбираем матрицы 1,2,1, ,,, υυυυ LLL …−  
следующим образом: 
 

;)( ,11,
+
−− −−= υυυυυυυυ AFAL  ;1,2,)( ,1

1

1, −=−+−= +
−

∗
−

=
− ∑ υυυυυ

υ

υυ jALAALAL iiijij
ij

ii  

 
что приведет блок (2.42) к виду 

 
  ,11 uByFyAy ∗∗∗∗ ++= υυυυυυ&        (2.43) 

 
где вводимые здесь и далее матрицы υ,2, =iFii  подлежат определению, матрицы +

(.)A  – псев-
дообратные. 
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 Шаг 2. Аналогичная замена переменных применительно к )1( −υ -му блоку системы (2.41), а 

именно, ,1,1
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1
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где  
 

;1,22,11,,11,11,1 −−−−−−−−
∗

−− +−= υυυυυυυυυυυυ ALLAAA  

iiiiijij
ij

ii ALLALAALAA ,11,1,11,1,1

2

,1,1 −−−−
∗

−−−

−

=
−

∗
− +−−+= ∑ υυυυυυυυ

υ

υυ , 2,1 −= υi . 

 
Последовательно выбирая матрицы преобразования iL ,1−υ  следующим образом: 
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приведем блок (2.44) к виду 
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и т.д. 

Шаг i . Продолжая намеченную процедуру, на i -м шаге, ,2,3−= υi  введем замену пере-

менных в системе (2.41), а именно, ,∗→ ii yy  ijij
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j
i yyLy += ∑

−

=

1

1

* , ,im
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где матрицы ijAij ,2,* =  могут быть представлены в виде суммы .,11,

**
jjjiijij ALAA −−+=  После-

довательный выбор матриц ijL  по соотношениям  
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−− −−= iiiiiiii AFAL  ,,1
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приводит блок (2.46) к виду 

 
       .11,11 uByAyFyAy iiiiiiiii
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 Таким образом, после )1( −υ -го шага, в соответствии с преобразованиями (2.42)–(2.48), 
система (2.41) приводится к виду (2.40) относительно новых переменных 

).,,(col 1
∗∗ = υyyy …  

 Основываясь на преобразованной модели объекта управления в виде (2.40), построим 
наблюдатель состояний размерности )( 1mn − -го порядка 

 
    ;1,2,11,11 −=+++= ∗

+
∗

+
∗ υiuBzAzFyAz iiiiiiiii&  ,11 uBzFyAz ∗∗ ++= υυυυυυ&        (2.49) 

 
где .dimdimdim iiii myyz === ∗  В этом случае собственные числа матрицы, определяющей 

динамику системы, записанной относительно невязок ,iii zy −= ∗ε&  ,im
i R=ε  υ,2=i  в виде 

 
      ;1,2,11, +=+= +

∗
+ υεεε iAF iiiiiii&  ,υυυυ εε F=&          (2.50) 

 

удовлетворяют соотношению ,0)det(
2

=−∏
=

×

υ
λ

i
iiii IF  и устойчивость системы (2.50) может 

быть обеспечена соответствующим выбором коэффициентов матриц .,2, υ=iFii   
Таким образом, задача наблюдения сводится к задаче стабилизации системы (2.50), син-

тез которой декомпозируется на независимые подзадачи. Существенно, что в каждой из под-
задач можно произвольным образом задать не только собственные числа, но и сами матрицы 
собственных движений. 
 
 

2.5. Задача слежения при неполных измерениях 
 

В данном разделе изучаются структурные свойства многомерных линейных систем 
управления в задаче слежения за определенными значениями выходных переменных. Пред-
полагается, что только выходные координаты доступны для измерения. Показана возмож-
ность применения каскадного метода к синтезу данной задачи при ослабленных условиях, 
налагаемых на класс функций задающих сигналов. В параграфе 2.5.1 описывается проблема 
и формулируются цели исследования. В параграфе 2.5.2 разработана совместная блочная 
форма наблюдаемости и управляемости по выходным переменным для линейных моделей 
объектов управления. В терминах блочной формы сформулированы необходимые и доста-
точные условия решения задачи слежения. На основе данной формы задачи наблюдения и 
слежения решаются в одних и тех же координатах.  

 
 

2.5.1. Описание проблемы. Постановка задачи 
 

При синтезе обратной связи в многомерных системах неизбежно возникает проблема 
«большой размерности», одним из способов разрешения которой является привлечение 
блочного принципа, основанного на приведении модели объекта управления к блочной фор-
ме управляемости (расщепление на блоки, размерности которых соответствует индексам 
управляемости) [13]. Тогда последовательное использование части переменных вектора со-
стояния в качестве фиктивных управлений позволяет декомпозировать процедуру синтеза на 
независимые элементарные подзадачи меньшей размерности. Соответствующие блочно – 
управляемые формы и последующий каскадный синтез обратной связи были разработаны 
для решения таких фундаментальных задач теории автоматического управления, как задачи 
стабилизации, инвариантности, автономного управления, динамической компенсации для 
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линейных и нелинейных моделей объектов управления [13, 29, 43].  
В данном разделе в терминах блочных форм предложено каскадное решение задачи сле-

жения по выходу. Решение данной задачи опирается на результаты, полученные при решении 
перечисленных выше задач, и в то же время имеет свою специфику, связанную с постановкой 
данной задачи. Рассмотрим линейную систему  

 
        ,, 1 DxyBuAxx =+=&           (2.51) 
 
где nRXx ⊂∈  – вектор состояния, 1

11
mRYy ⊂∈  – вектор выходных переменных, 

rRUu ⊂∈  – вектор управляющих воздействий, DBA ,,  – известные матрицы с постоянны-
ми коэффициентами соответствующих размерностей. Предполагается, что пара матриц 

},{ BA  – управляема. Сначала предположим, что все координаты вектора состояния извест-
ны. Задача слежения по выходу )(1 ty  за заданными значениями )(1 tyd  сводится к задаче 
стабилизации невязок относительно выходных переменных  

 
       .0)(111 →−= tyyy d∆           (2.52) 

 
Стандартным способом решения поставленной задачи является сведение ее к задаче ста-

билизации системы (2.51), записанной относительно невязок вектора состояний 
)(txxx d−=∆  

 
,),(),( 1 ddd xAxxxDytBuxAx && +=+=++= η∆η∆∆         (2.53) 

 
где заданные значения компонент вектора состояний ищут из соотношения  

 
       ).()( 1 tytDx dd =            (2.54) 

 
Отметим основные проблемы, возникающие при использовании данного подхода. 
1. Задача стабилизации относительно всех компонент вектора состояний системы (2.53), 

в которой переменные )(tη  рассматриваются в качестве внешних возмущений, с необходи-
мостью и достаточностью имеет решение лишь в случае, когда возмущающие воздействия 
приложены только к входам объекта управления [56]. В частности, задача стабилизации сис-
темы (2.53) всегда имеет решение, если размерность вектора управления равна (или больше) 
размерности системы и .rank nB =  В случае, когда ,rankdim 1 nDy ==  уравнение (2.54) имеет 
единственное решение. В противном случае (при ),rankdim 1 nDy <=  уравнение (2.54) имеет 
более одного решения, и появляется многовариантная возможность выбора заданных значе-
ний только для части компонент (или их линейной комбинации) вектора состояний. Напри-
мер, если компоненты вектора состояний системы (2.51) разбиты на две группы так, что в 
выражении 22111 xDxDy +=  выполнено условие ,dimrank 111 myD ==  выбор заданных зна-
чений для компонент вектора )( 221

1
11 xDyDx −= −  обеспечивает равенство (2.54), а компо-

ненты вектора состояний 2x  остаются свободными. Соответственно, размерность возму-
щающих воздействий в системе (2.53) сокращается, и решение задачи стабилизации ослабля-
ется. Таким образом, для сведения задачи слежения относительно выходных переменных 
(2.52) к задаче стабилизации (2.53) следует найти некоторый компромисс между выбором 
базисного минора матрицы D  (и вычисления заданных значений соответствующих компо-
нент вектора состояния) и возможностью решения задачи стабилизации системы (2.53) отно-
сительно этих компонент. В целом ставится задача перевода задачи слежения по выходным 
переменным к задаче слежения относительно всего вектора состояний (или определения за-
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даний на компоненты вектора состояний по заданным значениям выходных переменных), 
которая, в общем случае, не имеет решения. 

2. Задание значений выходных переменных может быть не корректным в том смысле, 
что они не могут быть реализованы в замкнутой системе. Например, в системе второго по-
рядка вида uxxaxx =+= 2211 , &&  в силу физического соотношения между переменными типа 
положение–производная не представляется возможным реализовать произвольно заданные 
функции этих переменных. Записав эту систему относительно невязок ++= 211 xxax ∆∆∆&  

),( 121 ddd xxax &−++  22 dxux && −=∆  и рассматривая уравнения статики ,021 == xx && ∆∆  получим 
единственно возможный вариант реализации заданных значений переменных 

,01211 =−+ ddd xxxa &  где одна из переменных отрабатывает заданное значение, а другая 
удовлетворяет приведенному уравнению. С другой стороны, может возникнуть чисто техни-
ческая проблема реализуемости следящей системы, связанная с ее внутренней устойчиво-
стью. Например, если в системе второго порядка, указанной выше, поставить задачу слеже-
ния относительно только второй компоненты ,0)()()( 222 →−= txtxtx d∆  то решение задачи 
слежения 02 =x∆  будет корректным, если собственные движения первой подсистемы (нуль 
замкнутой системы) устойчивы, т.е. .0<a   

Подводя итоги обсуждения особенностей задачи слежения, выделим необходимость рас-
смотрения двух следующих задач: 1) проверка постановки задачи слежения на корректность 
формирования заданий; 2) проверка работоспособности замкнутой системы на внутреннюю 
устойчивость (нули передачи). 

В данном разделе поставленная задача слежения по выходу для системы (2.51) решается 
в рамках блочного подхода, который основан на представлении исходной системы в блочной 
форме управляемости [13] следующего вида: 

 
);(1 tfQxBxAx lllllll +++= − η∆∆&  

    )(... 1 tfQxBxAxAx iiiiiilili ++++= −& , ;1,1−= li         (2.55) 
),(... 0000000 tfQuBxAxAx ll ++++=&  

 

где ∑
=

====
l

i
iiii nrlirBx

0
,,,0,rankdim  iiij QBA ,,  – матрицы соответствующих размер-

ностей, l  – показатель управляемости [40], вектор f  – произвольные ограниченные по мо-
дулю внешние возмущения, вектор lr

dldlll RxxA ∈−= )( &η  появляется в связи с записью верх-
него уравнения (2.55) относительно невязок dlll xxx −=∆  при решении задачи слежения за 

переменными .lr
l Rx ∈  В рамках синтеза систем с разделяемыми движениями относительно 

системы (2.55) доказана  
Теорема 2.4 [43]. В системе (2.55) выполняются условия инвариантности относительно 

вектора выходных переменных .ll xDy =  
При этом в предположении, что возмущающие воздействия не доступны для измерения 

и являются ограниченными по модулю функциями времени, решена задача стабилизации 
вектора выходных переменных ll xDy =  с заданной точностью. В частности, в предположе-
нии об ограниченности по модулю компонент вектора η , его также можно отнести к недос-
тупным для измерения внешним возмущениям и не использовать в цепи обратной связи про-
изводные задающего воздействия. Для случая, когда возмущающие воздействия доступны 
для измерения и в предположении о существовании их производных до )1( −l  порядка вклю-
чительно, решена задача асимптотической сходимости к нулю выходных переменных. Раз-
работанная в [43] пошаговая процедура стабилизации системы (2.55) позволяет последова-
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тельно выбирать переменные ,..,., 01 xxl−  рассматриваемые как фиктивные управления и 

собственно управления .u  В силу выполнения условий lirBx iii ,0,rankdim ===  задача 
стабилизации в каждом блоке является элементарной. 

К сожалению, блочная форма управляемости (2.55) не позволяет решить задачу слеже-
ния за произвольными выходными переменными, поскольку в общем случае вектор выход-
ных переменных в терминах системы (2.52) имеет вид 00... xDxDy ll ++=  и не совпадает с 
вектором lx . Тогда в терминах блочной формы (2.55) часть выходных переменных тракту-
ются как фиктивные управления, что в общем случае противоречит постановке задачи сле-
жения (2.52), согласно которой выходные переменные должны отрабатывать произвольные 
задающие воздействия. 

Другая особенность задачи слежения проявляется в случае, если не все компоненты век-
тора состояния известны. Тогда требуется предварительно решить задачу наблюдения, что в 
многомерном случае требует преобразования модели объекта управления к блочной форме 
наблюдаемости (расщепление на блоки, размерность которых соответствует индексам на-
блюдаемости, см. раздел 2.2), что является предпосылкой каскадного синтеза задачи наблю-
дения. Блочная форма наблюдаемости системы (2.51) в предположении, что измеряются 
именно выходные переменные Dxy =1  и пара },{ AD  – наблюдаема, имеет вид  

 

     ;1,1,
1

11,∑
=

++ −=++=
i

j
iiiijiji iuByAyAy υ&  ,

1
∑

=

+=
υ

υυ
j

jij uByAy&        (2.56) 

где ,,rankdim
1

1, ∑
=

+ ===
υ

i
iiiii nmmAy  υ  – показатель наблюдаемости. В частном случае 

блочные формы управляемости (2.55) и наблюдаемости (2.56) могут совпасть (т.е. ,l=υ  

ii xy =  и в системе (2.56) ,1,1,0rank −== υiBi  ),rankdim rBy == υυ  и тогда обе задачи 
решаются в одних терминах. Такая ситуация, например, складывается в системе управления 
положением манипуляционного робота при измерении положений звеньев (см. главу 7).  

В общем случае такое совпадение не имеет места, т.е. блоки форм управляемости и на-
блюдаемости отличаются по составу, размерности и количеству. Тогда при синтезе обратной 
связи нельзя непосредственно воспользоваться результатами задачи наблюдения на основе 
формы (2.56), поскольку потребуется выполнить обратное преобразование, т.е. перейти к ис-
ходным переменным (2.51) и далее формировать их уже в блочную форму управляемости 
(2.55). Возникает естественное желание исключить процедуру обратных преобразований (на-
пример, в случае нелинейных систем можно столкнуться с отсутствием аналитического реше-
ния, либо придется прибегнуть к достаточно громоздким вычислениями) и решать обе задачи 
(наблюдения и управления) в одних и тех же терминах. В связи с декомпозиционной сущно-
стью предлагаемых в работе алгоритмов (что предполагает расщепление исходной системы на 
элементарные блоки), ставится задача получения совместной блочной формы управляемости и 
наблюдаемости исходной системы, на основе которой можно решить задачи наблюдения и 
слежения за выходными переменными в одних и тех же координатах. Предполагается, что век-
торы выходных (управляемых) и измеряемых переменных совпадают. 

 
 

2.5.2. Совместная блочная форма наблюдаемости и управляемости  
по выходным переменным 

 
В данном параграфе разработана пошаговая процедура приведения системы (2.51) к 

блочно-канонической форме управляемости относительно выходных переменных (БКФУВ), 
которая при совпадении в системе (2.51) векторов измеряемых и выходных переменных 

)( 1 Dxy =  будет одновременно и блочно-управляемой и блочно-наблюдаемой. Предполагает-
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ся, что пара матриц },{ BA  – управляема, },{ AD  – наблюдаема.  
 
Процедура анализа. 
 

  Шаг 1. Без ограничения общности предположим, что в системе (2.51) ,0rank 1 ≠= mD  
.1 nm <   

 а) Перегруппируем компоненты вектора состояния ),,(col 1xxx ′=  выполним неособую 
замену переменных ),(col 1xyx → , где ,dimdim 11 myx ==′  ,dim 11 mnx −=  и запишем сис-
тему (2.51) относительно новых координат: 

 
   ., 1110111111101111 uBxAyAxuBxAyAy xxx ++=++= &&         (2.57) 
  
 б) Предположим, что в первом уравнении системы (2.57) 11rank rB =  и =},rank{ 101 AB  

.121 mmr ≤+=  Тогда первое уравнение системы (2.57) после последовательного приведения 
сначала к блочной форме управляемости относительно истинных управлений ,u  а затем от-
носительно фиктивных управлений 1x  примет вид 

 
          ,ˆˆˆˆ,~~, 1110111112012121111 uBxAyAyxAyAyyAy ++=+== ∗ &&&         (2.58) 
 
где ,)ˆ,,(col 1

1211
mRyyyy ∈= ∗  ,~rankdim 2202 mAy ==∗  ,ˆrankˆdim 111 rBy ==  −−= 111dim rmy  

.12 mm =− Заметим, что в частном случае в системе (2.58) может отсутствовать по признаку 
равенства нулю размерности их вектора состояния первое уравнение (при ),121 mmr =+  или 
второе уравнение (при ),02 =m  или третье уравнение (при ).01 =r  Ситуация 021 =+ mr  не-
возможна, поскольку противоречит условию наблюдаемости исходной системы.  

в) Если ,01 ≠r  то введем невырожденное преобразование вектора управляющих воздей-
ствий следующего вида: 
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где ),,ˆ(col 11 uuu =  ,,,ˆ 11

111
rrr RuRu −∈∈ω  ),ˆˆ(ˆ ''

1
'
11 BBB =  ),(ˆdim 11

'
1 rrB ×=  ,0ˆdet '

1 ≠B  )( 1rrI −  
– здесь и далее обозначение единичных матриц. Тогда третье уравнение (2.58) принимает 
вид .ˆˆˆ 11101111 ω++= xAyAy&  В предположении, что ,dim 12 xm <  переходим ко второму шагу 
преобразований. 

Шаг 2. На втором шаге аналогичные преобразования применяются  ко второму уравне-
нию системы (2.57), которое с учетом замены (2.59) принимает вид 

 
,111111101111 uBPxAyAx xxxx +++= ω&  .~~

1201212 xAyAy +=∗&        (2.60) 
 
Второе уравнение системы (2.60) рассматривается в качестве фиктивного выхода. 
 а) Перегруппируем компоненты вектора состояния ),,(col 2

'
11

∗= xxx  выполним неособую 
замену переменных ),,(col 221

∗∗= xyx &  где ,dimdim 22
'
1 myx == ∗&  ,dim 212 mmnx −−=∗  и запи-

шем систему (2.60) относительно новых координат 
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.

,~~~~~

12112220221212

1212220221212

uBPxAyAyAx

uBPxAyAyAy

xxxxx
∗∗∗∗∗∗∗∗

∗∗∗∗∗∗∗∗

++++=

++++=

ω

ω

&&

&&&
        (2.61) 

 
Начиная со второго шага потребуется вводить дополнительные замены переменных с 

целью исключить из правых частей уравнений (2.61) вторые и четвертые слагаемые. Замена 
переменных *

2
*
212

*
22

~ˆ~ yAyPyy −−= ∗&& , *
2

*
212

*
22 ˆ yAyPxx xx −−= ∗  приводит к виду  

 
           ., 121201212122201212 uBxAyAxuBxAyAy xxx ++=++= &&&         (2.62) 

 
б, в) Аналогично преобразованиям первого шага, представим систему (2.62) в виде  
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        (2.63) 

 
где ),,(col 221 uu ω=  ,dimˆdim 222 ry == ω  ,~rankdim 3

*
303 mAy ==∗  ,232

2
rmmRy −−∈  

,21
2

mmnRx −−∈  .21
2

rrrRu −−∈  
 В случае отсутствия второго уравнения в (2.63) ( 03 =m ) процедура заканчивается. В 
противном случае ( 03 ≠m ) переходим к третьему шагу, на котором описанные преобразова-

ния применяются к системе ,222222201212 uBPxAyAx xxxx +++= ω&  2
*
301

*
31

*
3

~~ xAyAy +=&&  и т.д. 
 Приведенная процедура заканчивается по признаку 0=im  за конечное число шагов, по-
скольку на каждом i -м шаге конечная размерность вектора 1−ix  понижается.  
 Пусть процедура заканчивается на υ -м шаге. Выпишем окончательный вид системы в 
блочно-канонической форме управляемости относительно выходных переменных 

mRyyyyy ∈= )ˆ...,,ˆ,...,,(col 111 υυ  в обозначениях :,1,ˆˆ, 11 υ=== iyyyy iiii  
 

;...,,...,,,, 112112122222111111 yAyyyyAyyyyAy υυυυυ ===== &&&&&         (2.64) 

         
;ˆˆˆ...,,ˆˆ

...,,ˆˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ

1
21

222
1

222221111
1

11

υυυυ

υ

υυυυ

υ

υ

υ

υ

ω

ωω

++==

++==++=

∑

∑∑

=

==

xAyAyyy

xAyAyyyxAyAy

jj
j

jj
j

jj
j

&&

&&&

       (2.65) 

    .
1
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υ

υ uBxAyAx xxjjx
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=

&           (2.66) 

 
Суммарная размерность системы (2.64)–(2.66), структурная схема которой изображена 

на рис. 2.5, равна размерности исходной системы и .dimˆdimdim 111 yyy =+  Система (2.64) в 
предположении об управляемости исходной системы будет управляемой по входам 1ŷ .  
 
 
 
 

 
 
 

Рис.2.5. Структурная схема БКФУВ  
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Применительно к системе (2.64)–(2.66) вопрос о решении задачи слежения по выходу 
решается с необходимостью и достаточностью на основе следующих соображений. 

1) Учитывая, что в дальнейшем рассматривается задача стабилизации систем (2.64) и 
(2.65), необходимым условием задачи слежения по выходу является стабилизируемость сис-
темы (2.66) или выполнение условия: пара },{ υυ xx BA  – управляема. В частном случае, когда 

,0dim =υu  необходимым условием решения задачи является требование, чтобы собственные 
движения системы (2.66) были устойчивы. 
 2) В случае, когда система (2.64) отсутствует ( 0)...,,dim(dim 1111 == Tyyy υ ), подвектор 
состояний системы (2.65) )ˆ...,,ˆ(colˆ 1111 υyyy =  с точностью до неособой замены переменных 
совпадает с вектором выходных переменных ,ˆ11 yCy =  где матрица C  )0(det ≠C  определя-
ется согласно изложенной выше процедуре. Каждая из подсистем (2.65) имеет структуру 
блочно-канонической формы управляемости (2.55) и, следовательно, задача слежения имеет 
решение для произвольных задающих воздействий .1dy  Отметим, что условия автономного 
управления [40] в данном случае не выполняются. Приведенные выше соображения позво-
ляют сформулировать следующий результат. 

Теорема 2.5. Задача слежения по выходным переменным (2.51)–(2.52) имеет решение 
тогда и только тогда, когда в ее представлении (2.64)–(2.65) 0)...,,dim(dim 1111 == Tyyy υ  
и пара матриц },{ υυ xx BA  – стабилизируема. 

Доказательство необходимости непосредственно следует из того факта, что если хотя бы 
одно i -е уравнение в системе (2.64) присутствует, часть компонент вектора входных пере-
менных 1ŷ  отрабатывают заданные значения ).(tydi  Действительно, рассмотрим без ограни-
чения общности решение задачи слежения 0)(111 →−= tyyy d∆  в последней подсистеме 

(2.64) ,)ˆ,(...,, 111121
T

d yyAyyyy υυυυυυ∆ =+= &&&  где переменные 1ŷ  рассматриваются в каче-
стве фиктивных переменных. Тогда, как показано в конструктивной процедуре доказательст-
ва достаточности этой теоремы, переменные 1ŷ  становятся функциями по невязкам ,1y∆  что 
в свою очередь не позволяет решить задачу слежения за произвольными заданиями по этим 
переменным. Достаточность следует из приводимой ниже конструктивной процедуры синте-
за обратной связи. 

 
Синтез наблюдателя. 
 
Предварительно рассмотрим решение задачи наблюдения в системе (2.65)–(2.66), в кото-

рой вектор 1y  доступен для измерения. Согласно процедуре система (2.65) состоит из блоч-
но-канонических цепочек наблюдаемости относительно верхних координат υ,1,ˆ 1 =iyi . По-
строение наблюдателей состояния для каждой цепочки 

 

ikkiik vzz += +1,ˆ&̂ , ;1,1,1,1 −=−= iki υ  ,ˆˆˆ
1

iiijij
j

ii vzAz ++= ∑
=

ω
υ

&  ,,1 υ=i        (2.67) 

 
с учетом (2.65)–(2.67) приведет к системе уравнений относительно невязок ,ˆˆˆ iii zy −=ε  

iiii mzy === ˆdimˆdimˆdimε  вида 
 

,ˆˆ 1, ikkiik v−= +εε&  ;1,1,1,1 −=−= iki υ  ,ˆˆˆˆ
1

iiijij
j

ii vxAA −+= ∑
=

υ

υ
εε&  .,1 υ=i        (2.68) 

 
Последовательное формирование разрывных корректирующих воздействий наблюда-
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теля ,ˆsign 111 iii Mv ε=  ,sign )eq(1, −= kiikik vMv  ikkiv ε̂)eq(1, =−  при выполнении условий существо-

вания скользящих режимов ,ˆ 1+> i,kikM ε  ,1,1 −= ik  υ

υ
ε xAAM ijij

j
ii

ˆˆˆ
1

+> ∑
=

, υ,1=i  приве-

дет к стабилизации системы (2.68) за конечное время ,ˆˆ0ˆ iii zy =⇒=ε  .,1 υ=i  Из последних 
уравнений системы (2.68)  

 

          ,ˆsignˆˆˆˆ
1

iiiiijij
j

ii MxAA εεε υ

υ
−+= ∑

=

&  υ,1=i          (2.69) 

 
согласно методу эквивалентного управления получим оценки линейных комбинаций пере-
менных системы (2.66):  

 
,ˆ

)(eq υxAv iii =  .,1 υ=i           (2.70) 
 

Поскольку система (2.51) наблюдаема, то пара матриц },ˆ{ υxAA  также наблюдаема, где 
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В частном случае, когда ,dimˆrank υxA =  из выражений (2.70) непосредственно получаем 
оценки неизмеряемых переменных υx , необходимых для стабилизации системы (2.66). В 

общем случае υxA dimˆ(rank <  и )0dim ≠υu  выражения (2.70) принимаются в качестве фик-
тивного выхода для уравнений относительно неизмеряемых переменных, для которых неза-
висимо строится наблюдатель состояния желаемым образом.  

 
Каскадный синтез обратной связи. 
 
Вернемся к решению задачи слежения в системе (2.65), в которой после решения за ко-

нечное время задачи наблюдения (2.67) все координаты известны, а выражения (2.70) непо-
средственно используются для формирования комбинированного управления. Поскольку ка-
нонические цепочки (2.65) являются одновременно и блочно-наблюдаемыми и блочно-
управляемыми, обе задачи решаются в одних и тех же терминах.  

Без ограничения общности рассмотрим последнюю подсистему системы (2.65), записан-
ную относительно невязки ),(ˆˆˆ 111 tyyy dυυυ∆ −=  одновременно упростив запись с помощью 

обозначений ,ˆ 11 υ∆yx =  ,ˆ...,,ˆ 22 υυυυ yxyx ==  ,ˆ
)eq(

1
υυυ

υ

υω vyAu jj
j

++= ∑
=

 11 ˆˆ υυη dd yy &−=  

 
             .;1,2,; 121 uxixxxx ii =−==+= + υυη &&&          (2.71) 
 

Приведем решение задачи стабилизации с заданной точностью const11 =≤ δx  системы 

(2.71) в предположении const.)( =≤Фtη  Для доказательства достаточных условий устойчи-
вости используется второй метод Ляпунова. Представим систему (2.71) в виде  
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с помощью пошаговой процедуры неособых преобразований ;11 xx =  ,
1

1
ijij

i

j
i xxpx += ∑

−
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1
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j

xpw +
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∑= υ

υ
 где ;121 kp =  ,1,111 −−= ii pkp  ;1,3 += υi  ,,11,1 jjijiij kppp −−− −=  

;1,4,2,2 +=−= υiij  ,12,11, −−−− += iiiii kpp  ;1,3 += υi  υ,1,0 => ik i  – коэффициенты 
обратной связи, подлежащие определению. Компенсируя переменную w  в системе (2.72) 
выбором управлений вида wu −= , запишем последнее уравнение системы (2.72) в виде 

 
      .... 11 ηυυυυ −+−= kkxkx&           (2.73) 

 
Для нахождения нижних оценок коэффициентов обратной связи введем квадратичную 

форму (функцию Ляпунова)  
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ii xV =           (2.74) 

 
и рассмотрим следующую пошаговую процедуру. 

Шаг 1. Для производной первого слагаемого квадратичной формы (2.74) в силу (2.72) 
справедлива следующая оценка: )( 21111 η++−= xxkxV T& ).( 2111 η++−⋅≤ xxkx  Неравенст-

во 01 <V&  обеспечивается вне окрестности 1121 /)( δη ≤+≤ kxx  при выполнении соотноше-

ния ./)( 121 δη+> xk  Учитывая, что на втором шаге процедуры выбором коэффициента 2k  

(при фиксированном коэффициенте 1k ) обеспечивается выполнение неравенства ,22 δ≤x  

запишем соотношение для выбора нижней оценки коэффициента 1k : ./)( 1211 δηδ +>=∗ kk  
Процедура выбора коэффициентов, описанная на первом шаге, аналогичным образом 

повторяется на шагах .1,2 −= υi  
Шаг .i  Для i -го слагаемого производной квадратичной формы (2.74) в силу (2.72) спра-

ведлива следующая оценка: 
 

)...( 111 η−+ ++−= iiii
T
ii kkxxkxV& )....( 111 η∗
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+ ++−⋅≤ iiiii kkxxkx  
 
Неравенство 0<iV&  обеспечивается вне окрестности iiiii kkkxx δη ≤+≤ ∗

−
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+ /)...( 111  при вы-

полнении условия ,/)...( 111 iiii kkxk δη∗
−

∗
+ +>  которое при обеспечении на ( 1+i )-м шаге со-

отношения 11 ++ ≤ iix δ  дает нижнюю оценку для выбора коэффициента обратной связи в i -м 

блоке системы: ./)...( 111 iiiii kkkk δηδ ∗
−

∗
+

∗ +>=  
Шаг .υ  Для последнего слагаемого производной квадратичной формы (2.74) в силу 

(2.73) справедлива следующая оценка: 
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−
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Неравенство 0<υV&  обеспечивается вне окрестности ,/... 11 υυυυ δη ≤≤ ∗
−

∗ kkkx  если выпол-

нено условие ,/)... 11 υυυυ δη∗
−

∗∗ >= kkkk  которое совпадает с выражением для нижней оценки 
коэффициента обратной связи в последнем блоке системы (2.72) с учетом (2.73). 

Приведенная процедура синтеза обратной связи решает поставленную задачу слежения в 
последней подсистеме (2.65), и поведение переменных в замкнутой системе подчиняется 
следующей логической цепочке: ⇒≤ υυ δx ⇒≤ −− 11 υυ δx ⇒≤ −− 22 υυ δx .111 δ≤= xx  Ис-
пользование аналогичных процедур выбора коэффициентов в цепи обратной связи для дру-
гих подсистем системы (2.65) решает поставленную задачу слежения относительно выход-
ных переменных. 
 Результаты данного раздела распространены на частный случай нелинейных систем, ко-
гда блочные формы наблюдаемости и управляемости совпадают. В главе 7 разработанная 
процедура синтеза использована в решении задачи применительно к системе управления по-
ложением манипуляционного робота при измерении угловых положений звеньев. 

Замечание 2.3. Последнее условие теоремы 2.6 относительно стабилизируемости пары 
матриц },{ υυ xx BA  (или устойчивости нулей передачи замкнутой системы [70]) является ус-
ловием технической реализуемости замкнутой системы.  

Замечание 2.4. В предложенной процедуре синтеза задачи слежения с заданной точно-
стью относительно выходных переменных в цепи обратной связи используются лишь невяз-
ки относительно выходных переменных и их заданным значениям (в отличие от задачи 
асимптотической сходимости невязок к нулю, где используются и их производные). Более 
того, в постановке задачи слежения с заданной точностью не налагаются дополнительные 
ограничения на гладкость функций заданий, и требуется лишь выполнение условия их огра-
ниченности по модулю вместе с производными первого порядка. 
 Замечание 2.5. В рамках геометрического подхода [40, 81] получены необходимые и 
достаточные условия решения задачи слежения по выходным переменным. Предлагаемый в 
данном разделе прямой синтез задачи слежения на основе блочно-канонической формы 
управляемости относительно выходных переменных, во-первых, позволяет исключить этап 
анализа условий существования решения и непосредственно приступить к решению задачи 
синтеза. Во-вторых, использование метода разделения движений [13] (или процедуры back-
stepping [65]) позволяет декомпозировать решение задачи синтеза высокой размерности на 
независимо решаемые подзадачи меньшей размерности.  
 

 
2.6. Идентификация многомерных динамических систем на скользящих режимах 

 
В данном разделе предложен метод прямой идентификации параметров применительно к 

линейной системе с одним входом и одним выходом общего вида (SISO-system). В основе 
синтезированных алгоритмов лежит метод расширения пространства состояний и синтез ди-
намической подсистемы идентификации (оценки) неизвестных параметров и наблюдателя 
состояний с использованием теории скользящих режимов. 
 

 
2.6.1. Постановка задачи 

 
Рассмотрим линейную динамическую систему с одним входом и с одним выходом вида 

 
       ,)()( ubbxAAx +++=&  ,)()(1 uccxddy T +++=         (2.75) 
 
где ,nRx ∈  ,, 1 Ryu ∈  постоянные коэффициенты матрицы A  и векторов cdb ,,  полагаются 
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известными, постоянные параметры матрицы A  и векторов cdb ,,  полагаются неизвест-
ными. Ставится задача оценивания неизмеряемых координат вектора состояния x  и неиз-
вестных параметров по информации о выходе 1y  в предположении, что система (2.75) явля-
ется управляемой и наблюдаемой. 
 Общая схема предлагаемого подхода может быть объяснена следующим образом. В ус-
ловиях параметрической неопределенности задача наблюдения в общем случае не имеет ре-
шения. В то же время, для систем, представленных в блочной форме наблюдаемости, задача 
наблюдения в условиях параметрической неопределенности может быть решена с использо-
ванием теории скользящих режимов, если известны параметры каналов воздействия управ-
ления. Если положить исходную систему наблюдаемой, то неособым преобразованием ее 
можно представить в канонической форме наблюдаемости (при этом само преобразование не 
известно). Однако, если параметры каналов воздействия управлений не известны, не удается 
компенсировать влияние управления в задаче наблюдения. Поэтому на следующем этапе 
предлагается за счет расширения пространства состояний свести исходную систему к совме-
стной блочной форме управляемости и наблюдаемости. В таком представлении уже удается 
решить задачу наблюдения при построении наблюдателя на скользящих режимах, а затем 
последовательно решить задачу идентификации параметров и синтеза управления в условиях 
полной определенности. Отметим, что задача управления решается в преобразованных коор-
динатах (само преобразование не известно) и в этом смысле речь можно вести лишь о мо-
дальном управлении, например, о задаче стабилизации с заданными темпами сходимости. 
 В следующем параграфе рассмотрены вопросы представления систем (2.75) в совмест-
ной блочной форме управляемости и наблюдаемости. Сначала приведены результаты синте-
за на основе понятия относительной степени, применение которых ограничивается требова-
нием устойчивости нулевой динамики [72]. Затем показано, что если синтез на основе отно-
сительной степени не возможен, задача все-таки имеет решение за счет расширения про-
странства состояний. 
 
 

2.6.2. Совместная блочная форма управляемости и наблюдаемости  
при параметрической неопределенности 

 
 В данном разделе рассмотрены возможности сведения систем с одним входом и с одним 
выходом к совместной блочной форме управляемости и наблюдаемости в условиях парамет-
рической определенности.  
 
 Относительная степень и нули передачи. 

 
Рассмотрим линейную динамическую систему вида: 

 
     ,buAxx +=& .1 cuxdy T +=           (2.76) 
 
Без ограничения общности система (2.76) полагается управляемой и наблюдаемой. В случае, 
когда параметры и компоненты вектора состояний системы (2.76) известны, многие задачи 
управления решаются с помощью выбора линейной обратной связи. Если для измерения 
доступна только выходная координата, то стандартная процедура синтеза систем управления 
заключается в получении оценок вектора состояний с помощью наблюдателя и последующе-
го синтеза обратной связи по этим оценкам. Трудности, которые возникают в описанном 
подходе, заключаются в том, что для синтеза наблюдателя удобно использовать блочную 
(каноническую) форму наблюдаемости, а для синтеза обратной связи – блочную (канониче-
скую) форму управляемости, которые в общем случае не совпадают. Для выяснения связи 
между каноническими формами управляемости и наблюдаемости введено понятие относи-
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тельной степени .ν  Применительно к системе (2.76) возможны следующие варианты.  
 Если ,0≠с  то .0=ν  В этом случае выбором управления в виде )(txdcu T ϕ+−=  можно 
обеспечить равенство выходной переменной произвольной функции времени ).()( tty ϕ=  
Техническим требованием является устойчивость собственных движений системы (2.76). 
 Если ,0,0 ≠= bdс T  то .1=ν  Тогда выбором управления в виде )(tAxdbud TT ϕ+−=  
можно обеспечить поведение выходной переменной как выхода интегратора с произвольно 
заданной функцией времени на его входе ).(ty ϕ=&  В этом случае техническим требованием 
является устойчивость оставшихся собственных движений системы (2.76) )1( −n -го порядка. 

В общем случае относительная степень системы равна ,i=ν  где 
,,1,0}{min )( njbAdi jT

j
=≠=  и техническим требованием к реализуемости является устой-

чивость собственных движений системы )( ν−n -го порядка.  
Таким образом, канонические формы управляемости и наблюдаемости совпадают только 

при выполнении условия ,n=ν  и в этом случае система (2.76) неособой заменой переменных 
сводится к совместной канонической форме управляемости и наблюдаемости относительно 
выхода :1y  

 
,;1,1,1 ubyayniyy n

T
nii +=−== + &&          (2.77) 

 
где ,)...,,(col 1

n
n Ryyy ∈=  ., )1()( bAdbxAdya nT

n
nTT −==  

Система (2.77) удобна для синтеза обратной связи. Поскольку коэффициенты перед ком-
понентами вектора состояния в последнем уравнении (которые можно назначать произволь-
ным образом за счет выбора управлений) совпадают с характеристическим многочленом 
замкнутой системы, остается выбрать их таким образом, чтобы они совпадали с коэффици-
ентами многочлена, задающего удовлетворительный переходный процесс. Что же касается 
решения задачи наблюдения, то то же преимущество имеет место благодаря тому, что систе-
ма (2.77) представлена также и в блочной форме наблюдаемости.  

Требование устойчивости нулевой динамики при синтезе систем управления на основе 
относительной степени представляется весьма сильным ограничением класса технически 
реализуемых систем. Наша последующая цель состоит в том, чтобы, используя метод рас-
ширения пространства состояний показать, что любая управляемая и наблюдаемая линейная 
SISO-система сводится к совместной канонической форме управляемости и наблюдаемости 
типа (2.77) и, следовательно, в полной мере могут быть решены модальные задачи наблюде-
ния и управления.  

 
Совместная форма наблюдаемости и управляемости SISO – систем. 

 
Покажем, что наблюдаемая и управляемая система (2.76) приводится к совместной фор-

ме управляемости и наблюдаемости за счет расширения пространства состояний. Последова-
тельно дифференцируя выходную переменную n  раз, приведем систему (2.76) к блочной ка-
нонической форме наблюдаемости вида 
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Сформируем истинное управление как выход компенсатора, представляющего собой це-
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почку из n  последовательно связанных апериодических звеньев вида 
 

   ;1wu =  ,;1,1,1 uсwgwwniwww T
nniii ++−=−=+−= + &&        (2.79) 

 
где u  – новое управление, ,)...,,(col 1

n
n Rwww ∈=  вектор nT Rg ∈  совпадает с аналогич-

ным вектором в системе (2.80), описываемой ниже. Динамический компенсатор (2.79) позво-
ляет заменить производные от истинных управлений высокого порядка в системе (2.78) ли-
нейными комбинациями компонент вектора состояний компенсатора [26] 
 

.,...,,,, )(
1

)1(
32211 uwgwuwwuwwuwwuwu T

n
n

nn
n ++−=+−=+−=+−== −

−&&&  
 
С учетом (2.79) система (2.78) может быть записана в компактной форме вида 

 
          ,;1,1,1 ucwgyayniyy TT

nii ++=−== + &&          (2.80) 
 
где ,)...,,( 1

n
n

T Raaa ∈=  ,)...,,( 1
n

n
T Rggg ∈=  ,)...,,(col 1

n
n Ryyy ∈=  =ig  

,)( 1 bAAd ininT −−− −= .0, 10 == −AEA  
В силу наблюдаемости исходной системы преобразование ,Hxy =  где H  – матрица на-

блюдаемости (1.2), является невырожденным, и, следовательно, система (2.80) эквивалентна 
исходной системе (2.76). Вектор-строка Ta  в последнем уравнении (2.80) находится из соот-
ношения .1−= HAda nTT  Если проводить синтез обратной связи на основе относительной 
степени, которая для системы (2.80) совпадает с размерностью исходной системы ,n=ν  то, 
выбирая новое управление в виде 

 
             ,vwguс T +−=            (2.81) 
 
получим совместную форму управляемости и наблюдаемости системы (2.76) относительно 
управления v  

 
      .;1,1,1 vydyniyy T

nii +=−== +
&&          (2.82) 

 
Существенно, что после подстановки (2.81) в уравнения динамического компенсатора 

(2.79) в предположении 0=v , получим систему с заведомо устойчивой динамикой:  
 

             .;1,1,1 nniii wwniwww −=−=+−= + &&          (2.83) 
 

Отличительной чертой приведенного метода синтеза является тот факт, что нули переда-
чи «переместились» из модели объекта управления в искусственно сформированный дина-
мический компенсатор, нулевую динамику которого удается сделать устойчивой.  

Отметим, что, с одной стороны, собственно динамический компенсатор можно выбрать 
различными способами, лишь бы только его собственные движения были устойчивыми. С 
другой стороны, если относительная степень системы удовлетворяет соотношению 

n≤−< 10 ν  (т.е. в первые ( 1−ν ) уравнений системы (2.78) управление не входят), тот же 
результат достигается с использованием динамического компенсатора размерности ν−n  (в 
частности, нулевой размерности, если ν=n ).  

Сформулируем полученный результат в виде следующей теоремы. 
Теорема 2.6. Для наблюдаемой и управляемой системы с одним входом и одним выходом 
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(2.76) с произвольной относительной степенью n≤≤ ν0  существует устойчивый динами-
ческий компенсатор порядка ,ν−n  такой, что исходная система приводится к совместной 
форме управляемости и наблюдаемости вида (2.79)–(2.80). 

Если в системе (2.76) и, следовательно, в системе (2.78) предположить, что вектор со-
стояния доступен для измерения, выбор управления в виде функции координат )(1 yv ϕ=  по-
зволяет решить требуемые задачи управления в преобразованной системе (2.80). В случае, 
когда для измерения доступна только выходная координата ,1y  то для решения в полной ме-
ре задач управления необходимо получить оценки компонент вектора состояния, например, с 
помощью наблюдателя состояния. 
 
 

2.6.3. Совместное решение задач идентификации и наблюдения 
 

Вернемся к рассмотрению системы (2.76) в предположении, что все параметры постоян-
ны и неизвестны, а система является наблюдаемой и управляемой. Согласно результатам па-
раграфа 2.6.2, система (2.76) неособой (и неизвестной) заменой переменных может быть 
представлена в совместной блочной канонической форме наблюдаемости и управляемости 
вида (2.79) и (2.80). В отличие от представления (2.79) и (2.80) для синтеза компенсатора 
можно использовать только оценки параметров модели (2.76), т.е. будем полагать, что ис-
ходная система (2.76) представлена в виде 
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где cg ˆ,ˆ  – оценки параметров ,, cg  а управления вида (2.81) vwguс T +−= ˆˆ  также могут 
быть сформированы только по оценочным параметрам. Если удастся получить сходящиеся 
оценки параметров, то можно использовать результаты параграфа 2.6.2. Поскольку само не-
особое преобразование системы (2.76) к виду (2.84) неизвестно, будем осуществлять синтез в 
преобразованной системе (2.84) и тогда, по крайней мере, задача стабилизации системы 
(2.84) и, следовательно, системы (2.76) будет решена.  

На первом этапе предположив, что для измерения доступна координата ,1y  решим зада-
чу оценивания компонент вектора состояний системы (2.84) с использованием наблюдателей 
состояний на скользящих режимах. Построим наблюдатель состояний вида 

 
   ,ˆˆˆ;1,1,1 n

TT
niii vucwgyaynivyy −++=−=−= +

&&         (2.85) 
 
и запишем уравнения в невязках 

 
        ,;1,1,1 nc

T
g

T
a

T
niii vuwzaniv ++++=−=+= + εεεεεεε &&         (2.86) 

 
где .ˆ,ˆ,ˆ, ccggaayy cgaiii −=−=−=−= εεεε  

Формируя последовательно корректирующие воздействия в наблюдателе в виде разрыв-
ных функций, решим задачу стабилизации системы (2.86). На первом шаге сформируем кор-
ректирующие воздействия в виде .sign 111 εMv −=  Тогда при достаточно большой 

const01 =>M  в первой подсистеме (2.86) возникнет скользящий режим по многообразию 
,01 =ε  а эквивалентное значение управления, получаемое как выход высокочастотного 

фильтра первого порядка ,1111 v+−= ττµ &  будет равно .21eq1 ετ ≈=v  Представим процедуру 
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первого шага в виде логической цепочки ,0sign 1111 =⇒−= εεMv  ,1111 v+−= ττµ &  
.121eq τε ==v  Аналогично первому шагу представим последовательную процедуру синтеза 

наблюдателя (2.85) на последующих шагах ,,0)(sign eq)1( iiiiiiii vvMv +−==⇒−= − ττµε &  

,1eq iiiv τε == +  .,2 ni =  Таким образом, решается задача стабилизации системы (2.86) и, сле-
довательно, переменные наблюдателя (2.85) теоретически за конечное время сходятся к од-
ноименным компонентам вектора состояний системы (2.84). Отметим, что последний шаг 
описанной процедуры позволяет получить следующую оценку: =eqnv uwya c

T
g

T
a

T εεεε +++  
или с учетом 0→ε   

 
     =eqnv .uwy c

T
g

T
a εεε ++           (2.87) 

 
На втором этапе, используя идею работы [46], изложенную в разделе 1.3, построим 

идентификатор системы (2.84) (предположив, что вектор состояния доступен для измерения), 
позволяющий получить оценки неизвестных параметров при известном векторе состояния 
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&&&          (2.88) 
 
где nv  – корректирующие воздействия наблюдателя (2.85). Уравнения в невязках ,ˆ aaa −=  

,ˆ ggg −=  ccc −=ˆ в силу (2.85) и (2.88) имеют вид 
 

        .0,,,ˆ >−=−=−= λλλλ uvcwvgyva n
T

n
T

n
&&&          (2.89) 

 
В обозначениях ),,(col uwyz =  и )ˆ,ˆ,ˆ( cgaC TT=∆  уравнения (2.89) с учетом (2.87) примут 
вид 

 
              .CzC ∆λ∆ −=&            (2.90) 
 

Составим функцию Ляпунова в виде .0)(2
1 ≥= TCCtrV ∆∆  Тогда в силу (2.90) получим 

.,)( 2 CzssCCzztrV TT ∆λ∆∆λ =−=−=&  В известных предположениях о линейной незави-

симости компонент вектора z  и при условии, что для любого const=C∆  интеграл dts 2
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расходится [46], выполняются соотношения 0lim,0lim ==
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 что и доказывает сходимость оценок cga ˆ,ˆ,ˆ  к значениям параметров векторов 

.,, cga  
Подводя итоги, отметим, что предложенные в данной главе методы каскадного синтеза 

наблюдателей состояния для линейных систем позволили решить некоторые не достаточно 
изученные задачи наблюдения и управления. В частности, для многомерных линейных сис-
тем (в отличие от классических подходов) удалось осуществить декомпозицию процедур 
синтеза наблюдателей на независимо решаемые подзадачи меньшей размерности. 

Описанная в разделе 2.2 процедура приведения модели объекта управления к блочной 
форме наблюдаемости раскрывает структуру наблюдаемости систем, присущих им с учетом 
имеющихся каналов измерений. Анализ разрешимости задачи наблюдения в терминах блоч-
ной формы выглядит естественным и достаточно прозрачен, а формулировка результатов 
значительно облегчается по сравнению с формулировкой в терминах исходной задачи. Кон-
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структивность описанной процедуры получения БФН по сравнению с классической методо-
логией решения задач наблюдения заключается в том, что, во-первых, непосредственно вы-
деляется наблюдаемое подпространство максимально возможной размерности, во-вторых, 
задача наблюдения подготавливается к каскадному синтезу. 

В разделе 2.3 были рассмотрены два подхода к каскадному синтезу наблюдателей со-
стояния, основанные на методах систем с разделяемыми движениями. Возможность деком-
позиции основана на последовательном использовании входных переменных текущего блока 
в качестве фиктивных выходных переменных для последующего блока. В наблюдателе с не-
прерывными корректирующими воздействиями (параграф 2.3.1) декомпозиция на независи-
мые подзадачи обеспечивается в асимптотике при бесконечно больших коэффициентах уси-
ления. Этот в большей степени теоретический результат, указывает путь для построения на-
блюдателей состояния с конечными коэффициентами усиления, при которых возможно осу-
ществление до предельной декомпозиции задачи синтеза и, в частности, в решении задачи 
оценивания компонент вектора состояния с заданной точностью при наличии неизвестных 
возмущающих воздействий, что продемонстрировано в параграфе 2.5.2. 
 Наблюдатели с разрывными корректирующими воздействиями (параграф 2.3.2), функ-
ционирующие в скользящем режиме, существенно отличаются от асимптотических наблю-
дателей состояния, описанных в разделе 1.1. Эти отличия состоят в том, что, во-первых, за-
дача наблюдения решается за теоретически конечное время, во-вторых, выбор коэффициен-
тов наблюдателя в предложенном подходе сводится к назначению в каждом блоке конечных 
амплитуд разрывных управлений на основе неравенств, что существенно упрощает вычисле-
ния и настройку. Существенно, что требование знания параметров предъявляется только к 
части оператора объекта управления. Следует отметить, что синтез задачи наблюдения осу-
ществляется независимо от синтеза обратной связи в том случае, если имеется информация о 
каналах управления. В противном случае управляющие воздействия следует рассматривать 
как не измеряемые внешние возмущения. С практической точки зрения использование раз-
рывных корректирующих воздействий в задачах наблюдения выгодно отличается от их ис-
пользования в задачах управления, где при наличии неучтенных паразитных динамик в кон-
туре обратной связи возникают автоколебания и реальный скользящий режим. Кроме того, в 
силу физических ограничений, формирование фиктивных управлений в виде разрывных 
функций, как правило, не возможно. В задачах наблюдения вычислительная среда формиру-
ется искусственно и не включает динамические неидеальности объекта управления, а на ис-
пользование разрывных управлений не налагаются физические ограничения. Как следствие в 
наблюдателях состояния удается реализовать скользящие движения, близкие к идеальным. 
 Другой принцип декомпозиции задачи наблюдения (раздел 2.4), основанный на приведе-
нии модели объекта управления к форме наблюдаемости с наперед заданными матрицами на 
главной диагонали позволяет осуществить синтез наблюдателя с конечными коэффициента-
ми. Отметим, что в данных построениях предполагается знание оператора объекта управле-
ния, что сужает рамки применимости данного подхода по сравнению с каскадным синтезом 
на основе метода разделения движения, описанного в разделе 2.3.  
 В разделе 2.5 предложен каскадный синтез задачи слежения при неполных измерениях. 
Использование методов систем с разделяемыми движениями позволило обеспечить декомпо-
зицию процедур синтеза на независимо решаемые задачи меньшей размерности и решить 
задачу наблюдения за конечное время, а задачу слежения – с заданной точностью. Сущест-
венно, что в предложенных алгоритмах не налагаются дополнительные требования на глад-
кость функций задающих воздействий, требуется лишь их ограниченность вместе с произ-
водными первого порядка по модулю. Рассмотрена проблема обеспечения инвариантности 
при наличии внешних возмущений.  
 В разделе 2.6 предложен метод прямой идентификации параметров и (одновременно) 
решение задачи наблюдения в каноническом пространстве применительно к линейным сис-
темам с одним входом и одним выходом с использованием теории скользящих режимов. 



 

 57

Глава 3. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ  
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ПРИ НАЛИЧИИ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ 

 
 

3.1. Постановка задачи 
 
Важная с практической точки зрения задача оценивания вектора состояния при воздей-

ствии на систему внешних возмущений хорошо изучена для случаев, когда известна модель 
генератора возмущений. Как было показано в разделе 1.4, если параметры модели возмуще-
ния известны, то построение наблюдателя состояния для расширенной за счет динамической 
модели внешних возмущений системы позволяет получить асимптотически сходящиеся 
оценки всех неизмеряемых компонент при условии их наблюдаемости. Заметим, что в таком 
случае особенно актуальной становится проблема большой размерности, разрешить которую 
позволяют описанные в главе 2 каскадные процедуры. 

Ситуация, когда модель внешних возмущений неизвестна, требует привлечения специ-
альных подходов. В частности, синтезу систем с параметрической неопределенностью как 
объекта, так и модели внешних возмущений, посвящен ряд работ по адаптивному управле-
нию [31]. 

Наша цель состоит в решении задачи наблюдения применительно к системам с аддитив-
ным вхождением внешних возмущений без построения динамической модели возмущений. 
Рассмотрим линейную систему вида 

 
         ,, 1 DxyBuQAxx =++= η&             (3.1) 

 
где nRXx ⊂∈  – вектор состояния, 1

~
11

mRYy ⊂∈  – вектор измеряемых переменных, 
,~rank 1 nmD <=  pRUu ⊂∈  – вектор управляющих воздействий, qR∈η  – вектор, характери-

зующий внешние, неконтролируемые возмущения, DBQA ,,,  – известные матрицы с по-
стоянными коэффициентами соответствующих размерностей. Предполагается, что компо-
ненты вектора возмущений недоступны для измерения и являются произвольными детерми-
нированными ограниченными по норме функциями времени: 

 
    ,0const)( >=≤Фtη  ).;0[ ∞+∈∀t            (3.2) 

 
 Принципиальное отличие системы (3.1)–(3.2) от обычно рассматриваемых в задачах на-
блюдения (например, в разделе 1.4) состоит в том, что в данном случае класс допустимых 
возмущений расширен за счет негладких функций времени, удовлетворяющих (3.2). Заме-
тим, что к внешним возмущениям могут быть также отнесены остаточные члены от линеари-
зации оператора объекта управления и параметрические неопределенности входных каналов 
управления.  

Особенность постановки задачи наблюдения в рассматриваемом случае заключается в 
том, что, даже предположив наблюдаемость пары матриц },{ AD  в системе (3.1), все компо-
ненты вектора состояния в общем случае восстановить не удается из-за наличия неизвестных 
возмущений. В связи с этим ставится задача выявления линейных комбинаций компонент 
вектора состояния максимально возможного ранга ,~xH  ,~rank~

1 nHm ≤≤  которые можно вос-
становить независимо от внешних возмущений. В результате такой постановки может быть 
решена, например, важная для практики задача оценивания заданного вектора регулируемых 
переменных ,Wx  если .~ImIm HW ∈   

Величина H~rank  зависит от тройки матриц }}.,{,{ QAD  Поскольку в рассматриваемом 
случае (3.1)–(3.2) мы не налагаем требования гладкости на компоненты внешних возмуще-
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ний ,η  постольку наблюдаемое подпространство тройки }},{,{ QAD  соответствует базису 
только непрерывно дифференцируемых линейных комбинаций производных выходных сиг-
налов. 

Проанализируем принципиальную возможность решения поставленной задачи и соста-
вим систему, в которой дифференцирование внешних возмущений отсутствует: 

 
,1 Dxy =  ,1 DBuDQDAxy ++= η&  ,2 DAxy =  

,11 uDAQDAxDAy iii
i

−− ++= η&  ,1 xDAy i
i =+  1,2 −= ni  

 
или 

 
  ,uHHHxy u++= ηη

)             (3.3) 
 
где )),(...,),(),(),((col 1211 tytytytyy n−= &&&)  ,mnRYy ⊂∈

))  ,dim nmnH ×=  ,dim qmnH ×=η  
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Очевидно, что из-за наличия неизвестных возмущений η  непосредственно вычислить произ-
водные ,iy&  1,2 −= ni  в системе (3.3) не представляется возможным.  
 Для выявления наблюдаемого подпространства тройки }},{,{ QAD  раскроем структуру 
системы (3.3) с точки зрения вхождения внешних возмущений. Представим множество со-
стояний системы (3.3) в виде объединения двух непересекающихся множеств ,

~
YYY ∪

)
η=  где 

множество ηY  составят компоненты, на которые непосредственно воздействуют внешние 
возмущения, а именно, подвекторы ,...,,

)1(1 −n
yy ηη &&  соответствующие базисным строкам мат-

рицы ,ηH  ,rankdim...dim
)1( ηηη Hyy

ni
=++

−
 и соответствующие им производные высших 

порядков. Расщепив таким образом систему (3.3), получим: 
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=










= η

η

η η)            (3.4) 

 
 Покажем, что множество Y

~
 соответствует наблюдаемому подпространству тройки 

}}.,{,{ QAD  Поскольку в системе (3.4) ηη
HH b rankrank =  по построению, существует неосо-

бое преобразование ,~~~
ηyGyy +=  ,~~ Yy ∈  которое позволяет аннулировать внешние возму-

щения во второй подсистеме (3.4), 0~
=+

ηη bHGH  и выявить линейные комбинации ,~xH  

,~~~
bHGHH +=  на которые внешние возмущения не действуют:  

 
               .~~~ uHxHy +=              (3.5) 
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На рис. 3.1 схематично изображена структура системы (3.3) с точки зрения расщепления 
(3.4), т.е. указана дислокация компонент, составляющих множества ηη Yy ∈  и Yy

~~ ∈  (тониро-
ванное). Блоки исходной системы (3.3) расположены горизонтально, высота прямоугольни-
ков соответствует размерностям векторов, заштрихованные прямоугольники соответствуют 
базисным строкам матрицы .ηH  Из рис. 3.1, в частности, следует, что если ,dim 11

my =η  то 

1
~

YY = , т.е. максимально возможное наблюдаемое подпространство вектора состояния сов-
падает с имеющимися измерениями. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.1. Структура системы (3.4) с точки зрения воздействия внешних возмущений 
на каналы измерения 

 
Тот факт, что в подсистеме (3.5) компоненты вектора y~  не зависят от внешних возму-

щений и входные сигналы )(tu  полагаются известными функциями времени, позволят дать 
следующее определение. 

Определение 3.1. Тройка матриц }},{,{ QAD  наблюдаема в терминах систем (3.1)–(3.2), 
если в представлении (3.5) .~rank nH =   

Из определения 3.1 следует, что если тройка }},{,{ QAD  наблюдаема в указанном 
смысле, то значения )(tx  можно точно восстановить по значениям выхода 1y  и непрерывно 
дифференцируемым линейным комбинациям его производных до )1( −n -го порядка в тот 
момент времени, когда проводится оценка состояния, поскольку система )~~(~ 1 uHyHx u−= −  

имеет единственное решение. Например, в случае скалярного измерения ,xdy T=  Ry ∈  
сформулированное условие означает, что система будет наблюдаема, если внешние возму-
щения проявятся только в правой части дифференциального уравнения относительно ,)(ny  
т.е. если соответствующая матрица 0≡ηH  и .rank nH =  Конечно, такой способ оценивания 
состояния, вытекающий из данного определения, неудовлетворителен, поскольку требует 
вычисления указанных компонент )1( −n  производных выхода. В то же время интуитивно 
понятно, что попытка восстановить неизмеряемые координаты вектора состояния системы 
(3.1)–(3.2) с помощью асимптотического наблюдателя с непрерывными корректирующими 
воздействиями приведет к решению задачи оценивания только с заданной точностью. 
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Мы предлагаем решение поставленной задачи в рамках каскадного подхода, в соответст-
вии с которым на этапе конструктивного анализа структурных свойств наблюдаемости сис-
темы (3.1)–(3.2) разработана пошаговая процедура получения блочной формы наблюдаемо-
сти с учетом возмущений (БФНВ), в терминах которой сформулированы условия разреши-
мости задачи (раздел 3.2). Суть процедуры состоит в многократном дифференцировании 
вектора измеряемых переменных (заметим, что как и в разделе 2.2, речь идет не о реальном 
дифференцировании, а о получении соответствующих математических выражений) и выде-
лении на каждом шаге с помощью неособых преобразований компонент вектора состояния, 
на которые непосредственно не воздействуют внешние возмущения. Заметим, что принцип 
пошагового вытеснения возмущений, в отличие от выше проведенного формального анализа, 
позволит существенно сократить количество преобразований. В разделе 3.3 на основе БФНВ 
строится наблюдатель состояния на скользящих режимах с разрывными корректирующими 
воздействиями, что позволит обеспечить инвариантность к ограниченным по норме неопре-
деленностям и решить задачу оценивания неизмеряемых компонент вектора состояния за 
теоретически конечное время. Рассмотрена возможность оценивания линейных комбинаций 
внешних возмущений. 
 
 

3.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости 
 

 Процедура приведения к блочной форме наблюдаемости с учетом возмущений (БФНВ). 
  
 Данная процедура состоит из пошаговых однотипных преобразований. 
 Шаг 1 (а). Представим исходную систему (3.1) в виде двух подсистем 

 
   ,11111111 uBQxDyAy +++= η&  ,

11111 111 uBQxAyAx xxxx +++= η&          (3.6) 
  
где ,1

~
1

mRy ∈  ,1
~

1
mnRx −∈  ,rank 11 qQ =  111 )(rank dDQ =  с помощью неособого преобразова-

ния 1G  (2.5). 
 (б) Если ,~

111 mdq <<  то на )~( 11 qm −  выходных переменных внешние возмущения не 
действуют в явном виде. Для их выявления требуется обнулить линейно зависимые строки 
матрицы .1Q  С этой целью первый блок системы (3.6) расщепим на две подсистемы вида 

 
   ,11111111 uBQxDyAy ∗∗∗∗∗ +++= η&  ,ˆˆˆˆˆ 11111111 uBQxDyAy +++= η&           (3.7) 
 
где ),ˆ,(col 111 yyy ∗=  ,ˆrankˆdim 111 qQy ==  ,~dim 111 qmy −=∗  и выполним неособое преобра-
зование, аналогичное (2.7), а именно 
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1

11
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ˆ 1
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1
q
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I

QQI
G ,            (3.8) 

 
где ),ˆˆ(ˆ

12111 QQQ =  ,0ˆdet 11 ≠Q  ).( 12111
∗∗∗ = QQQ  Заметим, что если в невозмущенной системе 

(2.1) преобразование (2.7) не обязательно, то в данном алгоритме выполненное вытеснение 
неизвестных возмущений (3.8) является необходимым. В результате преобразования (3.8) 
компоненты вектора возмущений η  исключаются из первой подсистемы (3.7), после расще-
пления которой получаем блочный вид 

 
   ,~~~~

1111111 uBxDyAy ++=&  ,1111111 uBxDyAy ++=&  ,ˆˆˆˆˆ 11111111 uBQxDyAy +++= η&         (3.9) 
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где ),ˆ,,~(col 11111 yyyyG =∗  ,0~~rank~dim 21111 ≠=−== mqdDy  .11
~

1
dmRy −∈  

 Если ,~~
12 mnm −<  то переходим ко второму шагу, где преобразования, описанные на 

первом шаге, аналогичным образом применяются ко второй подсистеме (3.6), представлен-
ной в виде ,

11111 111 uBQxAyAx xxxx +++= η&  ,~
112 xDy =  где ,2

~
2

mRy ∈  1
~

1
mnRx −∈  и  

 
              .ˆ1111 yGxx +=            (3.10) 
 
В преобразовании (3.10) матрица 1

111
ˆ

11

−−= QQG x  составлена из подматриц блочного пред-
ставления 
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≠×qqQ          (3.11) 

 
что позволяет исключить из дальнейших преобразований .ˆIm 1Q  
 Шаг i  (а). Продолжая указанную процедуру, на i -м шаге система 
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вима в виде двух подсистем 
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где ,~dimdim 1 iii mxx −= −  ,rank iQ  iii dDQ =)(rank , с помощью неособого преобразования 

iG  (2.14). 
 (б) Если ,~

iii mdq <<  то первый блок системы (3.9) с помощью преобразования  
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где ),ˆˆ(ˆ

21 iii QQQ =  ,0ˆdet 1 ≠iQ  ),( 21
∗∗∗ = iii QQQ  и перестановки строк представим в виде 
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где ),ˆ,,~(col iiiii yyyyG =∗  ,0~~rank~dim 1 ≠=−== +iiiii mqdDy  ,

~
ii dm

i Ry −∈  == ii Qy ˆrankˆdim  
.iq=  Если ,dim~

1 ii xm <+  то сделав замену переменных, аналогичную (3.10)–(3.11), а именно,  
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     ,ˆ iiii yGxx +=  ,ˆ 1
11

−−= ixi QQG
i

 ,0ˆdet )(1 ≠× ii qqiQ         (3.14) 
 
переходим к следующему шагу, и т.д. 
 В силу того, что на каждом шаге размерность вектора ix  понижается на величину 

,1≥− ii qd  процедура закончится за конечное число шагов.  
 Предположим, что )1( −ν -й шаг процедуры последний, т.е. в системе (3.12) при 1−=νi  
выполнилось одно из двух условий окончания процедуры. При выполнении условия 
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(или 1dim~

−= νν xm ) и после неособых замен переменных 11
~

−−= ννν xDy  (3.14), получим пол-
ную БФНВ системы (3.1), состоящую из ν  блоков, каждый из которых, кроме последнего, в 
общем случае расщеплен на три подблока 
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где ),ˆ,,~(col iiiii yyyyG =∗  ,0~~dimdim 11 ≠== ++ iii myy  ,

~
ii dm

i Ry −∈  ,ˆrankˆdim iii qQy ==  

,1,1 −= νi  ,
~

ν
ν

mRy ∈  ,~
1

nmi
i

=∑
=

ν
 строки матриц iQ̂  линейно независимы в силу преобразо-

ваний (3.11). В частных случаях в представлении (3.15) могут отсутствовать третьи (при 
)0=iq  или вторые (при )0~ =− ii dm  подблоки.  

 При выполнении условия 
 

      011 =− −− νν qd  и ,0dim 1 >−νx             (**) 
 
которое означает, что ,ImIm 11 −− ⊂ νν QD  получим неполную БФНВ вида 
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где ),(rankrank 111 −−− = ννν DQQ  ,0~dim
1

1
1 >−= ∑

−

=
− i

i
mnx

ν

ν  .~dim~dim 11 ++ == iii myy  

 Таким образом, к определению 3.1 о наблюдаемости линейных систем при аддитивном 
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вхождении внешних возмущений можно добавить эквивалентное утверждение в терминах 
описанных преобразований. 
 Теорема 3.1. Линейная система (3.1)–(3.2) наблюдаема тогда и только тогда, когда она 
приводима к полной блочной форме наблюдаемости (3.15). 
 Доказательство теоремы 3.1. Необходимость. Если система (3.1)–(3.2) является нена-
блюдаемой, то в силу описанной процедуры получим неполную БФНВ (3.16). Следователь-
но, вектор состояния представляет собой два непересекающихся множества ,XYX ∪=  где 
наблюдаемое подпространство Y  максимально возможной размерности образуют векторы 

,
~

im
ii RYy ⊂∈  ,1,1 −= νi  а компоненты ,1−νx  0~dim

1

1
1 >−= ∑

−

=
− i

i
mnx

ν

ν  образуют ненаблю-

даемое подпространство .X  В том, что большего добиться невозможно, легко убедиться, ес-

ли представить уравнения относительно переменных 1−νy  в виде += −

−

=
− ∑ jj

j
yAy ,1

1

1
1 ν

ν

ν&  

,)( 1111 uBxQ −−−− +++ νννν ηΛ  где матрица 1−νΛ  удовлетворяет соотношению .111 −−− = ννν Λ QD  
Тогда при произвольных возмущениях, например, ,)( 11 ηΛη νν +−= −− xt  становится очевидна 
не наблюдаемость динамической подсистемы относительно переменных .1−νx  Аналогичные 
утверждения о не наблюдаемости справедливы для всех третьих подблоков системы (3.16) 
относительно векторов iŷ  в силу линейной независимости матриц ,ˆ iQ  .2,1 −= νi   

Достаточность. Доказательством сформулированных в теореме 3.1 достаточных усло-
вий наблюдаемости является тот факт, что согласно построению система (3.15) состоит из 
линейно независимых комбинаций производных выхода, которые могут быть вычислены не-
посредственно независимо от внешних возмущений. С другой стороны, как будет показано в 
разделе 3.3, с помощью наблюдателя состояния на скользящих режимах за теоретически ко-
нечное время можно получить оценки состояния ,...,,1 νyy  которые связаны взаимно одно-
значной зависимостью с координатами исходной системы (3.1): 
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где матрицы ,1G  ν,1=i  невырожденные и их совместный ранг равен ,dim xn =  
,~dimrank iii myG ==∗  1,1 −= νi  по построению. Соответственно, параметры матриц, задей-

ствованных в преобразованиях ,,,
i

GGG ii η
∗  должны быть точно известны.  

 Проведем аналогию пошаговой процедуры с представленным в разделе 3.1 формальным 
анализом наблюдаемости системы (3.1)–(3.2). Подвекторы ,...,,

)1(1 −n
yy ηη  соответствующие 

базисным строкам матрицы ,ηH  ,rankdim...dim
)1( ηηη Hyy

ni
=++

−
 эквивалентны векторам 

11 ˆ...,,ˆ −νyy  в системе (3.15) и ii qyy
i

== ˆdimdim η  по построению, а выполненные в ходе 
процедуры данного раздела неособые преобразования и получение полной формы (3.15) по 
сути означают отображение пространства состояний в прямую сумму ,...21 νYYYX ⊕⊕⊕=  

где iY  – A -инвариантные подпространства множества ηHHY KerIm~ ∩= , которым соответ-

ствуют векторы ,
~

im
ii RYy ⊂∈  ,,1 ν=i  im~  –  индексы наблюдаемости, ν  – показатель на-

блюдаемости системы (3.1)–(3.2) (или тройки }}.,{,{ QAD   
 Таким образом, схематично изображенная на рис. 3.1 структура системы (3.4) с точки 
зрения воздействия внешних возмущений на каналы измерения раскрывается в ходе пошаго-
вых преобразований к БФНВ (3.15) и эквивалентна цепочке интеграторов (см. рис. 3.2).  
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 3.2. Структурная схема системы (3.15) 
 
 Рекомендации разработчику. Для восстановления ненаблюдаемого подпространства 
системы (3.16) требуется организовать дополнительные измерения 1доп

ˆ
−= νxDy  так, чтобы 

тройка матриц }},{,ˆ{
11 −− νν xx QAD  была наблюдаема в указанном смысле. Конечно, в реаль-

ной системе возможности по измерению вектора состояния, как правило, ограничены (не все 
координаты могут быть измерены). С другой стороны, формально существует множество 
линейных комбинаций ,1 Dxy =  при которых задача наблюдения может быть решена полно-
стью, или, наоборот, ни одной. С учетом данных фактов на практике нецелесообразно ста-
вить и решать обратную задачу, а именно, исходя из структуры конкретной модели объекта 
управления, с учетом каналов воздействия внешних возмущений определить линейные ком-
бинации измеряемых переменных ,1 Dxy =  при которых система полностью наблюдаема. В 
реальной системе следует перебрать все доступные комбинации выходных переменных (их 
число, как правило, конечно) и связанные с ними возможности по восстановлению вектора 
состояния, пользуясь процедурой, описанной в данном разделе. Выбирается та, которая наи-
более полно удовлетворяет целям управления. Если измерительные возможности не позво-
ляют полностью восстановить вектор состояния или необходимую линейную комбинацию 

,Wx  то тогда требуются дополнительные исследования природы внешних возмущений и, как 
следствие, ослабление условий об их произвольности вплоть до описания некоторой дина-
мической моделью. 
 В следующем разделе описана каскадная процедура синтеза наблюдателя состояния на 
скользящих режимах, за основу которого принимается полная БФНВ (3.15) в предположе-
нии, что исходная система (3.1)–(3.2) полностью наблюдаема. 
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3.3. Каскадный синтез наблюдателя состояния на скользящих режимах 
 
 Построим наблюдатель состояния, структура которого соответствует блочному пред-
ставлению (3.15) (предполагается, что возмущения не доступны для измерения): 
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где nRzzz ∈= )...,,(col 1 ν  – вектор состояния, ,)ˆ,,~(col

~
im

iiii Rzzzz ∈=  )...,,(col 1 νvvv =  – 

вектор корректирующих воздействий наблюдателя, ,)ˆ,,~(col
~

im
iiii Rvvvv ∈=  которые будем 

выбирать в классе разрывных функций так, чтобы решить задачу стабилизации системы 
уравнений относительно невязок zy −=ε , ,)...,,(col 1

nR∈= νεεε  im
iiii R

~
)~,,~(col ∈= εεεε  

записанных согласно (3.15) и (3.18) в виде 
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Сформируем разрывные корректирующие воздействия в виде  
 

,sign~~~
1111 εEMv =  ,sign 1111 εEMv =  ;signˆˆˆ 1111 εEMv =  

,~sign~~~
eq)1( −= iiii vEMv  ,~sign eq)1( −= iiii vEMv  ,~signˆˆˆ eq)1( −= iiii vEMv  ;1,2 −= νi        (3.20) 

,~sign eq)1( −= ννν vMv  
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=
imi IE  ,~~~dim 1 iii mmE ×= +  ),00( ~

ii dmi IE −=  ,~)~(dim iiii mdmE ×−=  

),0(ˆ
iqi IE =  ,~ˆdim iii mqE ×=  ,1,1 −= νi  (.)sign  – векторы соответствующей размерности. 

Амплитуды разрывных управлений (скалярные положительные параметры ,ˆ,,~
iii MMM  

),1,1 νν Mi −=  независимо выбираются в каждом блоке на основе достаточных условий 
возникновения скользящих режимов следующим образом 
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Реализуемость неравенств (3.21), т.е. существование конечных значений амплитуд, следует 
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из предположения об ограниченности невязок ,0const)( >=< ii Ftε  ),;0[ ∞∈∀t  а также 
внешних возмущений (3.2).  
 Как было показано в параграфе 2.3.2, в блоках замкнутой системы (3.19)–(3.21) последо-
вательно возникают скользящие режимы на многообразиях },0{ 11 == εS  },0{ 1−== iii SS ∩ε  

,,2 ν=i  и соотношения iii yz =⇔= 0ε  обеспечиваются за конечное время .01 >> −ii tt   
 Численные значения эквивалентных управлений находятся из соотношений 

1eq
~0~

+=⇒= iii v εε&  ( 1,1 −= νi ). На практике их значения можно получить с выходов линей-
ных фильтров первого порядка с малой постоянной времени 
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Таким образом, с учетом соотношений (3.22) поставленная задача наблюдения решается 

за теоретически конечное время. 
Замечание 3.1. С помощью наблюдателя на скользящих режимах (3.18)–(3.22) может 

быть дополнительно решена задача оценивания линейных комбинаций внешних возмущений 
при установке дополнительных фильтрующих устройств, на входы которых подаются раз-
рывные корректирующие воздействия блоков системы (3.19), содержащих возмущения. 
Пусть в последнем блоке системы (3.19) .~rank ννν mqQ <=  Тогда с помощью неособого пре-
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позволяет получить за теоретически конечное время значения правых частей соответствую-
щих дифференциальных уравнений, поскольку в соответствии с методом эквивалентного 
управления  
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После стабилизации системы (3.19) (т.е. попадания на многообразие }0{ 1−== ννν ε SS ∩  

в момент времени 1−> νν tt ) из выражений (3.24) получим восстановленные текущие значе-
ния линейных комбинаций внешних возмущений 

 
        ),(ˆ)(ˆ

eq tvtQ ii =η  ,,1 ν=i  .νtt ≥           (3.25) 
 
Кроме того, если совместный ранг матриц iQ̂  ),1( ν=i  равен размерности возмущений ,η  то 
можно непосредственно получить текущие значения всех компонент вектора возмущений, и 
впоследствии использовать их в цепи обратной связи для формирования компенсирующего 
управления. Следует отметить, что стандартные наблюдатели с непрерывной коррекцией не 
предоставляют такой возможности в сделанных предположениях о характере внешних воз-
мущений (3.2). Использование каскадного подхода позволяет получить максимум информа-
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ции о состоянии системы и среде ее функционирования по имеющимся каналам измерения. 
Структурная схема i -го блока наблюдателя (3.18) с учетом (3.20), (3.22), (3.23), а также 

указанной в параграфе 2.3.2 (см. замечание 2.2) возможностью реализовать автополку ам-
плитуд разрывных воздействий, представлена на рис. 3.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3.3. Структурная схема i -го блока наблюдателя на скользящих режимах 
 
 Замечание 3.2. Задача наблюдения не измеряемых компонент вектора состояния может 
быть решена с помощью наблюдателя состояния на скользящих режимах пониженного по-
рядка ),~( 1mn −  динамическая модель которого состоит из уравнений только для первых под-
блоков системы (3.15) и соответствующих фильтров: 
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где ,~ 1

~
+∈ im

i Rz  1,1 −= νi  – компоненты вектора состояния укороченного наблюдателя, изме-
ряемые сигналы 11 ˆ, yy  подаются на наблюдатель непосредственно. С учетом первых под-
блоков системы (3.15) и (3.26) получим систему уравнений относительно невязок 
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 Приведем каскадную схему выбора корректирующих воздействий 1
~~ +∈ im

i Rv  )1,1( −= νi  
наблюдателя (3.26)–(3.27), которые приводят к пошаговой стабилизации системы (3.28) и по-
зволяют полностью решить задачу наблюдения.  
 Шаг 1. В первой подсистеме (3.28) при 111

~sign~~ εMv =  за конечное время 0~
1 >t  возникнет 

скользящий режим на многообразии 1111
~~}0~{~ yzS =⇒== ε  при выполнении условия 

>⇒< 111
~0~~ MT εε & ( ) ( )TT yyA 222111 ˆ,,~0,0,~~ εε + . По значениям эквивалентного управления 

( ) ,ˆ,,~~0~
222eq11

Tyyv εε =⇒=&  полученным с помощью фильтра (3.27), где ),(~)(lim eq1101

tvt =
→

τ
µ

 

вычисляем соотношения ,~~~
eq122 vE=ε  ,~

eq122 vEy =  ,ˆˆˆ eq122 vEy =  которые служат для формиро-
вания комбинированных управлений в последующих блоках.  
 Шаг i , 1,2 −= νi . В i -й подсистеме (3.28) сформируем комбинированное управление, 
которое состоит из разрывной и компенсирующей составляющей 

−= −1sign~~~
iiii EMv τ ( ) .ˆ,,0~

11
2

T
jjjjij

i

j
EEA −−

=
∑ ττ  Тогда, пренебрегая собственной динамикой 

фильтрующих устройств (3.27) и с учетом предыдущих построений, получим замкнутую 
систему ( ) ( ) ,~sign~ˆ,,~0,0,~~~

111 ii
T

iii
T

iiii MyyA εεεε −+= +++
&  в которой за конечное время 

1
~~

−> ii tt  возникнет скользящий режим на многообразии iiiii yzSS ~~}~0~{~
1 =⇒== −∩ε  при вы-

полнении условия >⇒< ii
T
i M~0~~ εε & ( ) ( )T

iii
T

iii yyA 111 ˆ,,~0,0,~~
++++ εε . По значениям экви-

валентного управления ( ) ,ˆ,,~~0~
111eq

T
iiiii yyv +++=⇒= εε&  полученным из соотношения 

),(~)(lim eq0
tvt ii

i
=

→
τ

µ
 вычисляем ,~~~

eq11 iii vE ++ =ε  ,~
eq11 iii vEy ++ =  .~ˆˆ eq11 iii vEy ++ =  

 Таким образом, задача наблюдения будет решена за теоретически конечное время 

21
~~

−− > νν tt  после попадания системы (3.28) на многообразие }.~0~{~
211 −−− == ννν ε SS ∩  При 

этом текущие значения неизмеряемых компонент iy~  восстанавливаются с помощью наблю-
дателя (3.26), а ii yy ˆ,  рассчитываются через значения координат фильтрующих устройств 
(3.27). Заметим, что при построении укороченного наблюдателя (3.26)–(3.27) возможность 
восстановить линейные комбинации внешних возмущений η  отсутствует. В то же время, по-
является возможность еще больше расширить класс допустимых возмущений, сняв ограни-
чение (3.2), и считать часть компонент вектора внешних возмущений произвольными изме-
римыми функциями. 
 Кратко сформулируем полученные результаты. 

Каскадный метод распространен на решение задачи наблюдения применительно к ли-
нейным многомерным системам при действии внешних неконтролируемых возмущений. По 
сравнению с известными результатами расширен класс допустимых возмущений за счет не-
гладких функций времени. 

С целью анализа структуры наблюдаемости разработаны процедуры приведения исход-
ных систем к блочным формам наблюдаемости с выделением наблюдаемого подпространст-
ва вектора состояния максимально возможной размерности, в терминах данных преобразо-
ваний сформулированы ранговые условия наблюдаемости линейных систем при наличии 
внешних возмущений (раздел 3.2).  

Разработан алгоритм каскадного синтеза наблюдателя состояния на скользящих режи-
мах, с помощью которого решается задача оценивания не только неизмеряемых компонент 
вектора состояния, но и линейных комбинаций компонент вектора возмущений за теоретиче-
ски конечное время (раздел 3.3). 
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Часть 2. НЕЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ 
 

В последнее время задача наблюдения нелинейных систем изучалась рядом авторов [53, 
62, 73, 75] на основе алгебры Ли. Суть этого подхода заключается в локальном покомпо-
нентном преобразовании нелинейной модели объекта управления к квазилинейному канони-
ческому виду, на основе которого синтезируется асимптотический наблюдатель состояния с 
непрерывными корректирующими воздействиями. При этом, как правило, необходимо точ-
ное знание оператора объекта управления и решение задачи синтеза высокой размерности.  

В нижеследующих главах разработаны каскадные процедуры синтеза задачи наблюдения 
для нелинейных многомерных моделей объектов управления широкого класса. В основу 
процедур положен блочный подход и метод разделения движений, продемонстрированный в 
первой части на примере линейных систем. В отличие от известных канонических представ-
лений вводится блочная форма наблюдаемости с максимальным сохранением нелинейных 
свойств модели объекта управления. Используемый в рамках каскадного синтеза наблюдате-
лей состояния методологический аппарат позволяет конструктивно исследовать структурные 
свойства локальной наблюдаемости нелинейных систем и разработать прямые декомпозици-
онные процедуры синтеза наблюдателей состояния.  

 
 

Глава 4. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ  
НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

 
 

4.1. Постановка задачи 
 
 Рассматривается задача наблюдения многомерной нелинейной динамической системы 
вида 

 
       ),,(),,( uxhyuxfx ==&                (4.1) 
 
где nRXtx ⊂∈)(  – вектор состояния, mRYty ⊂∈)(  – вектор выходных (измеряемых) пере-
менных, pRUtu ⊂∈)(  – вектор управляющих воздействий. Особенность объекта (4.1) по 
сравнению с обычно рассматриваемыми разомкнутыми или аффинными системами заключа-
ется в нелинейном вхождении управления, компоненты которого полагаются известными 
функциями времени. Параметры вектор-функций ),(),,( uxhuxf  известны, предположения 
о возможной неопределенности оператора объекта управления (4.1) будут сделаны по ходу 
изложения.  

Наша цель состоит в распространении на нелинейные системы методик каскадного под-
хода к решению задачи наблюдения, описанных в главах 2, 3 для линейных систем.  

Сформулированная теорема 1.1 о ранговых условиях наблюдаемости линейных систем, 
по сути, означает, что если система наблюдаема, то можно восстановить вектор состояния 

)(tx  по значениям выходных сигналов )(ty  и их производных )(...,),( )1( tyty n−&  в тот момент 
времени, когда проводится оценка состояния, т.е. матрица наблюдаемости H  (1.2) имеет 
полный ранг. 

Для формулировки аналогичной теоремы применительно к системе (4.1) требуется пред-
варительно наложить ряд ограничений на класс рассматриваемых нелинейных систем. Вна-
чале мы сформулируем общие требования, а позже покажем возможности их ослабления в 
зависимости от структуры наблюдаемости системы (4.1). 

Потребуем, чтобы в системе (4.1) строки вектор-функции ),( uxhy =  были непрерывно 
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дифференцируемы n  раз относительно всех своих аргументов в некоторой открытой области 
G  изменения переменных ,, ux  где ,pnRG +⊂  ;UXG ⊕=  ,G  UX ,  – открытые множества. 
Данное требование содержит в себе необходимость существования непрерывных частных 
производных до ( n -1)-го порядка строк вектор-функции ),( uxf  и n  производных компо-
нент вектора ),(tu  и в том числе означает существование и единственность для системы (4.1) 
решения задачи Коши для .),( 00 Gux ∈∀   

Замечание 4.1. Непосредственное вычисление производных высших порядков по управ-
ляющим воздействия )(tu  может оказаться затруднительным на практике. В частности, при 
использовании разрывных управляющих воздействий в цепи обратной связи вообще исклю-
чается возможность их дифференцирования. С целью не ограничивать класс допустимых 
управлений классом многократно дифференцируемых функций, сразу дополним модель объ-
екта управления (4.1) динамическим компенсатором с устойчивыми собственными движе-
ниями 

 
,1++−= iii www&  ,1,1 −= ni  ,uww nn +−=&             (4.2) 

 
где ,p

i Rw ∈  ,,1 ni =  вектор pRu ∈  трактуется как новое управление, представленное лю-
быми измеримыми функциями времени. Система (4.2), где 1wu = , порождает производные 
управления до n -го порядка: ,)(

i
i wu &=  .,1 ni =  В дальнейшем изложении будут фигуриро-

вать обозначения типа  
 

    )...,,,(col 121 +
∗ = ii wwww , ,,0 ni =              (4.3) 

 
где ,1 uwn =+  ,10 ww =∗  ,)1( +∗∗ ⊂∈ ip

ii Rw Ω  .1
∗
+

∗ ⊂ ii ΩΩ  Структурная схема системы (4.2) пока-
зана на рис. 4.1. 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Рис. 4.1. Структурная схема динамического компенсатора (4.2) 

 
В сделанных предположениях и с учетом обозначений (4.2)–(4.3) сформируем систему 

относительно выхода y  и его полных производных до )1( −n -го порядка: 
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где ,)...,,,(col )1( mn

p
n

p RYyyyy ⊂∈= −&  компоненты вектора )1(
1 )( −∗

− ∈ np
n Rtw  полагаются 

известными свободными переменными.  
Сформулируем теорему о ранговых условиях наблюдаемости нелинейных систем ука-

занного класса, по аналогии с теоремой 1.1 для линейных систем. 
Теорема 4.1. Нелинейная система (4.1)–(4.2) наблюдаема в точке 

,),(
0)1(0

pnn
n RGwx +∗∗

− ⊂∈  ∗
−

∗ ⊕= 1nXG Ω  тогда и только тогда, когда укороченная функ-

циональная матрица hJ  частных производных отображения H  (4.4) по компонентам век-
тора состояния ),...,,...,,(col 1 ni xxxx =  где ,Rxi ∈  полного ранга, т.е. 

,),(rank
0)1(0 nwxJ nh =∗

−  где 
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...

...

...

...

, .dim nmnJh ×=            (4.5) 

 
 Доказательство теоремы 4.1. Сформулированные условия удовлетворяют теореме о 
неявной функции [11] и означают, что в сделанных предположениях систему (4.4) можно 
однозначно разрешить относительно ,x  во всяком случае в некоторой открытой окрестности 
V  точки ).,(

0)1(0
∗

−nwx  Действительно, пусть bJ  – базисный минор матрицы ,hJ  т.е. 

,dim nnJ b ×=  .0)),((det
0)1(0 ≠∗

−nb wxVJ  Соответствующие ему n  строк матрицы H  образу-
ют биективное (т.е. взаимно однозначное и сюръективное), регулярное по x  отображение 

bH . Отсюда следует, что обратное отображение 1−
bH  также биективно и регулярно по ,x  и 

компоненты вектора x  локально однозначно определяются из системы 
 

            ).,( 1
1 ∗

−
−= npb wyHx               (4.6) 

 
В теореме 4.1. сформулированы условия локальной наблюдаемости системы (4.1). Если 

предположения теоремы выполняются на открытом множестве ,pnnRG +∗ ⊂  то система счи-
тается глобально наблюдаемой.  

Следует отметить, что в отличие от линейных систем, где свойство наблюдаемости все-
гда глобально и не зависит от управления ,u  в рассматриваемой нелинейной системе (4.1) в 
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общем случае ранг функциональной матрицы hJ  (4.5) зависит от вектора состояний динами-
ческого компенсатора (4.2) и управлений. Например, если одномерной системой ),,( uxfx =&  

Rx ∈  порождается выход ,),( xuuxhy ==  то, очевидно, что условие наблюдаемости нару-
шается при ,0≡u  поскольку при x∀  в точке )0,(x  ,0/ =∂∂ xh  и выражение uyx /=  не оп-
ределено. Следовательно, в конкретных приложениях из допустимого множества pn

n R⊂∗
−1Ω  

может быть выделено подмножество pn
n R⊂−1

~Ω  изображающих точек ,~
11)1(

∗
−−

∗
− ⊂∈ nnnw ΩΩ  

порождаемых системой (4.2), для которых функциональная матрица ),( )1(0
∗

−nh wxJ  (4.5) в 
заданной точке фазового пространства 0xx =  имеет ранг, равный .n   
 На рис. 4.2 схематично представлена структура функциональной матрицы (4.5), блоки 
которой ,/ xh ∂∂  ,/1 xh ∂∂  …, xhn ∂∂ − /1  выстроены горизонтально. Каждый блок содержит m  
строк (выделены пунктирными линиями), которые соответствуют частным производным по 
x  упорядоченных компонент вектора .)...,,(col 1

m
m Ryyy ∈=  Тонированные прямоугольни-

ки состоят из im  строк, υ,1=i  ,( 1+≥ ii mm  ),n≤υ  которые соответствуют строкам блока 
,/1 xhi ∂∂ −  участвующим в образовании базисного минора bJ  функциональной матрицы ,hJ  

т.е. ,...rank 1 υmmJ h ++=  .}/{rank 1 mmxh ≤=∂∂   
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 
 

 
Рис. 4.2. Структура наблюдаемости нелинейной системы (4.1) 

 
По аналогии с линейными системами здесь im  – индексы наблюдаемости, υ  – показа-

тель наблюдаемости нелинейной системы (4.1). Очевидно, что если ,
1

nmi
i

=∑
=

υ
 то система 

наблюдаема. В противном случае имеет место ненаблюдаемое подпространство вектора со-

стояния размерности ,0
1

>− ∑
=

i
i

mn
υ

 и задачу наблюдения невозможно решить в полной мере 

без дополнительных измерений. 
Показанная на рис. 4.2 структура наблюдаемости нелинейной системы (4.1) является ос-

нованием для ослабления первоначальных требований к существованию частных производ-
ных высших порядков вектор-функции ),( 0wxh  и несколько расширяет класс рассматри-
ваемых систем. Например, для схемы, изображенной на рис. 4.2, при ,1>m  n<υ  и 
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,
1

nmi
i

=∑
=

υ
 строки ),,( 0wxh  соответствующие компонентам ,, 21 yy  должны быть непре-

рывно дифференцируемы υ  раз; строка, соответствующая ,jy  четыре раза; iy  – два раза; 

mm yy ,1−  – один раз. Данное требование включает в себя существование соответствующих 
частных производных до )1( −υ -го порядка вектор-функции ),( uxf  и υ  производных 
управления )(tu  (или наличие υ  блоков динамического компенсатора (4.2)). Данные требо-
вания могут быть выявлены только в процессе формирования базисного минора .bJ  

Как было показано в предыдущих главах, при решении задачи наблюдения в рамках кас-
кадного подхода не требуется априорной проверки условий разрешимости задачи, сформу-
лированных в теореме 4.1. В разделе 4.2 для нелинейной системы (4.1) разработана конст-
руктивная пошаговая процедура локальных диффеоморфных преобразований к блочно-
канонической форме наблюдаемости (БКФН). По построению структура БКФН будет экви-
валентна базису функциональной матрицы (4.5), что позволит непосредственно выделить 
наблюдаемое подпространство максимальной размерности и избежать избыточных преобра-
зований. На основе БКФН в разделе 4.3 разработаны декомпозиционные процедуры синтеза 
наблюдателей состояния с различными типами корректирующих воздействий, выбор кото-
рых обусловливается предположениями о параметрической неопределенности оператора 
объекта управления. 
 
 

4.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости 
 

Процедура приведения нелинейной системы к блочно-канонической форме наблюдаемо-
сти (БКФН). 
 

Задача приведения к БКФН для нелинейной системы, записанной в общем виде (4.1), 
решается локально в некоторой открытой окрестности изображающей точки 

pnRGwxV +∗ ⊂∈ 000 ),(
0

 с пошаговыми заменами координат и расширением пространства 

состояний ,),(...,,),( 1)1(0
2

110 00

υ
υυ

pnpn RGwxVRGwxV +
−

∗
−

+∗ ⊂∈⊂∈  где точка 
)1(

0 ),(
0

++∗ ⊂∈ ipn
ii RGwx  является проекцией точки )2(

1)1(0 ),(
0

++
+

∗
+ ⊂∈ ipn

ii RGwx  на множе-

ство .iG  Справедливость нижеследующих преобразований для открытого множества 
υ

υ
pnRG +

− ⊂1  или некоторого его подмножества может быть установлена на практике при 
рассмотрении конкретных систем. 

Шаг 1. а) Пусть 0}/{rank 1 ≠=∂∂ mxh  в .),(
000

pnRGwxV +∗ ⊂∈  Если ,1 mm <  то переста-
новкой строк представим вектор выходных переменных в виде  
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=

∗

∗
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),(~

00

001

wxh

wxh
y
y

y , 

 
где ,}/~{rankdim 101 mxhy =∂∂=  компоненты вектора 1mmRy −∈  отбрасываются. В свою оче-
редь вектор состояния системы (4.1) может быть расщеплен так 

,,),,(col 11
1111

mnm RxRxxxx −∈∈=  чтобы .}/),,(~{rank 110110 mxwxxh =∗ ∂∂  В силу теоремы о 

неявной функции отображение 0
~h  инъективно (взаимно однозначно) относительно ,1x  что 
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позволяет выполнить диффеоморфную замену переменных 







→








=

1

1

1

1

x
y

x
x

x , ,1
11

mRYy ⊂∈  

.
00 11 yx →  После дифференцирования и обратной подстановки ),,(~

011
1

01
∗−= wxyhx  система 

(4.1) будет представлена в виде двух подсистем 
 

).,,(),,,( 0111111111
∗∗ == wxyfxwxyhy &&              (4.7) 

 
 Правомерность отбрасывания вектора y  подтверждается тем, что при подстановке в 
вектор-функцию ),,( 0110

∗wxxh  выражения ),,(~
011

1
01

∗−= wxyhx  получим в рассматриваемой 

точке ,0}/),,({rank 10110 =∗ xwxyh ∂∂  поскольку 0}/{rank 10 ≠xh ∂∂  означает, что 
,}/{rank 1mxh >∂∂  что противоречит сделанным предположениям. 

 Замечание 4.2. Если условие 0}/{rank 1 ≠=∂∂ mxh  выполняется на всем допустимом 
множестве изменения переменных ,, 0

∗wx  то замена переменных 11 yx →  глобальна и инъек-
тивна в каждой точке этого множества (обратное, вообще говоря, неверно [11]).  
 б) Пусть в первом уравнении системы (4.7) выполняется условие .0}/{rank 211 ≠= mxh ∂∂  
Если ,12 mm <  то для выделения строк, правые части которых участвуют в образовании ба-
зисного минора bJ  функциональной матрицы hJ  (4.5), расщепим первое уравнение системы 

(4.7) на две подсистемы относительно переменных ),~(col 111 yyy =  так ),,,(~~
11111
∗= wxyhy&  

),,,( 11111
∗= wxyhy&  чтобы ,}/~{rank~dim 2111 mxhy == ∂∂  .21

1
mmRy −∈   

 Если ,dim 12 xm <  то переходим ко второму шагу, на котором описанные преобразования 
аналогичным образом применяются ко второму уравнению (4.7), для которого в качестве 
фиктивного выхода принимается вектор ),,,(~

11112
∗= wxyhy  ,~dimdim 212 myy ==  и т.д.  

Шаг i . Продолжая указанную процедуру, на i -ом шаге, с учетом сделанных замен пере-
менных, рассматривается система 

 
 ),,,...,,(~),,,...,,( 11111211111

∗
−−−−

∗
−−−−− == iiiiiiiiii wxyyhywxyyfx&            (4.8) 

 
где вектор im

ii RYy ⊂∈  трактуется как фиктивный выход, и в силу процедуры 

,0}/~{rank 11 ≠=−− iii mxh ∂∂  ,
00 jj yx →  ,1,1 −= ij  =< −1dim ii xm .... 11 −−−− immn  

а) Представим вектор состояния системы (4.8) в виде ),,(col1 iii xxx =−  
ii mmn

i
m

i RxRx −−−∈∈ ...1,  так, чтобы .}/),,,...,,(~{rank 1111 iiiiiii mxwxxyyh =∗
−−− ∂∂  Поскольку 

отображение 1
~

−ih  инъективно относительно ,ix  то после диффеоморфной замены перемен-

ных ,ii yx →  дифференцирования и обратной подстановки ),,...,,(~
11

1
1

∗
−

−
−= iiiii wxyyhx  сис-

тема (4.8) представима в виде 
 

).,,...,,(),,,...,,( 111
∗
−

∗ == iiiiiiiiii wxyyfxwxyyhy &&             (4.9) 
 
Существенно, что после подстановки ),,...,,(~

111
1
1

∗
−−

−
−= iiiii wxyyhx  в выражение предыду-

щего шага ),,,...,,( 11111
∗
−−−− = iiiiii wxxyyhy&  получим .0}/{rank 1 =∂∂ − ii xh  

 б) Пусть в первом уравнении системы (4.9) выполняется условие 
.0}/{rank 1 ≠= +iii mxh ∂∂  Если ,1 ii mm <+  то расщепим первое уравнение системы (4.9) 
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    ),,,...,,(~~
1

∗= iiiii wxyyhy&  ),,...,,( 1
∗= iiiii wxyyhy&           (4.10) 

 
так, чтобы ),,~(col iii yyy =  ,}/~{rank~dim 1+== iiii mxhy ∂∂  .1+−∈ ii mm

i Ry  Если ,dim1 ii xm <+  то 
переходим к следующему шагу, на котором описанные преобразования аналогичным обра-
зом применяются ко второму уравнению (4.9), для которого в качестве фиктивного выхода 
принимается вектор ),,,...,,(~

11
∗

+ = iiiii wxyyhy  ,1
11

+⊂∈ ++
im

ii RYy  и т.д.  
 На каждом шаге размерность исходного вектора состояния уменьшается, и данная про-
цедура закончится за конечное число шагов. Предположим, что на ( 1−υ )-м шаге в системе 

 
  ),,,...,,(),,,...,,( 211111111111

∗
−−−−−

∗
−−−−− == υυυυυυυυυυ wxyyfxwxyyhy &&          (4.11) 

 
где ,dim 11 −− = υυ my  ,...dim 111 −− −−−= υυ mmnx  ,}/{rank 11 υυυ ∂∂ mxh =−−  выполняется одно 
из условий (*) или (**) окончания процедуры, приводимые ниже. 
 Если в системе (4.11) выполнено условие 

 

       i
i

mnm ∑
−

=

−=
1

1

υ

υ        (*) 

 
или ,dim 1−= υυ xm  то исходная система (4.1) является локально наблюдаемой и приводится к 
полной БКФН, состоящей из υ  блоков, каждый из которых, кроме последнего, в общем слу-
чае расщеплен на два подблока 

 
           ),,(;1,1),,(,~

11
∗∗∗

−
∗

+ =−=== υυυυ υ wyhyiwyhyyy iiii &&&          (4.12) 
 
где ,)...,,(col 1

nRYyyy ⊂∈= ∗∗
υ  ,0~dimdim),,~(col 11 ≠=== ++ iiiiii myyyyy  ,1+−∈ ii mm

i Ry  

.1,1 −= υi  В частном случае, когда размерности блоков равны, т.е. ,0dim =iy  1,1 −= υi  и 
,1mn ⋅=υ  форма (4.12) принимает квазилинейный блочный вид 

 
).,...,,(,1,1, 11

∗
+ =−== υυυυυ wyyhyiyy ii &&           (4.13) 

 
 Если в системе (4.11) выполнено условие 

 
           0=υm       (**) 
 
при ,0dim 1 ≠−υx  то процедура заканчивается, и в новых переменных исходная система (4.1) 
принимает вид не полной блочно-наблюдаемой формы: 

 

         
),,,...,,(),,,...,,(

;2,1),,,...,,(,~

211111111111

21111
∗

−−−−−
∗

−−−−−

∗
−−−+

==

−===

υυυυυυυυυυ

υυυ υ

wxyyfxwxyyhy

iwxyyhyyy iiii

&&

&&
         (4.14) 

 
где компоненты вектора ,1−υx  0...dim 1211 >−−−−= −− υυ mmmnx  составляют ненаблюдае-

мое подпространство. Соответственно переменные im
i Ry ∈  )1,1( −= υi  составляют наблю-

даемое подпространство максимально возможной размерности .... 121 nmmm <+++ −υ   
 Таким образом, к теореме 4.1 можно добавить эквивалентное утверждение в терминах 
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описанных преобразований. 
 Теорема 4.2. Нелинейная система (4.1)–(4.2) локально наблюдаема тогда и только то-
гда, когда она приводима к полной блочно-канонической форме наблюдаемости (4.12) в точ-
ке υ

υυ
pnRGwx +

−
∗

− ⊂∈ 1)1(0 ),(
0

 и ее проекциях )1(
0 ),(

0

++∗ ⊂∈ ipn
ii RGwx , .0,2−=υi  

 Доказательство теоремы 4.2. Необходимость. Если в результате описанных преобразо-
ваний по условию (**) будет получена неполная форма наблюдаемости (4.14), где по по-
строению ,0}/{rank 1 =∂∂ −υxhi  ,2,1 −= υi  ,0}/{rank 11 =∂∂ −− υυ xh  то это означает, что указан-
ные матрицы частных производных нулевые и их дальнейшее дифференцирование по 1−υx  
также приведет к нулевым матрицам. Следовательно, ни одна из компонент вектора 1−υx  не 
может быть однозначно выражена из уравнений относительно выхода и его производных 

,2,1),,,...,,( 2111 −== ∗
−−− υυυυ iwxyyhy ii

&  ),,,...,,( 111111
∗

−−−−− = υυυυυ wxyyhy&  и вектор 
,1−υx  0...dim 1211 >−−−−= −− υυ mmmnx  составляет ненаблюдаемое подпространство.  
Достаточность. В полученной по условию (*) полной форме наблюдаемости (4.12) 

компоненты вектора nRy ∈∗  (который составляют координаты вектора 
,)...,,,(col )1( mnn

p Ryyyy ∈= −&  соответствующие базисному минору bJ  функциональной 
матрицы hJ  (4.5)) связаны взаимно однозначными зависимостями =iy  

),,,...,,(~
1111

∗
−−−= iiiii wxxyyh  ),1( υ=i  с координатами исходной системы ,ii xy ↔  

,)...,,(col 1
nRxxx ∈= υ  ,im

i Rx ∈  поскольку ,}/~{rank 1 iii mxh =− ∂∂  ,...1 nmm =++ υ  и 
),,( 11 xxx =  ,1 υυ xx =−  ),,(col 11 ++= iii xxx  ,...dim 1 ii mmnx −−−=  по индукции 

),...,,,(col 21 υxxxx iii ++=  .2,1 −= υi  Непосредственно вычислив соответствующие произ-
водные выхода или восстановив их с помощью наблюдателя состояния (см. следующие раз-
делы), координаты исходной системы (4.1)–(4.2) локально однозначно находятся с помощью 
последовательных обратных преобразований 

 
      ,1,1),,...,,,...,,(~),,...,,(~

111
1
111

1
1 −=== ∗

−+
−
−

∗
−

−
− υυυυυυ iwxxyyhxwyyhx iiiii      (4.15) 

 
если параметры вектор-функций ih~  известны. В случае, когда система (4.15) не имеет анали-
тического решения, для определения координат исходной системы следует воспользоваться 
численными методами [10].  

Структурная схема БКФН (4.12) представлена на рис. 4.3.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

Рис. 4.3. Структурная схема БКФН (4.12) 
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Полученный квазилинейный блочный вид отличается от известных канонических пред-
ставлений с использованием алгебры Ли более компактным, блочным принципом организа-
ции. Количество интеграторов в блоках равно размерности векторов ,,~

ii yy  ,1,1 −= υi  υy  и 
соответствует структурной схеме наблюдаемости, показанной на рис.4.1.  

Логическая последовательность неособых преобразований вектора состояния системы 
(4.1) в БКФН (4.12) изображена на рис. 4.4.  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 

 
Рис. 4.4. Последовательность неособых преобразований к БКФН 

 
 

4.3. Каскадный синтез наблюдателя состояния на скользящих режимах  
 

Разработанные методики каскадного синтеза наблюдателей состояния на основе метода 
разделения движений в классе систем с глубокими обратными связями (см. параграф 2.3.1) и 
разрывными управлениями (см. параграф 2.3.2) для линейных систем могут быть распро-
странены и на рассматриваемый нелинейный случай. Как было отмечено, непосредственное 
использование алгоритмов с глубокими обратными связями представляет скорее теоретиче-
ский интерес, поэтому в данном разделе мы ограничимся построением наблюдателя на 
скользящих режимах. Возможности практической реализации наблюдателя с глубокими об-
ратными связями в допредельной ситуации будут рассмотрены в разделе 4.4. 
 Наблюдатель состояния имеет блочную структуру, соответствующую представлению 
системы (4.1) в виде БКФН (4.12):   

 
            ,),(;1,1,),(,~~

11 υυυυυ υ vwzhzivwzhzvzz iiiiii +=−=+=+= ∗∗∗
−

∗
+ &&&          (4.16) 

 
где nRzzzz ∈=∗ )...,,,(col 21 υ  – вектор состояния, ;1,1),,~(col −== υizzz iii  =izdim  

;,1,dimdim υ==== imvy iii  ),,~(col iii vvv =  υυ vi ,1,1 −=  – разрывные корректирующие 
воздействия наблюдателя, которые выбираются далее так, чтобы обеспечить стабилизацию 
невязок ,iii zy −=ε  поведение которых согласно (4.12), (4.16) описывается следующей сис-
темой дифференциальных уравнений:  

 

  
.),(),(

;1,1,),(),(,~~
111

υυυυυυ

υυ

εε

υεεεε

vwzhwzh

ivwzhwzhv iiiiiii

−−+=

−=−−+=−=
∗∗∗∗∗

∗
−

∗∗
−

∗∗
+

&

&&
         (4.17) 
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Вектор состояния системы (4.17) nR∈=∗ )...,,,col( 21 υεεεε  состоит из подвекторов 

,),~(col im
iii R∈= εεε  где ,1+∈ im

i Rε  ,1+−∈ ii mm
i Rε  .1,1 −= υi  В каждом подблоке системы 

(4.17) размерность вектора состояния совпадает с размерностью корректирующих воздейст-
вий, что является предпосылкой независимого решения элементарных задач синтеза (стаби-
лизации).  

Предполагается, что область изменения переменных ∗ε  открыта и ограничена в какой-
либо норме const,=< ∗∗ Fε  и в системе (4.17) выполняются следующие ограничения: 

 

    
,),(),(

;1,1,),(),(;,1, 11

υυυυυυ

υυ

ε∆

υε∆υε

Fwzhwzhh

iFwzhwzhhiF iiiiii

<−+=

−=<−+==<

∗∗∗∗∗

∗
−

∗∗
−

∗∗

      (4.18) 

 
где ,iF  iF  – известные константы. 

В наблюдателе на скользящих режимах осуществляется декомпозиция задачи синтеза на 
независимо решаемые подзадачи меньшей размерности при пошаговом формировании раз-
рывных корректирующих воздействий в каждом блоке, и задача стабилизации системы (4.17) 
решается за теоретически конечное время. Для упрощения изложения нижеследующий алго-
ритм представлен в блочном виде без покомпонентной детализации. 

Сформируем разрывные корректирующие воздействия в виде 
 

    
,~sign;1,2,~sign,~sign~~~

;sign,sign~~~

eq)1(eq)1(eq)1(

11111111

−−− =−===

==

υυυυ

εε

vMvivEMvvEMv

EMvEMv

iiiiiiii

       (4.19) 

 
где ),0(~

1+
=

imi IE  ,~dim 1 iii mmE ×= +  ),0(
1+−=

ii mmi IE  ,)(dim 1 iiii mmmE ×−= +  ,1,1 −= υi  
(.)sign  – векторы соответствующих размерностей. Амплитуды разрывных корректирующих 

воздействий выбираются с учетом (4.17)–(4.18) независимо в каждом блоке на основании 
достаточных условий возникновения скользящих режимов  

 
         ,~0~~

1+>⇒< iii
T

i FMεε &  ,0 iii
T

i FM >⇒<εε &  ;1,1 −= υi  .0 υυυυ εε FMT >⇒<&          (4.20) 
 
В первом блоке замкнутой системы (4.17)–(4.20) возникнет скользящий режим по многооб-
разию },0{ 11 == εS  },0~{~

11 == εS  и за конечное время обеспечиваются соотношения 11 yz =  
при ,01 >t  ,~~

11 yz =  ,~0~
2eq11 εε =⇒= v&  при ,0~

1 >t  что обусловливает возникновение скользя-

щих режимов в подблоках второго блока ,~sign~~
2232 εεε M−=&  ,sign 2222 εε Mh −∆=&  где соот-

ношения },~0~{~
122 ∩SS == ε  ,~~

22 yz =  ,~0~
3eq22 εε =⇒= v&  },~0{ 122 ∩SS == ε  22 yz =  выпол-

няются за теоретически конечное время 12
~~ tt > , 12

~tt >  соответственно. По индукции, в i -м 
блоке выполнятся соотношения  

 
          1eq11

~0~,~~},~0~{~,~sign~~
+−+ =⇒====−= iiiiiiiiiiii vyzSSM εεεεεε && ∩          (4.21) 

 
при 1

~~
−> ii tt  и ,sign iiii Mh εε −∆=&  },~0{ 1∩ −== iii SS ε  ii yz =  при ,~

1−> ii tt  ;1,2 −= υi  

,sign υυυυ ε∆ε Mh −=&  },~0{ 1∩ −== υυυ ε SS  υυ yz =  при ,~
1−> υυ tt  что приведет к полной ста-

билизации невязок 0=∗ε  и решению задачи оценивания ∗∗ = yz  за теоретически конечное 
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время },...,,max{ 11 υυ tttt −
∗ = . Заметим, что попадание на многообразие скольжения ,iS  

1,2 −= υi  во втором подблоке каждого блока связано с предыдущими построениями, но не 
оказывает влияние на последующие. Для непосредственного получения эквивалентных зна-
чений разрывных корректирующих воздействий, как и раньше, используются линейные 
фильтры с малой постоянной времени (2.29), (2.31). Структурная схема наблюдателя на 
скользящих режимах для нелинейной системы аналогична структурной схеме наблюдателя 
для линейной системы (см. рис. 2.3). 

Заметим, что размерность наблюдателя на скользящих режимах может быть понижена 
на величину ( 21 mm − ) за счет второго подблока первого блока относительно 1z . Вместе с 
этим, при необходимости можно использовать несколько иную методику, а именно постро-
ить наблюдатель состояния в виде 

 
,~~

121 vzz +=&  ;~~
iii vzz +=&  ;1,2),,,( 11 −== ∗

−
∗ υυ iwzyhz ii

&  ),,,( 1
∗∗= υυυ wzyhz&          (4.22) 

 
где iv~  соответствуют (4.19), в последних уравнениях корректирующие воздействия отсутст-
вуют, а сигнал 1y  подается непосредственно с выхода объекта управления вместо .1z  Диф-
ференциальные уравнения относительно невязок ,~~~

iii zy −=ε  υ,1=i  с учетом (4.12), (4.22), 
а также фильтров (2.29), (2.31), принимают вид (4.21), т.е. за теоретически конечное время  
осуществляется стабилизация переменных ,0~ =iε  и решается задача оценивания .~~

ii yz =  За-

дача стабилизации переменных ,iε  ;1,2 −= υi  υε  не ставится, а для оценки векторов 

υυ yiyi ;1,2, −=  непосредственно используются величины эквивалентных управлений: 

,~
eq111 iiii vEzy +++ +=  ,2,1 −= υi  .~

eq)1( −+= υυυ vzy   
 Рассмотрим возможность получения дополнительной информации об объекте управле-
ния (4.1) с помощью наблюдателя на скользящих режимах. Если в ходе процедуры приведе-
ния модели объекта управления к БКФН в правых частях дифференциальных уравнений не 
выполнять замену переменных, то соотношения i -го шага примут вид ),,( ∗= iii wxhy&  

),,(,),(~~
1

∗
+

∗ === iiiiiii wxhyywxhy &&  nRxxx ∈= )...,,(col 1 υ  и  
 

    == ++ 11 dimdim ii xy =+ }/{rank 1ii xh ∂∂ .}/~{rank 11 ++ = iii mxh ∂∂          (4.23) 
 
При необходимости выполнения обратных преобразований (4.15) или в виде 

),,...,,,,...,,(~
211

1
1

∗
++

−
+ = iiiiii wxxyxxhx υ  1,0 −= υi  потребуется знание соответствующих 

операторов. В тоже время в выражениях ),(;1,1),,( ∗∗ −= υυυ wxhiwxh ii  допустима пара-
метрическая неопределенность при условии, что она не оказывает влияние на ранговые со-
отношения (4.23). Тогда указанные вектор-функции можно трактовать как внешние возму-
щения, которые предполагаются ограниченными в какой-либо норме  

 
υ,1,),( =<∗ iFwxh iii             (4.24) 

 
и могут быть оценены с помощью наблюдателя на скользящих режимах. В рассматриваемом 
случае блоки наблюдателя (4.16), (4.19) (с учетом (4.18), (4.24)) и системы относительно не-
вязок (4.17) примут вид (4.21), где 1,1 −= υi  и 

 
        ,ii vz =&  ,),( iiii vwxh −= ∗ε&  ;1,1 −= υi  ,υυ vz =&  .),( υυυυε vwxh −= ∗&          (4.25) 
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Дополнительная установка фильтров для определения ,eqiv  ;1,1 −= υi  υv  позволит получить 
следующие текущие оценки: 

 

        
).,()()(lim,

;1,1),,()()(lim,,

eq0

eq0
1

∗

→

∗

→

−

==+−=

−===∈+−= +

υυυυµυυυυ

µ

τττµ

υττττµ

υ

wxhtvtv

iwxhtvtRv iiii
mm

iiiii
i

ii

&

&
         (4.26) 

 
 Необходимость в дополнительной информации (4.26) может возникнуть в случае, когда 
задача управления и наблюдения решается в одних и тех же терминах, например, при фор-
мировании комбинированных управлений в автономных системах.  
 Структурная схема наблюдателя (4.21), (2.29) представлена на рис. 4.5  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.5. Структурная схема наблюдателя на скользящих режимах пониженной размерности 
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 Приведенные в данном разделе алгоритмы построения наблюдателей на скользящих ре-
жимах могут быть реализованы при условии, что шумы в каналах измерения отсутствуют. В 
противном случае потребуются алгоритмы с непрерывной коррекцией, которые предложены 
в следующем разделе. 
 
 

4.4. Каскадный синтез наблюдателя состояния с непрерывными корректирующими 
воздействиями 

 
Для сохранения декомпозиции задачи синтеза при непрерывной коррекции будем опи-

раться на результаты раздела 2.4, что потребует предварительного преобразования линейной 
части БКФН к верхнему треугольному виду с наперед заданными матрицами на главной диа-
гонали. Для дальнейшего изложения представим БКФН (4.12) в виде с неявным разделением 
на подблоки: 

 
   ),,( 1211

∗
−

∗
+ += υwyhEyEy iiiii&  ;1,1 −= υi  ),,( ∗∗= υυυ wyhy&          (4.27) 

 

где ,1
1

+×∈ ii mm
i RE  








= +

0
1

1
im

i
I

E , )(
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1+−×∈ iii mmm
i RE , 








=

+− 1

0
2

ii mm
i I

E , ,1,1 −= υi  ,
1+imI  

1+− ii mmI  – 

единичные матрицы указанных размерностей. 
 

Процедура преобразования системы (4.27) к верхнему треугольному виду. 
 

Для системы (4.27) вводятся новые переменные состояния ),...,,(col 1 υqqq =∗  

iii myq == dimdim  и неособая замена переменных: 
 

     ,1

2

1
iiij

i

j
iji yyLyWq +−= −

∗
−

=

∗∑  ,,1 υ=i           (4.28) 

 
где ,0,, 211 =∗∗∗

jj WLW  ,ji mm
ij RW ×∗ ∈  ( )0ijij WW =∗ , ,1+×∈ ji mm

ij RW  ,1−×∗ ∈ ii mm
i RL  ( ),0ii LL =∗  

ii mm
i RL ×∈  – матрицы с постоянными коэффициентами, которые будут выбраны позже при 

синтезе наблюдателя состояния.  
Запишем дифференциальные уравнения для новых переменных состояния ∗q  (4.28), 

подставляя в них выражения из системы (4.27): 
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         (4.29) 

 
Учитывая, что ,1 ijjij WEW =∗  ,02 =∗

jij EW  ;2,1 −= ij  ,020 =W  ,,0 21 υυυ mIEE ==  

,1,1 iii LEL =−
∗  ,02,1 =−

∗
ii EL  систему (4.29) можно переписать в виде: 

 
);,( 11122111
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       ),,( 12111
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Из системы (4.28) находим соотношения  
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которые подставляем в систему (4.30) следующим образом: 
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),,()( 121111
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+ ++−+ υwqhEqEqLLE iiiiiiii  ;1,2 −= υi  
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υυυ& 12, )( −
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− −+ υυυυυ yLLW υυ qL− ).,( ∗∗+ υυ wqh  

 
В уравнения относительно ),3( υ=iqi&  системы (4.32) положим равными нулю множители 

при jy  )1,2( −= ij : 
 

,011,111, =−−+ ∗∗
+

∗
+

∗
− ijiijiiijiji WLEWEWLW  ;2,2 −= ij  

,0111,112, =+−− ∗∗
+

∗
−+

∗
− iiiiiiiiii LLEWELLW  ;1,3 −= υi           (4.33) 

,01, =+ ∗
− jj WLW υυυ  ;2,2 −= υj  ,02, =− ∗

− υυυυ LLW  
 
откуда получаем выражения для последовательного вычисления коэффициентов матриц W  
снизу вверх, которые зависят от коэффициентов матриц L  следующим образом: 

 
;2,

∗
− = υυυυ LLW  ,1,

∗
− −= jj WLW υυυ  ;2,2−=υj  

     ,111,112,
∗∗

+
∗

−+
∗

− −+= iiiiiiiiii LLEWELLW  ;3,1−=υi           (4.34) 

,11,111,
∗∗

+
∗
+

∗
− ++−= ijiijiiijiji WLEWEWLW  .2,2−= ij  

 
С учетом (4.33), систему (4.32) можно теперь записать в виде 

 
);,( 111221112111
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∗∗ ++= υwqhEqEqLEq&  
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11qWLq ∗= υυυ& υυ qL− ).,( ∗∗+ υυ wqh  
 

Для системы (4.27), преобразованной к виду (4.35), строится наблюдатель с вектором со-
стояния )...,,(col 1 υzzz =∗ , ,,1,dimdim υ== izq ii  который имеет блочную структуру, ана-
логичную (4.35): 
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11zWLz ∗= υυυ& υυ zL− ,),( υυυ vwzh ++ ∗∗  
 
где iv  ( υ,1=i ) – управляющие воздействия наблюдателя, которые выберем в виде 

 
     );( 1111 zqLv −=  ;1,2),)(( 111111,111 −=−−−= ∗∗

+
∗
+

∗ υizqWLEWEWLv iiiiiiii          (4.37) 

),( 111 zqWLv −= ∗
υυυ  

 
где 11

1
mmRL ×∈  – диагональная матрица с постоянными коэффициентами. Тогда, относитель-

но невязок iii zq −=ε  (принимая во внимание выражения (4.35)–(4.37)) получим верхнюю 
треугольную относительно линейной части замкнутую систему вида 
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Так же как и в линейных системах (см. раздел 2.4), в рассматриваемом нелинейном случае 
вид (4.38) является предпосылкой декомпозиции задачи синтеза (выбора коэффициентов 
обратной связи ,iL  υ,1=i ), которая разделяется на последовательно решаемые (снизу 
вверх) подзадачи, размерность которых равна размерности блоков. Отличие заключается в 
том, что в сделанных предположениях только об ограниченности нелинейных составляющих 
(4.18) устойчивость системы (4.38) с заданной точностью может быть обеспечена в общем 
случае при организации глубокой обратной связи ∞→= )(diag iki lL  (доказательство данного 
факта здесь не приводится, поскольку не имеет непосредственного практического значения). 
В то же время, если конкретизировать тип нелинейностей и предположить, что они удовле-
творяют, например, условиям Липшица, можно обеспечить асимптотическую устойчивость 
системы (4.38) с желаемыми темпами сходимости и при конечных коэффициентах наблюда-
теля. Данные утверждения сформулируем в виде двух теорем, для доказательства которых 
будет использован второй метод Ляпунова для исследования достаточных условий устойчи-
вости замкнутых систем, записанных относительно невязок. При синтезе квадратичных 
форм также применяется каскадный принцип [71, 81], что позволит получить соотношения 
для независимого выбора коэффициентов наблюдателя состояния в каждом блоке системы 
(4.38) в виде неравенств. 

Теорема 4.3. Пусть область изменения переменных ∗ε  открыта и ограничена в какой-
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либо норме const,=< ∗∗ Fε  и в системе (4.38) выполняются соотношения (4.18). Тогда су-

ществуют конечные значения коэффициентов матриц ,,1, υ=iLi  которые позволяют ре-
шить задачу стабилизации системы (4.38) с заданной точностью  

 
            υ∆ε ,1, =< iii             (4.39) 

 
и, следовательно, получить оценки преобразованных переменных ∗q  с заданной точностью. 

Доказательство теоремы 4.3. В соответствии с исходным представлением координат 
системы (4.38) в виде ),,~(col iii εεε =  ,~ 1+∈ im

i Rε  ,1+−∈ ii mm
i Rε  положим 
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, ,1,1 −= υi             (4.40) 

 
где (без ограничения общности) матрицы ,~ 11 ++ ×∈ ii mm

i RL  )()( 11 ++ −×−∈ iiii mmmm
i RL  имеют диаго-

нальный вид. Произведем дополнительное разбиение вектора состояния  
 

         ),~...,,~,~(col~
1,1, +−= iiiii εεεε υυ  ,~,~ 1+−∈∈ jj mm

ij
m

i RR εε υ
υ  .1,1 +−= ij υ          (4.41) 

 
Группировка компонент векторов iε~  (4.41) раскрывает связи между переменными подблоков 
различных блоков, которые следуют из структуры наблюдаемости исходной системы (4.1), 
показанной ранее покомпонентно в терминах исходной системы на рис. 4.2. Проиллюстри-
руем разбиение (4.41) с помощью условной диаграммы, представленной на рис. 4.6 на при-
мере системы, расщепленной на 5 блоков ( 5=υ ). Высота прямоугольников соответствует 
размерности соответствующих векторов.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 4.6. Структура разбиения (4.41) 
 

Для простоты изложения положим диагональные элементы матриц iL  ( 1,1 −= υi ) и υL  
равными между собой: ;0const >=il  ,0const >=υl  соответственно. Для диагональных эле-
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ментов матриц )~(diag~
iki lL =  предположим, что ,0const~

>=ikl  ,,1 1+= imk  1,1 −= υi  и 
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Тогда с учетом обозначений (4.40)–(4.42) систему (4.38) можно переписать в виде: 
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,iiii hl ∆εε +−=&  ;1,1 −= υi  =υε& .υυυ ∆ε hl +−  
 
В соответствии с разбиением (4.40), (4.41) можно детализировать условие (4.39) сле-

дующим образом: 
 

,~~
ijij ∆ε <  ;1, += ij υ  ,ii ∆ε <  .1,1 −= υi           (4.44) 

 
Рассмотрим для системы (4.43) квадратичную форму ∗V  в виде суммы квадратичных форм 
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Покажем, что общую оценку производной ∗V&  квадратичной формы (4.45) можно получить, 
оценивая последовательно производные каждого слагаемого выражения (4.45). Запишем 
производные слагаемых выражения (4.45) на траекториях системы (4.43), для которых с уче-
том (4.18) справедливы следующие оценки:  
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≤+−= )( iii
T
ii hlV ∆εε&

iiiii Fl εεε +− , ;1,1 −= υi  

(TV υυ ε=& ≤+− )υυυ ∆ε hl .υυυυυ εεε Fl +−  
 
Рассмотрим два последних уравнения системы (4.46). Производные ,0<iV&  ,1,1 −= υi  
0<υV&  при выполнении условий ,/ iii Fl ε>  ,/ υυυ εFl >  и векторы состояния сходятся в 

области 
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           (4.47) 

 
Решению задачи оценивания с заданной точностью (4.39) соответствующих компонент (4.44) 
удовлетворяют следующие неравенства для независимого выбора коэффициентов наблюда-
теля: 
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 Рассмотрим второе и третье уравнения системы (4.46). Производные ,0~
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Решению задачи оценивания соответствующих компонент с заданной точностью (4.39), 
(4.44) удовлетворяют следующие неравенства для независимого выбора коэффициентов на-
блюдателя: 
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 И, наконец, рассмотрим первое уравнение системы (4.46). Производные ,0~ <ijV&  
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          (4.51) 

 
Решению задачи оценивания соответствующих компонент с заданной точностью (4.39), 
(4.44) удовлетворяют следующие неравенства для независимого назначения коэффициентов 
корректирующих воздействий наблюдателя: 
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          (4.52) 

 
При выборе диагональных элементов матриц ,iL  ( υ,1=i ) в виде (4.48), (4.50), (4.52) выпол-

няется условие ,0)~(
1

1

1

∑ ∑
−

=

+

=

∗ <++=
υ

υ
νi

iij

i

j
VVVV &&&&  следовательно, квадратичная форма (4.45) яв-

ляется функцией Ляпунова для системы (4.43). Система (4.43) устойчива в рассматриваемой 
области и задача оценки вектора ∗q  решается с заданной точностью (4.39), (4.44), ч.т.д. 
 Замечание 4.3. Вообще говоря, нет необходимости в восстановлении всех компонент 
вектора состояния системы, поскольку компоненты вектора 1

11
mRqy ∈=  измеряются непо-

средственно. Достаточно построить наблюдатель состояния пониженного порядка для вос-
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становления компонент υqq ...,,2  суммарной размерности ).( 1mn −  В этом случае в системе 
(4.35) первое уравнение отбрасывается, а наблюдатель пониженной размерности имеет вид 

−= ∗
1( iii WLz& −∗

+ 1,11 ii WE 1111 )qWLE iii
∗∗

+ +−+ ∗
+ iiii zLLE )( 11 ++11 ii zE ),,...,,,( 1212

∗
−υυ wzzqhE ii  

;1,2 −= υi  11qWLz ∗= υυυ& υυ zL− ).,...,,,( 21
∗+ υυυ wzzqh  Соответствующая система относи-

тельно невязок в данном случае совпадает с видом (4.38) без уравнений относительно .1ε  
Для нахождения конечных коэффициентов матриц υ,2, =iLi  следует проделать описанную 
выше процедуру исследования квадратичной формы  
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что в итоге приведет к результатам, аналогичным (4.48), (4.50), (4.52). 
 С практической точки зрения целесообразно построение наблюдателя состояния полной 
размерности (4.36), поскольку возможное наличие шумов в каналах измерения потребует 
фильтрации выходного сигнала, и наблюдатель полной размерности в этом случае можно 
рассматривать как фильтр Калмана, наложив дополнительные требования на коэффициенты 
наблюдателя для решения оптимальной задачи фильтрации. 
 Замечание 4.4. Если решать задачу получения оценок с заданной точностью для каждой 
компоненты вектора состояния в виде ,ˆˆ jj ∆ε < ,,1 nj =  ),ˆ...,,ˆ,ˆ(col 21 nεεεε =∗  Rj ∈ε̂  при 

условии const,ˆ),()),((),( 111 =<−+= ∗
−

∗∗
−

∗∗∗
−

∗
jijj Fwzhwzhwh υυυ εε∆  то в этом случае вы-

бор коэффициентов в виде (4.48), (34.50), (4.52) является избыточным. Исследование квадра-

тичной формы ,ˆˆ
2
1ˆ

1
j

T
j

n

j
jVV εε== ∑

=

∗  аналогичное приведенному выше, позволит решить за-

дачу покомпонентной стабилизации невязок с заданной точностью при меньших, чем в вы-
ражениях (4.48), (4.50), (4.52), значениях коэффициентов .,1,~ njl j =  При этом задача оцени-

вания также решается с заданной покомпонентно точностью ,ˆˆˆˆˆ jjjjj qzzq ∆<−=−  

,,1 nj =  где ),ˆ...,,ˆ(col 1 nqqq =∗  ),ˆ...,,ˆ(col 1 nzzz =∗  т.е. текущее значение известной коорди-

наты jẑ  будет принадлежать j∆̂ -окрестности искомого значения .ˆ jq   
 В отличие от наблюдателя на скользящих режимах, с помощью которого задача наблю-
дения решается за теоретически конечное время и погрешностью оценивания можно пренеб-
речь при синтезе обратной связи, в рассматриваемом случае необходимо учесть требования 
разработчика, предъявляемые к точности )...,,(col

1 nxxx ∆∆∆ =  восстановления координат x  

исходной системы (4.1). При задании точности оценивания )ˆ...,,ˆ(col 1 n∆∆∆ =∗  преобразо-

ванных переменных ∗q  следует учесть сделанные замены переменных. По построению пе-
ременные системы (4.35) связаны взаимно-однозначным соответствием (4.28) с переменны-
ми БКФН (4.27) или (4.12). Перепишем систему (4.28) в виде ,∗∗ = qyΛ  где ,0det ≠Λ  т.е. 
система совместна и определена, имеет единственное решение. При решении обратной зада-
чи и подстановке вместо ∗q  значений координат наблюдателя (4.36)–(4.37) получим 

⇒= ∗−∗ zy 1Λ ),(1 ∗∗−∗ ±= ∆Λ qy  т.е. задача оценивания переменных БКФН решается с точ-
ностью |,| 1 ∗−= ∆Λ∆y  ),...,,(col

1 nyyy ∆∆∆ =  которая, в свою очередь, определяет точность 
восстановления текущих значений координат x  исходной системы (4.1) с помощью выраже-
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ний (4.15): =x∆ ),(~)),((~
1

1
1

11 ∗
−

∗−∗
−

∗−∗− −± υυ∆Λ wyhwyh . Последнее соотношение может 

оказаться существенным при решении задачи собственно управления, поэтому при выборе 
точности оценивания ,ˆ j∆  nj ,1=  требуется рассмотреть обратную задачу с учетом допус-
тимых значений .x∆  

Следует отметить, что рассмотренный в доказательстве теоремы 4.3 каскадный алгоритм 
синтеза наблюдателя состояния с конечными коэффициентами без ограничения общности 
может быть применен и к линейным системам с внешними возмущениями (3.1)–(3.2), приве-
денным к БФНВ (3.15). 

Рассмотрим еще один каскадный алгоритм синтеза наблюдателя состояния с непрерыв-
ной коррекцией, который при определенных условиях позволит получить асимптотически 
сходящиеся оценки не измеряемых координат.  

Теорема 4.4. Пусть область изменения переменных ∗ε  открыта и ограничена, и в сис-
теме (4.38) для нелинейных составляющих выполняются условия Липшица:  
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    (4.53) 

 
где ,0const >=iN  υ,1=i . Тогда существуют конечные значения коэффициентов матриц 

,,1, υ=iLi  которые позволяют обеспечить асимптотическую устойчивость системы 
(4.38).  

Доказательство теоремы 4.4. Для системы (4.38) введем квадратичную форму в виде 
суммы квадратичных форм: 
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Запишем выражение для производной квадратичной формы (4.54): 
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Предположим, что диагональные коэффициенты матриц υ,1, =iLi  равны между собой и 
равны соответственно .0const >=il  Тогда с учетом условий (4.53) для системы (4.55) спра-
ведлива следующая оценка: 
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Выражение (4.56) является квадратичной формой и может быть представлено в виде суммы 
квадратов: 
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где  
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Производная (4.57) ∗V&  отрицательна при .,1,0 υ=> iai  Следовательно, значения коэффици-

ентов ,,1, υ=ili  обеспечивающих асимптотическую устойчивость системы (4.38), могут 
быть независимо получены из выражений (4.58) и имеют вид неравенств, в которых соблю-
дается иерархический принцип: 
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При выполнении условий (4.59), (4.53) квадратичная форма (4.54) является функцией Ляпу-
нова для системы (4.38), которая будет асимптотически устойчивой в рассматриваемой об-
ласти, что решает поставленную задачу асимптотического оценивания вектора ∗q  при ис-
пользовании конечных коэффициентов в устройстве наблюдения, ч.т.д. 

Замечание 4.5. В теореме 4.4 получены достаточные условия и доказана принципиальная 
возможность решения поставленной задачи. Для уменьшения нижней оценки коэффициен-
тов (4.59) следует аналогичным образом исследовать квадратичную форму в покомпонент-

ном представлении ,ˆˆ
2
1ˆ

1 1
∑ ∑

= =

∗ ==
n

j

n

j
j

T
jjVV εε  ,ˆ Rj ∈ε  что позволит получить иерархию коэф-

фициентов ,,1,~ njl j =  соответствующих каждой переменной .ˆ...,,ˆ,ˆ 21 nεεε  
Существенно, что разработанные алгоритмы синтеза непрерывной коррекции инвари-

антны к возможной параметрической неопределенности нелинейных составляющих, если 
она может быть учтена в верхних оценках (4.18), (4.53). Тот факт, что коэффициенты наблю-
дателя состояния подчиняются определенной иерархии и последовательно выбираются на 
основании полученных неравенств, существенно облегчает настройку системы наблюдения в 
условиях неопределенности. 
 В заключение данного раздела отметим, что каскадный синтез задачи наблюдения для 
линейных и нелинейных систем на основе блочно-наблюдаемых форм по сути аналогичен, 
поскольку часть нелинейной модели объекта управления, выделенная в соответствии со 
структурой наблюдаемости исходной системы, представлена в блочно-каноническом виде. В 
то же время желательно в большей степени отражать нелинейные свойства исходной систе-
мы (4.1) в блочном представлении. Данная проблема рассматривается в следующем разделе. 
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4.5. Блочно-наблюдаемая форма с максимальным сохранением нелинейностей 
 

Полученная в разделе 4.2 форма наблюдаемости нелинейной системы (4.1) имеет кано-
нический квазилинейный блочный вид (4.12). Предложенная в разделе 2.2 блочная форма 
наблюдаемости линейных систем (2.16) имеет нижний треугольный вид, дополненный над-
диагональными элементами, т.е. в каждом i -м блоке в дифференциальное уравнение относи-
тельно iy  в правую часть входят переменные .1,1, += ijy j  В силу того, что решение задачи 
синтеза наблюдателя на скользящих режимах осуществляется «сверху вниз», при рассмотре-
нии i -го блока невязки ijj ,1,1 =−ε  предыдущих блоков полагаются равными нулю, и со-

ответствующие оценки переменных ijzy jjj ,1,111 =+= −−− ε  уже получены, а задача стаби-
лизации переменных iε  и восстановление 1+iε  решается непосредственно в i -м блоке. Таким 
образом, синтез задачи наблюдения для нижней треугольной блочной формы сводится, по 
сути, к синтезу канонической блочной формы. В то же время преобразование к нижней тре-
угольной блочно-наблюдаемой форме предполагает меньший объем вычислений. 

Распространяя данные рассуждения на нелинейные системы, получим следующую 
«нижнюю треугольную» (в смысле порядка вхождения в первые подблоки переменных дру-
гих блоков) блочную форму наблюдаемости, в которой в правых частях уравнений относи-
тельно 1,1,~ −= υiy i  сохранены нелинейные функции относительно ijy j ,1, = :  
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где )...,,(col 1 ii yyy =∗ , вектор - функции 21 , ii ϕϕ  ( 1,1 −= υi ) могут быть выделены в про-
цессе преобразований в соответствии со структурой системы (4.1). В частных случаях неко-
торые из данных функций отсутствуют или являются линейными. В системе (4.60), которую 
назовем блочной формой наблюдаемости нелинейной системы с максимальным сохранением 
нелинейностей (БФНН), по сравнению с БКФН (4.12) линейная часть отсутствует. Структур-
ная схема БФНН (4.60), которая в большей степени отражает нелинейные свойства модели 
объекта управления, изображена на рис. 4.7. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Рис. 4.7. Структурная схема БФНН (4.60) 
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Для системы (4.60) наблюдатель состояния на скользящих режимах полной размерности 
имеет следующий вид: 

 
     ,~),(~

12 iiiiii vzwzz += +
∗∗ϕ&  ;1,1,),( 1 −=+= ∗

−
∗ υυ ivwzhz iii

&  ,),( υυυυ vwzhz += ∗∗&         (4.61) 
 
где ),...,,(col 1 ii zzz =∗  ,,1,dimdimdim),,~(col υ==== ivyzzzz iiiiii  ),,~(col iii vvv =  υv  – 
разрывные корректирующие воздействия наблюдателя с компенсирующей составляющей, 
которые независимо формируются в каждом подблоке для последовательного решения зада-
чи стабилизации системы уравнений, записанных относительно невязок ,iii zy −=ε  

,),~(col im
iii R∈= εεε  ),...,,(col 1 ii εεε =∗  которые с учетом (4.60)–(4.61) принимают вид  

 
,~),())(,(),(~

121121 iiiiiiiiiiiiiiii vzwzzwzwz −−++++= +
∗∗

++
∗∗∗∗∗∗ ϕεεϕεϕε&  

;1,1,),(),( 11 −=−−+= ∗
−

∗∗
−

∗∗ υεε υυ ivwzhwzh iiii
&          (4.62) 

.),(),( υυυυυυ εε vwzhwzh −−+= ∗∗∗∗∗&  
 

В данном случае наряду с ограничениями для канонического представления (4.18) дела-
ются предположения об ограниченности мультипликативных составляющих: 

 
         .1,1,const~),())(,( 12112 −==<−++ +

∗∗
++

∗∗∗ υϕεεϕ iFzwzzwz iiiiiiiiiii         (4.63) 

 
Как и обычно, задача наблюдения сводится к каскадной стабилизации системы (4.62).  
 

Процедура синтеза. 
 

Шаг 1. На первом шаге решается задача обеспечения стабилизации переменных первого 
блока 1ε  и задача нахождения фиктивного выхода для второго блока системы (4.62). Для 
решения поставленных задач сформируем комбинированные корректирующие воздействия 
наблюдателя с компенсирующим слагаемым в следующем виде: ++= ∗ ),(~

111111 wzv εϕ  
,~sign~

11 εM+ ,sign 111 εMv =  где .0const,~
11 >=MM  С учетом выбранных управлений урав-

нения первого блока системы (4.62) примут вид: 
 

        
.sign),(),(

,~sign~),())(,(~

1111111

112111222111121

εεε

εϕεεϕε

υυ Mwzhwzh

Mzwzzwz
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−
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&
         (4.64) 

 
При выполнении в системе (4.64) достаточных условий (с учетом (4.18), (4.63) 

⇒< 0~~
11 εε &T ,~~

11 FM >  ⇒< 011 εε &T
11 FM > ), за конечное время возникают скользящие режимы 

на многообразиях },0~{~
11 == εS  0~

1 =ε ,~~
11 yz =⇒  },0{ 11 == εS  01 =ε .11 yz =⇒  Из уравне-

ния статики 0~
1 =ε&  находим эквивалентное управление ,),()~sign~(~

21112eq11eq1 εϕε ∗== wzMv  
значение которого, как и раньше, может быть получено с помощью линейных фильтров с 
малыми постоянными времени (2.29), (2.31). Таким образом, на первом шаге получены те-
кущие оценки переменных второго блока системы (4.62) ),,(/ 1112eq12

∗= wzv ϕε  

,0),( 1112 ≠∗wzϕ  из которых будут формироваться корректирующие воздействия, и т. д. 
Шаг i  ( 1,2 −= υi ). На ( i -1)-м шаге, повторяя описанную процедуру, получаем значе-

ния эквивалентного управления iiiii wzv εϕ ),(~
112,1eq)1(

∗
−

∗
−−− =  и текущие оценки переменных 
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),,(/~
112,1eq)1(

∗
−

∗
−−−= iiiii wzv ϕε  ,0),( 112,1 ≠∗

−
∗
−− iii wzϕ  из которых формируем комбинированные 

корректирующие воздействия для i -го блока системы (4.62): ++= ∗∗∗ ),(~
1 iiiii wzv εϕ  

,~sign~
iiM ε+  ,sign iii Mv ε=  где .0const,~ >=ii MM  С учетом выбранной коррекции уравне-

ния i -го блока принимают вид 
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12112

−=−−+=

−−++=
∗

−
∗∗

−
∗∗

+
∗∗

++
∗∗∗

υεεε

εϕεεϕε

υυ iMwzhwzh

Mzwzzwz

iiiii

iiiiiiiiiiiii

&

&
        (4.65) 

 
В блоке (4.65) при выполнении условий ⇒< 0~~

i
T
i εε & ,~~

ii FM >  ⇒< 0i
T
i εε & ,ii FM >  за теоре-

тически конечное время возникнет скользящий режим на многообразиях },~0~{~
1∩ −== iii SS ε  

},~0{ 1∩ −== iii SS ε  что обеспечивает стабилизацию переменных 0=iε .ii yz =⇒  Из урав-

нения статики 0=iε&  находим эквивалентное управление == eqeq )~sign~(~
iii Mv ε  

.),( 12 +
∗∗= iiii wz εϕ  Из полученных оценок ),,(/~

2eq1
∗∗

+ = iiiii wzv ϕε  0),(2 ≠∗∗
iii wzϕ  формируют-

ся управляющие воздействия наблюдателя для ( 1+i )-го блока системы (4.62), что приведет к 
полной стабилизации системы (4.62). 

Структурная схема формирования корректирующих воздействий наблюдателя (4.61) на 
скользящих режимах с компенсирующей составляющей представлена на рис. 4.8.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 4.8. Структурная схема формирования комбинированных корректирующих воздействий 
наблюдателя на скользящих режимах 
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на скользящих режимах на i -м шаге переменные предыдущих блоков ∗
−1iε  равны нулю, мож-

но скорректировать амплитуды разрывных сигналов в сторону уменьшения следующим об-
разом: 

 
,const~),())(,,( 121112 =<−++ +

∗∗
++

∗∗
− iiiiiiiiiiii Fzwzzwzz ϕεεϕ  

         const,),(),...,,,( 111 =<−++= ∗
−

∗∗
−

∗
− iiiiiii Fwzhwzzzhh υυυυ εε∆  ;1,1 −= υi         (4.66) 

,),(),,( 1 υυυυυυυυυ ε∆ Fwzhwzzhh <−+= ∗∗∗∗
−  

 
что приведет к уменьшению амплитуд ii MM ,~  разрывных управлений. Если при выборе ам-
плитуд руководствоваться ограничениями (4.66), то тогда стабилизация переменных )1( +i -
го блока возможна после возникновения скользящих режимов во всех предыдущих блоках, и 
поведение переменных системы (4.62) будет описываться следующей логической цепочкой: 

,1,1,00 1 −==⇒= + υεε iii  т.е. },0~{~
1∩ −== iii SS ε  },0{ 1∩ −== iii SS ε  области возникно-

вения скользящих режимов в данном случае сужаются по сравнению с замкнутой системой, 
в которой амплитуды выбираются с учетом ограничений (4.18), (4.63).  

Заметим, что покомпонентное формирование амплитуд разрывных воздействий для каж-
дого уравнения блока на основе ограничений по модулю позволит еще больше уменьшить 
значения амплитуд разрывных управлений. 

Замечание 4.6. В задаче управления (стабилизации) нелинейной системой, синтез кото-
рой основан на блочном представлении, наряду с блочно-канонической управляемой формой 
используют также блочно-управляемую «нижнюю треугольную» форму, в которой структу-
ра правых частей дифференциальных уравнений аналогична представлению (4.60), т.е. для 
системы uxBxhx )()( +=&  вводится представление [29]: 
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        (4.67) 

 
где в каждом i -м блоке вектор 1−ix  принимается в качестве фиктивного управления, причем 

ii Bx rankdim = . Сравнение блочных форм наблюдаемости (4.60) и управляемости (4.67) пока-
зывает, что сохраненные нелинейности в правых частях дифференциальных уравнений – это 
максимум того, что возможно «оставить» от нелинейной системы в блочном представлении, 
синтез которого основан на методе разделения движений. Тем самым находится компромисс 
между преимуществами каскадного синтеза и отражением нелинейных свойств исходной 
модели объекта управления. 

Следует отметить, что представление модели объекта управления в форме (4.67) скорее 
частный случай, чем общий, поскольку на каждом шаге преобразований к виду (4.67) требу-
ется выполнение достаточно специфических условий [29], а именно, аддитивного вхождения 
реального вектора 1−ix  в i -й блок, что не всегда имеет место на практике. В отличие от задач 
управления в задаче наблюдения при преобразовании к форме (4.60) в i -м блоке аддитивное 
вхождение вектора 1+iy  достигается искусственно с учетом структурных свойств наблюдае-
мости исходной системы. 
 В заключение данного раздела отметим, что на представление системы (4.1) в БФНН 
(4.60) также могут быть распространены результаты по каскадному синтезу наблюдателя со-
стояния с конечными коэффициентами, полученные применительно к блочно-каноническому 
представлению в разделе 4.4. Решение данной задачи в общем виде здесь не приводится вви-
ду аналогичности выкладок. В прикладной главе 6 будет рассмотрена задача наблюдения для 
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асинхронного электропривода, модель которого приводится к блочно-наблюдаемой «нижней 
треугольной» форме типа (4.60). На этом примере будут проиллюстрированы все типы кас-
кадных процедур синтеза наблюдателей состояния, разработанные в данной главе. 
 В заключение данной главы кратко перечислим полученные результаты.  

Каскадный метод распространен на решение задачи наблюдения применительно к нели-
нейным системам общего вида. По сравнению с известными покомпонентными представле-
ниями модели объекта управления введена блочная форма наблюдаемости нелинейных сис-
тем. Разработана процедура получения блочно-канонической формы наблюдаемости нели-
нейных систем. В терминах преобразованной системы сформулированы ранговые условия 
локальной наблюдаемости, получены необходимые и достаточные условия локальной на-
блюдаемости нелинейных систем (раздел 4.2). 

Разработана каскадная процедура синтеза наблюдателя состояния на скользящих режи-
мах (с разрывной коррекцией), позволяющая декомпозировать задачу синтеза на независимо 
решаемые подзадачи меньшей размерности, чем исходная система, и решить задачу наблю-
дения за теоретически конечное время. Показана грубость предложенных алгоритмов синте-
за к параметрическим неопределенностям объекта управления (раздел 4.3).  

На основе второго метода Ляпунова показано, что в случае ограниченности по модулю 
нелинейных слагаемых в правой части дифференциальных уравнений, описывающих модель 
объекта управления, задача наблюдения решается с заданной точностью при конечных ко-
эффициентах наблюдателя состояния. Для класса нелинейностей, удовлетворяющих услови-
ям Липшица, задача наблюдения решается с конечными коэффициентами и обеспечивается 
асимптотическая сходимость вектора состояния наблюдателя к вектору состояния объекта 
управления. Разработаны конструктивные процедуры иерархического выбора конечных ко-
эффициентов наблюдателя на основе неравенств, существенно облегчающие настройку в ус-
ловиях параметрической неопределенности (раздел 4.4).  

Введена блочно-наблюдаемая «нижняя треугольная» форма, в которой в максимально 
возможной степени отражены нелинейные свойства модели объекта управления (раздел 4.5). 
Для данной формы разработаны каскадные процедуры синтеза наблюдателя состояния на 
скользящих режимах. 
 
 

 



 

 95 

Глава 5. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ ПРИ НАЛИЧИИ ВНЕШНИХ ВОЗМУЩЕНИЙ 

 
В данной главе решается задача наблюдения нелинейных систем при наличие внешних 

возмущений. Как и раньше, решение задачи основывается на структурных свойствах наблю-
даемости нелинейных систем с учетом возмущений и построении соответствующей блочной 
формы, которая является предпосылкой декомпозиции задачи синтеза соответствующего 
блочного наблюдателя состояния.  

 
 

5.1. Постановка задачи 
 
Рассмотрим объект управления, модель которого описывается нелинейными дифферен-

циальными уравнениями с аддитивным вхождением внешних неизмеряемых возмущений: 
 

      ),,()(),()(),()( 1 uxhtytxQuxftx =+= η&             (5.1) 
 

где 1
11, mn RYyRXx ⊂∈⊂∈  – векторы состояний и выходных измерений, rRu ∈  – вектор 

управляющих воздействий. Будем считать, что вектор состояния принадлежит n -мерному 
дифференциальному многообразию Μ  класса ,∞C  каждая точка которого отождествляется с 
ее координатами в локальной системе координат ,X  т.е. вектор-функции ),(),,( uxhuxf  и 
столбцы ),(xqi  pi ,1=  нелинейной матрицы )(xQ  многократно непрерывно дифференци-
руемы относительно всех своих аргументов. Для соблюдения данного требования относи-
тельно компонент вектора управления u  сразу дополним модель объекта управления дина-
мическим компенсатором с устойчивыми собственными движениями (4.2)–(4.3), что позво-
ляет использовать в цепи обратной связи производные (в том числе не гладкие) управляюще-
го воздействия. Компоненты вектора, характеризующего внешние возмущения ,)( pRt ∈η  
предполагаются произвольными (в том числе не гладкими) ограниченными по модулю 
функциями времени  

 
    ).,0[,,1,0const)( ∞∈∀=>=≤ tpiФt iiη             (5.2) 
 
Особенность модели объекта управления (5.1) по сравнению с невозмущенной нелиней-

ной системой (4.1) заключается в следующем. Если не возмущенная система наблюдаема 
(это зависит от ранговых свойств матриц частных производных пары )},(),,({ uxfuxh , см. 
раздел 4.1), то с помощью наблюдателя состояния можно получить оценки всех неизмеряе-
мых компонент вектора состояния. В рассматриваемом случае (5.1) наличие внешних воз-
мущений может привести к уменьшению наблюдаемого подпространства вектора состояния 
вплоть до полной потери наблюдаемости. Можно предположить, что по аналогии с линей-
ными возмущенными системами (3.1)–(3.2), где наблюдаемое пространство определяется 
ранговыми свойствами тройки матриц }},{,{ QAD , в нелинейном случае разрешимость за-
дачи наблюдения будет зависеть от структуры матриц частных производных тройки 

)}}.(),,({),,({ xQuxfuxh   
Таким образом, для системы (5.1), так же как и в линейном случае (см. главу 3), ставится 

задача выявления и оценивания наблюдаемого подпространства вектора состояния макси-
мально возможной размерности и подлежащих восстановлению (в рамках каскадного синте-
за наблюдателя состояния на скользящих режимах) линейных комбинаций вектора внешних 
возмущений.  
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Согласно методологии каскадного подхода, задача решается в два этапа. На первом эта-
пе (этап конструктивного анализа) исходная модель (5.1) преобразуется к блочно-
наблюдаемой форме с учетом возмущений, а именно расщепляется на квазилинейные, кано-
нические блоки, размерности которых соответствуют индексам наблюдаемости системы, что 
позволяет в явном виде выделить наблюдаемое подпространство и сформулировать ранговые 
условия наблюдаемости (см. раздел 5.2). На втором этапе (этап каскадного синтеза) на осно-
ве полученной блочной формы строится блочный наблюдатель, в каждом блоке которого по-
следовательно решаются элементарные задачи синтеза. В разделе 5.3 проведен каскадный 
синтез наблюдателя на скользящих режимах, что позволяет последовательно получить за 
теоретически конечное время оценки неизмеряемых компонент вектора состояния и возму-
щений. В разделе 5.4 приводятся результаты по количественной оценке снизу конечных ко-
эффициентов наблюдателей состояния, что позволяет решить задачу оценки компонент век-
тора состояния с заданной точностью и с сохранением декомпозиции процедуры синтеза. В 
разделе 5.5 разработана процедура прямого каскадного синтеза наблюдателя состояния на 
скользящих режимах с синхронным анализом, т.е. без предварительных преобразований к 
блочно-наблюдаемой форме. 

 
 

5.2. Конструктивный анализ структурных свойств наблюдаемости  
 
В данном разделе разработана пошаговая процедура приведения нелинейной системы 

(5.1) к блочной форме наблюдаемости с учетом возмущений. Процедура состоит из конечно-
го числа шагов и заключается в расщеплении исходной системы на блоки, размерность кото-
рых соответствует индексам наблюдаемости с учетом возмущений. Конструктивность про-
цедуры заключается в том, что структура системы с точки зрения наблюдаемости раскрыва-
ется в ходе локальных преобразований, по окончании которых преобразованная система го-
това к каскадному синтезу. На каждом шаге процедуры выполняются интегральные преобра-
зования, суть которых подробно описана ниже для первого шага. Этот метод, разработанный 
в [29, 45] на основе использования аппарата дифференциальной геометрии [35] для пред-
ставления нелинейных систем частного вида в регулярной форме относительно управлений, 
применяется в данном случае для представления блоков наблюдаемой формы нелинейной 
системы в регулярной форме наблюдаемости с учетом внешних возмущений. В результате 
преобразований выделяется наблюдаемое независимо от внешних возмущений подпростран-
ство вектора состояния максимальной размерности, а также линейные комбинации компо-
нент вектора возмущений, которые могут быть восстановлены с помощью наблюдателя со-
стояния на скользящих режимах. 

 
Процедура анализа. 

 
Шаг 1. Без ограничения общности предположим, что в системе (5.1) выполняется усло-

вие ,}/),(rank{ 1mxuxh =∂∂  .1 nm <   
а) Расщепим вектор состояния системы (5.1) на два подвектора ),,(col 11 xxx =  1

1
mnRx −∈  

и проведем диффеоморфную замену локальных координат ,11 yx →  .dimdim 111 myx ==  
Представим систему (5.1) с учетом обозначений (4.3) относительно новых переменных 

:),(col 11 xyx →  
 

    ,),,(),,( 011111111 η∗∗ += wxyQwxyhy&  .),,(),,( 011101111 η∗∗ += wxyQwxyfx x&            (5.3) 
 

Обозначим ,}/,{rank 1111 dxhQ =∂∂  10111 ),,(rank pwxyQ =∗  и предположим, что 111 mdp ≤< . 
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Тогда первое уравнение системы (5.3) можно расщепить на два уравнения с помощью пере-
становки компонент так, чтобы в выражениях  
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выполнялось условие ,ˆrankrank 111 pQQ ==  ,)(dim 111 ppmQ ×−=

)
 .ˆdim 11 ppQ ×=   

Мы еще не делали предположений относительно размерности вектора внешних возму-
щений в исходной системе (5.1). Вообще говоря, она может быть как меньше, так больше 
или равна размерности вектора состояния. Поскольку ,1 nm <  в первом уравнении системы 
(5.3) возможны следующие варианты: pn > ⇒ pm >1  или pm =1 , или ;1 pm <  pn = ⇒  

;1 pm <⇒  pn < ⇒ .1 pm <  В свою очередь .1 pp ≤  Из условия 111 mdp ≤<  следует, что при 
этом в первом уравнение системы (5.3) должны выполняться условия pn > ⇒ 11 ppm ≥>  
или ,11 ppm >=  или pm <1  и ;1 pp <  pn = ⇒ pm <1  и ;1 pp <  pn < ⇒ pm <1  и ,1 pp <  
и только в случае pn > ⇒ 11 ppm =>  матрица перед возмущениями 1Q  в первом уравнении 
системы (5.3) имеет полный ранг. Во всех остальных случаях ее ранг неполный. В этом более 
общем случае налагаем связи на компоненты вектора η  в уравнениях (5.4) 

1
111 ,ˆ pRQ ∈= + φφη  так, чтобы получить матрицу ),,( 0111

∗∗ wxyQ  размером 11 pm ×  полного 
ранга, а именно 

 

         ,),,(rank,
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10111

11
111

1
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I
QQ
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== ∗∗

+
+∗

)
            (5.5) 

 
где 1

1111 )ˆˆ(ˆˆ −+ = TT QQQQ  – псевдообратная матрица. 
б) Цель преобразований данного пункта состоит в приведении системы (5.4) к регуляр-

ной форме относительно возмущений .η  Пусть A  – алгебра дифференцируемых функций 
класса ,∞C  определенных на ,1M  вектор 1y  принадлежит 1m -мерному дифференциальному 
многообразию MΜ ⊂1  класса .∞C  Требуется найти такую диффеоморфную замену локаль-
ных координат  

 
   ,ˆˆ),,( 11011

'
1 yywyy == ∗ψ               (5.6) 

 
чтобы правая часть дифференциальных уравнений относительно компонент вектора ,'

1y  
== 1

'
1 dimdim yy )

11 pm −  не зависела от возмущений: 
 

 .),,ˆ,(ˆ),,ˆ,(ˆˆ),,,ˆ,( 011
'
11111

'
111111

'
1

'
1

'
1 η∗∗∗ +== wxyyQwxyyhywxyyhy &&            (5.7) 

 
Принципиальное отличие рассматриваемого нелинейного случая ),,( 0111

∗∗ wxyQ  от ли-

нейного (т.е. const)1 =∗Q  состоит в том, что для получения в явном виде нелинейной вектор–
функции ),( 011

∗wyψ  (5.6) требуется выполнять интегральные преобразования. Напомним, 
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что в случае линейной возмущенной системы (см. раздел 3.2) приведение к регулярной фор-
ме относительно внешних возмущений на первом шаге заключалось в перестановке строк и 
разбиением вектора 1y  на подвекторы, из которых последовательно были получены (как ли-
нейная комбинация, зависящая от матриц с постоянными коэффициентами), новые компо-
ненты вектора состояния с нужными свойствами. Таким же образом мы расщепляли бы и 
систему (5.7), если бы const.1 =∗Q  Следует отметить, что даже если в исходной системе (5.1) 
матрица Q  содержит только постоянные коэффициенты, то после замены переменных 

),(col 11 xyx →  в первом уравнении системы (5.3) u
u
h
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y &&&&
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∂
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∂
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= 11111
1 η  

в общем случае мы получим нелинейную матрицу перед вектором возмущений η , завися-
щую от компонент вектора состояния и управления: =∂∂ Qxh )/( 1 ),,( 0111

∗wxyQ  и, следова-

тельно, ).,,( 0111
∗∗ wxyQ  В другом частном случае, а именно 01 =p  (т.е. при отсутствии воз-

мущений в первом уравнении системы (5.3)), процедура получения блока наблюдаемой фор-
мы свелась бы к процедуре для нелинейной невозмущенной системы (см. раздел 4.2), в ре-
зультате которой путем перестановки строк выделяется фиктивный выход для второго блока 
наблюдаемой формы.  

Замечание 5.1. В задаче наблюдения в терминах блочного подхода существенно требо-
вание, чтобы преобразование (5.6) не зависело от .1x  Данное требование обусловлено даль-
нейшей каскадной процедурой синтеза разрывных управляющих воздействий наблюдателя 
состояния (см. раздел 4.3), которые могут быть функциями только от переменных, известных 
на момент формирования управления в наблюдателе. На первом шаге – это выходные пере-
менные ,1y  переменные вектора )(0 tw∗  (как функции времени) считаются известными.  

 С учетом (5.4), (5.6) первое уравнение системы (5.7) принимает вид 
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Правая часть уравнения (5.8) не будет зависеть от возмущений, если вектор-функция 

),ˆ,( 0111
∗wyy)ψ  является корнем матричного уравнения в частных производных 
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Рассмотрим в касательном пространстве )( 11 MT  многообразия 1M  допустимое подпро-

странство ),( 1
'

1 MT  порожденное набором 1p  векторных полей =)( 1
'

1 MT  
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Вследствие (5.5) векторные поля (5.10) линейно независимы в каждой точке ,11 M∈y  т.е. 
.)(dim 11

'
1 pT =M  Будем искать подмногообразие 1

'
1 MM ⊂  максимальной размерности ,1p  

определяемое функциями A,∈∗ ),( 01 wyiψ  ,,1 11 pmi −=  которые не зависят от компонент 

вектора 1x  и принимают в каждой точке 'y 11 M∈  постоянное значение 
 

  
{ }
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1111111

11111111
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pm,j,cccc
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jpm

pm

−===

≠∂∂==
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− ψψψψψ
          (5.11) 

 
и такое, что касательное пространство )( 11

'T M  подмногообразия ,1
'M  состоящее из операто-

ров частных дифференцирований от функций 11011 ,1,),( pmjwyj −=∈∗ Aψ  содержится в 

допустимом подпространстве ),( 1
'

1 MT  т.е. )( 11
'T M ⊆ ).( 1

'
1 MT  Другими словами, в каждой 

точке 'y 11 M∈  линейные операторы (5.10) отображают функции j1ψ  в нуль, где  
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что соответствует матричному уравнению в частных производных 
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011 =
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           (5.12) 

 
 Заметим, что размерность определенного таким образом подмногообразия '

1M  не мо-
жет превышать размерность допустимого подпространства ),( 1

'
1 MT  но может оказаться и 

меньше, если решения в частных производных (5.12) окажутся несовместными. 
 С целью определения функций, задающих ,1

'M  т.е. нахождения совместного решения 
уравнений (5.12), построим в касательном пространстве ),( 11 M∗T  сопряженном для ),( 11 MT  
подпространство },...,,{span)(

1111111 pmT −
∗ = ϑϑM  образованное ковекторами 
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и являющегося аннулятором допустимого подпространства )( 1

'
1 MT  в каждой точке ,11 M∈y   

 
       .,1,,1,0 111111 1

pmjmpmiq yj −=+−==⋅ ∗ϑ           (5.14) 

 
Условие (5.14) с учетом дуальности базисов 

11 11 ...,
m

dy,dy  и 
11 11 /...,,/

m
yy ∂∂∂∂  соответствен-

ного подпространства )( 11 M∗T  и )( 11 MT  записывается в виде матричного уравнения 
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,0),,(),( 0111011 =∗∗∗ wxyQwyΘ             (5.15) 
 

где матрица ),( 011
∗wyΘ  размером 111 )( mpm ×−  составлена из коэффициентов линейных 

дифференциальных 1-форм (5.13) и не зависит от компонент вектора .1x  
В каждой точке '

11 M∈y  дифференциальные 1-формы (5.13) должны обращаться в нуль, 
т.е. функции 11011 ,1),,( pmjwyj −=∗ψ  должны удовлетворять так называемой системе 

уравнений Пфаффа ,0),(...),(
1111 10111011 =++ ∗∗

mm
dywydywy jj ϑϑ  ,,1 11 pmj −=  где 

),...,,(col
11 111 m

dydydy =  или в матричной форме 

 
.0),( 1011 =∗ dywyΘ             (5.16) 

 
 Очевидно, что ковекторы (5.13) в каждой точке 'y 11 M∈  линейно независимы, поэтому 

ранг системы Пфаффа (5.16) равен 11 pm − . Следовательно, компоненты зависимого вектора 
,1yd)  )...,,(col

11111 pm
ydydyd

−
= )))  можно выразить через компоненты независимого вектора ,ˆ1yd  

)ˆ...,,ˆ(colˆ
1111 111 mpm

ydydyd
+−

=  и тем самым определить коэффициенты системы Пфаффа (5.16) 

через параметры системы (5.3). С этой целью представим уравнения (5.16) и (5.15) с учетом 
(5.5) в виде 

 
,0ˆ),(ˆ),( 10111011 =+ ∗∗ ydwyydwy ΘΘ ))
           (5.17) 

         ,0),(ˆ),,(ˆ),,(),( 01101110111011 =+ ∗∗+∗∗ wywxyQwxyQwy ΘΘ
))

          (5.18) 
 

где ),ˆ,(col 111 ydyddy )=  ),ˆ( 111 ΘΘΘ
)

=  ),()(),(dim 1111011 pmpmwy −×−=∗Θ
)

 

.)(),(ˆdim 111011 ppmwy ×−=∗Θ  Очевидно, что матрицу 1Θ
)

 в выражениях (5.17), (5.18) можно 

задать произвольно и независимо от компонент вектора .1x  Полагая ,),(
11011 pmIwy −

∗ =Θ
)

 на-

ходим из уравнения (5.18) ).,,(ˆ),,(),(ˆ 01110111011
∗+∗∗ −= wxyQwxyQwy

)
Θ  

Замечание 5.2. Из требований, предъявляемых в задаче наблюдения к аргументам век-
тор-функции ),( 011

∗wyψ  (см. замечание 5.1), следует требование к аргументам нелинейной 

матрицы ),( 011
∗wyΘ , и, следовательно, матрицы ),,(ˆ 011

∗wyΘ  а именно, произведение матриц 

),,(ˆ),,( 01110111
∗+∗ wxyQwxyQ

)
 не должно зависеть от компонент вектора .1x   

Данное требование не нарушается в частном случае =∗ ),(ˆ 011 wyΘ  

),,(ˆ),( 011011
∗+∗−= wyQwyQ

)
 т.е. когда элементы матриц ),(ˆ),,( 011011

∗+∗ wyQwyQ
)

 не зависят от 

компонент вектора .1x  В случае зависимости нелинейной матрицы ),,(ˆ 0111
∗wxyΘ  от компо-

нент вектора 1x  для первого уравнения системы (5.3), следует рассмотреть возможность при-
ведения к частично регулярной форме относительно внешних возмущений вида 
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которая отличается от регулярной формы (5.7) тем, что размерность подвектора ,''1y  в пра-
вую часть дифференциальных уравнений относительно которого не входят возмущения, 
меньше на величину '''

1p  соответствующего подвектора 11'
1

pmRy −∈  в системе (5.7). В этом 

случае задача сводится к перебору возможных расщеплений матрицы :1Q
)
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щих им систем  
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выбирается тот, в котором при выполнении условий  
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),()(),(dim '''
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11101

'
1 ppmppmwy −−×−−=∗Θ
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 ,)(),(ˆdim 1

'''
11101

'
1 pppmwy ×−−=∗Θ  

),,(ˆ),,(),(ˆ 0111011
'
101

'
1

∗+∗∗ −= wxyQwxyQwy
)

Θ  
 

размерность вектора '
1y)  максимальная из диапазона ,dim0 11

'
1 pmy −<< )  а ,dim '''

1
'''

1 py =  соот-
ветственно, минимальная. Если соответствующий вектор '

1y)  не может быть выделен, т.е. 
dim ,0'

1 =y)  то второе уравнение системы (5.3) является ненаблюдаемой (в терминах блочных 
форм наблюдаемости) относительно измеряемого вектора .1y   

Тот факт, что матрицы перед возмущающими воздействиями в системе (5.3) зависят от 
компонент всего вектора состояния, сужает класс нелинейных наблюдаемых систем при на-
личии внешних возмущений по сравнению с линейными (см. раздел 3.2, где матрицы перед 
возмущающими воздействиями на всех этапах процедуры преобразований к блочно-
наблюдаемой форме зависят только от постоянных коэффициентов).  

Предположим, что в системе (5.18) указанное требование к аргументам нелинейной мат-
рицы ),(ˆ 011

∗wyΘ  выполняется. Тогда получаем систему Пфаффа (5.16) в виде 
 

,0ˆ),( 10111 =+ ∗ ydwyAyd)  .ˆ
111
+−= QQA

)
          (5.19) 

 
Таким образом, задание в каждой точке 11 M∈y  допустимого подпространства )( 1

'
1 MT  с 

базисом (5.10) равносильно заданию системы Пфаффа (5.19), определенной с точностью до 
замены эквивалентной системой. Если в окрестности каждой точки 'y 11 M∈  проходит един-
ственное 1p -мерное многообразие (5.11), являющееся интегральным для системы (5.19), то 
такая система Пфаффа называется вполне интегрируемой. Для вполне интегрируемых систем 
вида (5.19) разработаны различные методы интегрирования, один из которых сводится к по-
следовательному интегрированию системы =τdyd /1

) 0)/ˆ)(),(ˆ),(( 10111 =− ∗ τττ dydwyyA )  с па-
раметром τ  по ломаному пути, состоящему из 1p  звеньев. При интегрировании вдоль каж-
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дого звена все компоненты векторов 1x  и 1ŷ  (кроме одной ,,1,ˆ 1111 mpmiy
i

+−=  принятой 

в качестве независимой переменной интегрирования: τ=
i

y1ˆ ) остаются постоянными. По-

этому решение системы (5.19) сводится к решению на каждом из 1p  шагов системы обыкно-
венных дифференциальных уравнений порядка 11 pm − . В результате 1p  шагов интегрирова-
ния находится интегральное подмногообразие '

1M  в явном виде 
 

),,,ˆ( 10111 cwyy ∗=ψ)             (5.20) 
 

где =1ψ ( )
11111 ,,col pm −ψψ … , ( )

111111 ...,,col pmccc −= , 1ψ  – функция, для которой с учетом 

(5.20) справедливо следующее соотношение: ).,ˆ),,,ˆ((ˆ/ 011011111
∗∗= wycwyAy ψ∂ψ∂  Разре-

шая уравнение (5.20) относительно постоянных интегрирования ,...,,
11111 pmcc −  получаем 

11 pm −  независимых интегральных поверхностей  
 

    ,),,ˆ( 10111 jj cwyy =∗)ψ  ,,1 11 pmj −=            (5.21) 
 

вдоль которых ковекторы (5.10) обращаются в нуль. 
Покажем теперь, что функции j1ψ , ,,1 11 pmj −=  задающие подмногообразие (5.21), 

удовлетворяют решению уравнения в частных производных (5.12). Действительно, находим 
дифференциалы jd 1ψ  в силу системы Пфаффа (5.19) 
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∂
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) , .,1 11 pmj −=  Полученные выражения должны тождественно 

обращаться в каждой точке 'y 11 M∈  в нуль при любом значении вектора 1ŷd . Следовательно, 

получаем тождества ,0
ˆ

ˆ
1

1
11

1

1
≡++

y
QQ

y
jj

∂

ψ∂

∂

ψ∂ )
)  11,1 pmj −=  или  

 

,01
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1
≡∗Q

y
j

∂

ψ∂
 ,,1 11 pmj −=             (5.22) 

 
что и требовалось доказать. Вводим новую локальную систему координат (5.6), в которой 
уравнение  

 

           ∗
∗

∗
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∗
∗
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∂
++= 0

0

011
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1

011
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1

011'
1
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w

wywyQ
y

wywxyh
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wyy && ∂ψφ
∂
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∂

∂ψ x   (5.23) 

 
вследствие тождества (5.22) не зависит от вектора возмущений η , что позволяет после об-
ратной замены переменных ),ˆ,( 01

'
1

1
11

∗−= wyyy ψ)  в выражении (5.23) получить первое урав-
нение системы (5.3) в регулярной форме относительно возмущений (5.7). 
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в) Если в системе (5.7) выполняется условие ,11 md <  то ее первое уравнение с помощью 
перестановки строк можно расщепить на две подсистемы ),,,(~~

11111
∗= wxyhy&  

),,,( 11111
∗= wxyhy&  где ),,~col( 11

'
1 yyy =  ,~ 11

1
pdRy −∈  ,11

1
dmRy −∈  так, чтобы =∂∂ }/~{rank 11 xh  

.211 mpd =−=  Предполагается, что .12 mnm −<  Далее переходим ко второму шагу проце-
дуры, на котором преобразования, описанные на первом шаге, применяются к системе 

,),,(),,( 011111111 η∗∗ += wxyQwxyfx x&  ,1
1

mnRx −∈  ,),,,(~
2

211112
mRywxyhy ∈= ∗  где вектор 

,2y  не зависящий от внешних возмущений, рассматривается в качестве фиктивного выхода, 
и т.д. 

 Обоснуем преобразования пункта (б) с помощью следующей теоремы.  
 Теорема 5.1. Первое уравнение системы (5.3) приводимо к регулярной форме относи-

тельно возмущений (5.7) тогда и только тогда, когда на дифференцируемом многообразии 
1M  существует подмногообразие '

1M  такое, что для '
11 M∈y  выполняются условия 

1) { };,1),,,...,,(: 11101111111
'
1 111

pmjcwyyyy mpmjj −=== ∗
+−ψMM ∩  

2) .ˆ/),ˆ),,,ˆ(( 110110111 ywycwyA ∂ψ∂ψ =∗∗  
 Доказательство теоремы 5.1. Согласно теореме Фробениуса [35] существование 

подмногообразия '
1M  гарантируется в том и только в том случае, когда внешние производ-

ные ковекторов (5.13) тождественно равны нулю 
 

     ,0)(1 =dd jϑ  ,,1 11 pmj −=             (5.24) 
 

что эквивалентно тождественному обращению в нуль внешних произведений 
 

  ,0)()()()(
11121111 =∧∧∧∧ − ddddd pmj ϑϑϑϑ L  ,,1 11 pmj −=           (5.25) 

 
где ∧  – символ внешнего умножения. Условие (5.24) означает, что элементы матрицы 

),( 01
∗wyΘ  непосредственно являются градиентами 

 функций ,1 jψ  .,1 11 pmj −=  Из условия (5.25) следует, что матрица ),( 011
∗wyΘ  преобразу-

ется в матрицу Якоби функций ,1 jψ  11,1 pmj −=  после некоторого невырожденного пре-

образования ),(),( 011011
∗∗ wywyD Θ , где ),( 011

∗wyD  – матрица интегрирующих множителей, 
)()(dim 11111 pmpmD −×−= . 

При выполнении условий (5.24) или (5.25) внешние производные ),(1 dd jϑ  11,1 pmj −=  
линейно разлагаются по базисным формам (5.13). Поэтому при внешнем дифференцирова-
нии не возникает дополнительных связей на независимые ковекторы ,...,,

111 111 mpm dydy +−  что 

и гарантирует существование интегрального многообразия .1
'M  

Для построенной системы Пфаффа в виде (5.19), когда )(),( 1011 11
AIwy pm −

∗ =Θ , условия 
полной интегрируемости (5.24) и (5.25) можно свести к одному условию, а именно тождест-
венное равенство нулю внешних производных линейных форм 

 
,)(

111111 11111111 m
j
mpm

j
pmjj dyadyadyd +++= +−+− Lϑ  ,,1 11 pmj −=  

 
вычисленных в силу самой системы, },{ 11

j
i

aA =  ,,1 111 mpmi +−=  .,1 11 pmj −=   
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 Сформулированное условие можно выписать в явном виде. С этой целью, используя 
свойства внешнего дифференцирования и внешнего умножения, находим  
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         (5.26) 

 
Выразим из (5.19) зависимые ковекторы 

11idy  как функции независимых ковекторов 

:
21idy  ,
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i
ii dyady  ,,1 111 pmi −=  1112 ,1 mpmi +−=  и подставим в выражение 

(5.26). Далее выносим за скобки знак суммирования по индексу 2i  и получаем 
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Полученные равенства будут тождественно выполняться, если для каждой пары различ-

ных чисел α  и ,β  взятых из набора чисел { }111 ,,1 mpm L+− , коэффициенты при билиней-
ных формах βα 11 dydy ∧  и ,11 αβ dydy ∧  вычисленные в любой точке ,'

11 M∈y  равны между 
собой. Таким образом, условием полной интегрируемости системы (5.19) или существования 
многообразия (5.20) является выполнение следующих симметричных тождеств: 

 

  ,
1

1

1
1

1

1

1

1

1
1

1

1
1111

i

jpm

i

j
j

i

jpm

i

i
j

y
a

a
y
a

y
a

a
y
a

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂
∂ β

α
α

βα
β

β

α ∑∑
−

=

−

=

−≡−  ,,1 11 pmj −=           (5.27) 

 

число которых составляет 
( )

( ) .
!22

!

1

1112
11 −

−
=− p

ppm
C pm  

Таким образом, задача о приводимости к регулярной форме относительно возмущений 
имеет решение лишь для класса систем, в котором выполняются условия теоремы Фробениу-
са [35], что сужает класс рассматриваемых систем (5.1). 

 Пример 5.1. Наиболее наглядно условие интегрируемости (условие теоремы Фробе-
ниуса) можно представить для уравнения Пфаффа (5.19) 

 
,0),(),(),()(

321 1131121111 =++= dytyadytyadytyadϑ  ),,,(col
321 1111 yyyy =  

 
записанного для первого уравнения системы (5.3) )2,3( 11 === ppm  с матрицей перед воз-
мущениями ),( 111 xyQ  в виде 
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где предполагается, что 0ˆdet 221323121 ≠−= qqqqQ  для всех .0, 11 ≥xy  Для существования 
интеграла ,),,(

321 111 cyyy =ψ  R∈ψ  этого уравнения необходимо и достаточно тождествен-
ное равенство нулю коэффициентов билинейной формы (условие (5.24)) 
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или коэффициента трилинейной формы (условие (5.25)) 
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В первом случае ковекторное поле )(dϑ  является потенциальным (”вихрь” поля равен ну-
лю). Во втором случае (ковектор )(dϑ  ортогонален своему “вихрю”) существует интегри-
рующий множитель ),( 1yµ  после умножения на который, поле )(dϑ  становится потенци-
альным. Условия (5.27) в данном случае принимают следующий вид: 
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где ),(ˆ 1

3
1
2

1
111 aaQQA =−= −)

 .,,1 1
33

1
221 aaaaa ===  В исследуемой задаче предполагается, 

что произведение 1
11
ˆ −QQ

)
 и, следовательно, коэффициенты )( 1

3
1
2 aa  не зависят от компонент 

вектора .1x  Следует отметить, что условия интегрируемости (5.27) всегда выполняются для 
нелинейной системы (5.3) со скалярным возмущением. 

 Дадим также численную иллюстрацию данного примера. В качестве первого уравне-
ния системы (5.3) рассмотрим систему третьего порядка )2,3( 11 === ppm  вида 
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где ранг матрицы ),( 111 xyQ  полный и равен двум. В качестве базисного минора данной 
матрицы можно выбрать минор 
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так как .0ˆdet
211 ≠−= yQ  Соответственно, компонентами  вектора 1ŷ  выберем переменные 

21y  и ,
31y  тогда 

111 yy =)  и 
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Система, эквивалентная системе Пфаффа (5.19), в данном случае имеет вид 
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Заметим, что, хотя элементы матрицы перед возмущениями ),( 111 xyQ  зависят от второй 
компоненты 

21x  вектора 1x , произведение 1
11
ˆ −QQ

)
 в данном случае зависит только от компо-

нент измеряемого вектора 1y  и требование к аргументам выражения )( 11 yA  не нарушается. 
Условие интегрируемости [35] 
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выполняется, поэтому коэффициенты уравнения Пфаффа, представленного в виде 
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являются частными производными ,/ 2

111 231
yyy =∂∂  ./2/

2121 1111 yyyy =∂∂  Подставляя реше-

ние первого уравнения 2
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cyyyy +=  во второе, получаем ./2/)(
2222 1

2
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1 ycydycyd =  

 Итак, уравнение интегральной поверхности уравнения Пфаффа имеет вид 
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вание, получаем систему 
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1 Rywxyyhy ∈= ∗&  

,)ˆ21(ˆˆ),,ˆ,(ˆˆ 2111111111
'
111 2222111

ηη xyxyywxyyhy +++= ∗&  

,2ˆ),,ˆ,(ˆˆ 211111
'
111 122

ηη ++= ∗ ywxyyhy&  ,ˆ 2
1 Ry ∈  

 
являющуюся регулярной формой относительно возмущений.  

Шаг i . Продолжая указанную процедуру, на i -м шаге рассмотрим систему 
 

,),,(),,( 211)1(11111 η∗
−−

∗
−−

∗
−−

∗
−−− += iiiixiiiii wxyQwxyfx&  ),,,(~

1111
∗
−−

∗
−−= iiiii wxyhy          (5.28) 

 
где ,11 ...

1
−−−−

− ∈ immn
i Rx  .}/~rank{dim 11 iiii mxhy =∂∂= −−  Здесь и далее используются обозначе-

ния типа ),...,,,(col 21 ii yyyy =∗  ),ˆ,,~(col iiii yyyy =  ),,~...,,,~,,~(col 2211 iii yyyyyyy =∗∗  

).ˆ...,,ˆ,ˆ(colˆ 21 ii yyyy =∗  
а) В предположении ii mx >−1dim  проведем расщепление не преобразованного вектора 
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состояния ),,(col1 iii xxx =−  immn
i Rx −−−∈ ...1  и диффеоморфную замену локальных координат 

,ii yx →  ,dimdim iii myx ==  ),(col1 iii xyx →−  и представим систему (5.28) в виде 
 

.),,(),,(

,),,(),,(

11

1

η

η
∗
−

∗∗
−

∗

∗
−

∗∗∗

+=

+=

iiixiiiiii

iiiiiiiii

wxyQwxyfx

wxyQwxyhy

&

&
           (5.29) 

 
Введем обозначения ,}/,{rank iiii dxhQ =∂∂  .),,(rank 1 iiiii pwxyQ =∗

−
∗  Предполагая, что 

,iii mdp ≤<  расщепляем первое уравнение системы (5.29) так, чтобы в системе 
 

,),,(ˆ),,(ˆˆ

,),,(),,(

1

1

η

η
∗
−

∗∗∗

∗
−

∗∗∗

+=

+=

iiiiiiiii

iiiiiiiii

wxyQwxyhy

wxyQwxyhy
&

))&)
           (5.30) 
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Q
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ˆ
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выполнялось условие ,ˆrankrank iii pQQ ==  где ,)(dim ppmQ iii ×−=

)
 .ˆdim ppQ ii ×=  Заме-

тим, что только в случае pmi > ip=  матрица возмущений iQ  имеет полный ранг (этот факт 

означает, что на предыдущих шагах ,0=jp  ,1,1 −= ij  и интегральных преобразований не 
требовалось). Если ,ppi <  то налагаем связи на компоненты вектора η  в уравнениях (5.30) 

,,ˆ ip
iii RQ ∈= + φφη  чтобы получить матрицу ),,( 1

∗
−

∗∗
iiii wxyQ  размером ii pm ×  полного 

ранга: 
 

     ,),,(rank,
ˆ

ˆ
1 iiiii

p

ii
iii pwxyQ

I
QQ

QQQ
i

=









== ∗

−
∗∗

+
+∗

)
          (5.31) 

 
где 1)ˆˆ(ˆˆ −+ = T

ii
T
ii QQQQ  – псевдообратная матрица. 

б) Для сведения системы (5.30) к регулярной форме относительно возмущений требуется 
найти диффеоморфную замену локальных координат  

 
    ),,,( 11

∗
−

∗∗
−=′ iiiii wyyy ψ  ,' ii pm

i Ry −∈  ii yy ˆˆ =           (5.32) 
 
такую, чтобы правые части дифференциальных уравнений относительно '

iy  не зависели от 
возмущений 
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и в числе аргументов вектор-функции ),,( 11
∗
−

∗∗
−=′ iiiii wyyy ψ  не было компонент векторов ix  

(поскольку на соответствующем шаге процедуры синтеза корректирующих воздействий на-
блюдателя они полагаются не известными) и ∗

−1ˆ iy  (поскольку правые части дифференциаль-
ных уравнений относительно данных компонент содержат возмущения), компоненты векто-
ра )(1 twi

∗
−  как функции времени полагаются известными. 
Опуская промежуточные выкладки, запишем соответствующую систему Пфаффа поряд-

ка )( ii pm −  в виде, аналогичном (5.19): ,0ˆ),,( 11 =+ ∗
−

∗∗
− iiiiii ydwyyAyd)  где 

=∗
−

∗∗
− ),,( 11 iiii wyyA ).,,(ˆ),,( 11

∗
−

∗+∗
−

∗− iiiiiiii wxyQwxyQ
)

  

Требование к аргументам вектор-функции ),,( 11
∗
−

∗∗
− iiii yy ηψ  не будет нарушено, если 

произведение матриц ),,(ˆ),,( 11
∗
−

∗+∗
−

∗
iiiiiiii wxyQwxyQ

)
 не зависит от компонент векторов ix  

и .ˆ 1
∗
−iy  В противном случае следует рассмотреть возможность приведения системы (5.30) к 

частично регулярной форме относительно возмущений (см. замечание 5.2). 
Предполагая, что указанные требования к аргументам матрицы ),,( 11

∗
−

∗∗
− iiii wyyA  выпол-

няются, интегральные поверхности соответствующей системы Пфаффа при условии их су-
ществования находим в явном виде [35]: 

 
     ),,,ˆ,( 11 iiiiii cwyyy ∗

−
∗∗
−=ψ)             (5.33) 

 
где )...,,(col 1 ii pmii ccc −=  – постоянные интегрирования, =iψ ),,,col( 1 ii pmii −ψψ …  

.),ˆ),,,ˆ,,(,(ˆ/ 11111
∗
−

∗
−−

∗∗
−

∗∗
−= iiiiiiiiiiii wycwyyyyAy ψ∂ψ∂  Разрешая уравнение (5.33) относи-

тельно постоянных интегрирования, получаем ii pm −  независимых интегральных поверх-

ностей ),,( 11
∗
−

∗∗
− iiii wyy

i
ψ ,jic=  .,1 ii pmj −=  Вводим новую локальную систему координат 

(5.32), что позволяет после обратной замены переменных )ˆ,,( '
1

1
iiiii yyyy ∗∗

−
−=ψ)  получить 

первое уравнение системы (5.29) в полной регулярной форме относительно возмущений 
 

  ),,('' ∗∗= iiiii wxyhy& , .),,(ˆ),,(ˆˆ 1 η∗
−

∗∗∗ += iiiiiiiii wxyQwxyhy&           (5.34) 
 

в) Если ,ii md <  то первое уравнение системы (5.34) можно перестановкой строк расще-

пить на две подсистемы ),,,(~~ ∗∗= iiiii wxyhy&  ),,,( ∗∗= iiiii wxyhy&  ),,~(col'
iii yyy =  ,~ ii pd

i Ry −∈  

,ii dm
i Ry −∈  где .}/~{rank 1+=−= iiiii mpdxh ∂∂   
В предположении, что ,...11 ii mmnm −−−<+  переходим к следующему ( 1+i )-му шагу 

процедуры, на котором описанные преобразования применяются к системе 
 

,),,(),,( 1 η∗
−

∗∗∗ += iiixiiiiii wxyQwxyfx&  ),,,(~
1

∗∗
+ = iiiii wxyhy   

 
где вектор 1+iy  ( 11 }~rank{dim ++ =∂∂= iiii mx/hy ), не зависящий от внешних возмущений, рас-
сматривается в качестве фиктивного выхода, и т.д. 
 На каждом шаге размерность непреобразованного вектора ix  уменьшается, и процедура 
заканчивается за конечное число шагов. В данном случае, в отличие от нелинейной невоз-
мущенной системы (см. раздел 4.2), имеют место три возможных условия окончания проце-
дуры. 

Предположим, что на υ -м шаге выполнилось одно из условий окончания процедуры. 
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Если выполнилось условие 
 

           ,...dim 11 υυυ mmnmx −−−== +      (*) 
 

процедура закончится, и после неособой замены переменных ,1+→ υυ yx  

11dimdim ++ == υυυ myx  будет получена полная блочно-наблюдаемая форма с учетом возму-
щений, состоящая из )1( +υ  блоков, каждый из которых (кроме последнего) расщеплен в 
общем случае на три подблока относительно преобразованных переменных 

)ˆ,,~(col iiii yyyy =  следующим образом: 
 

        
,),(),(

;,1,),(ˆ),(ˆˆ),,(,~

111111

1111

η

υη

υυυυυυυ

υυυυυυ
∗∗

++
∗

+
∗

+++

∗∗
+

∗∗
+

∗∗
++

+=

=+===

wyQwyhy

iwyQwyhywyhyyy iiiiiii

&

&&&
         (5.35) 

 
где в силу процедуры ,ii dm

i Ry −∈  ),,,(~
1

∗∗
+ = iiiii wxyhy  ==+ ii yy ~dimdim 1 =}/~{rank ii xh ∂∂  

,1+=− iii mpd  ,ˆdimˆrank iii pyQ ==  .rank 11 ++ = υυ pQ  Числа 11 ...,, +υmm  – индексы наблю-
даемости системы (5.1) с учетом возмущений, ,... 11 nmm =++ +υ  )1( +υ  – показатель наблю-
даемости возмущенной системы, и вектор состояния полностью наблюдаем.  

Как будет показано в разделе 5.3, построение наблюдателя на скользящих режимах по-
зволит также получить оценки линейных комбинаций ,),(ˆ 1 ηυυ

∗∗
+ wyQi  ;,1 υ=i  

ηυυυ ),( 11
∗∗

++ wyQ  при условии, что параметры вектор-функций ),,(ˆ 1
∗∗

+ υυ wyhi  ,,1 υ=i  

),( 111
∗

+
∗

++ υυυ wyh  известны. Если  
 

,
ˆ
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ˆ

rank

1

1

pp

Q
Q

Q

==





















+υ

υ

 

 
то однозначно восстанавливаются и все компоненты вектора возмущений. В случае pp <  
будет восстановлена линейная комбинация компонент вектора возмущений максимально 
возможного ранга .p   

Замечание 5.3. По аналогии с «нижней треугольной» блочной формой наблюдаемости 
нелинейной невозмущенной системы (см. раздел 4.5), первые уравнения блоков формы (5.35) 
также представимы в виде 

 

    ,),(),(~
121 +

∗∗∗∗ += iiiiiiii ywywyy ϕϕ&  ,,1 υ=i           (5.36) 

 
где нелинейные вектор-функции ),(),,( 21

∗∗∗∗
iiiiii wywy ϕϕ  могут быть выделены в процессе 

преобразований в соответствии со структурой оператора системы (5.1). Представление (5.35) 
с учетом (5.36) в максимально возможной степени отражает нелинейные свойства исходной 
системы (5.1), кроме того, преобразования к блочной форме могут существенно упроститься. 

Если на υ -м шаге при =∗
−

∗
−

∗∗
− ),,,ˆ,( 111 υυυυυυ wxyyyA ),,(ˆ),,( 11

∗
−

∗+∗
−

∗− υυυυυυυυ wxyQwxyQ
)

 
в системе 
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,),,,(
''''''''' υυυ

υυυυυυ
ppmRywxyhy −−∗∗ ∈=&  

,,),,(),,(
''''''

1
''''''''' υ

υυυυυυυυυυ η pRywxyQwxyhy ∈+= ∗
−

∗∗∗&  
υ

υυυυυυυυυυ η pRywxyQwxyhy ∈+= ∗
−

∗∗∗ ˆ,),,(ˆ),,(ˆˆ 1
&  

 
выполняется условие 

 

υυυ pmp −='''  ( dim 0' =υy) ) или υυυ pmp −<'''  и 0}/{rank '' =υυ ∂∂ xh             (**) 
 
или условие 

 
        ,υυ dp =               (***) 
 
то исходная система (5.1) преобразуется к неполной наблюдаемой форме вида 
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         (5.37) 

 
Резервы наблюдаемости в системе (5.37) еще не исчерпаны, поскольку в нелинейном 

случае мы не исключали перед каждым i -м шагом базисные миноры матрицы 1
ˆ

−iQ  из урав-
нений относительно 1−ix  как в линейном случае (см. раздел 3.2). В нелинейном случае таких 
преобразований было бы недостаточно, поскольку фиктивный выход 

),,(~
1111

∗
−−

∗
−−= iiiii wxyhy  зависит от всех компонент системы (в отличие от линейного случая, 

где ),11 −−= iii xDy  и в уравнении   
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все вытесненные базисные миноры матриц ,ˆ jQ  1,1 −= ij  из уравнений относительно 1−ix  
могли бы опять появиться за счет первого слагаемого правой части, и для их аннуляции 
опять потребовались бы интегральные преобразования.  

Составим вектор ,∗
υy  ∗

−
∗ =++++= υυυυ mmpppy 121 ...dim  из правых частей уравнений 

относительно ,ˆ iy&  ;1,1 −= υi  υy&  системы (5.37): 
 

         ,),,(),,( 1 ηυυυυυυυυυ
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−
∗∗∗∗∗∗∗ += wxyQwxyhy            (5.38) 
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Q . 

В отличие от линейного случая в уравнении (5.38) возможно выполнение условия ,∗∗ < υυ dp  



 

 111 

где ,}/,{rank ∗∗∗∗ =∂∂ υυυυ dxhQ  .rank ∗∗∗ = υυ pQ  Тогда расщепляем уравнение (5.38) так, чтобы в 
системе 
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           (5.39) 
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выполнялось условие ,ˆrankrank ∗∗∗∗∗ == υυυ pQQ  где ,)(dim ppmQ ×−= ∗∗∗∗

υυυ
)

 .ˆdim ppQ ×= ∗∗∗
υυ  

Если ,pp <∗
υ  то налагаем связи на компоненты вектора η  в уравнениях (5.39) 

,,ˆ ∗
∈= ∗∗+∗∗ υ

υυυ φφη pRQ  чтобы получить матрицу ∗
υQ  размером ∗∗ × υυ pm  полного ранга:  

 

,rank,
ˆ

ˆ ∗∗
+∗∗∗∗

+∗∗∗∗∗ =













==

∗
υυ

υυ
υυυ

υ

pQ
I

QQ
QQQ

p

)
 

 
где 1)ˆˆ(ˆˆ −∗∗∗∗∗∗+∗∗ = TT QQQQ υυυυ  – псевдообратная матрица. В силу того, что система уравнений 
(5.39) является алгебраической, для приведения ее к регулярной форме относительно возму-
щений интегральных преобразований не потребуется (заметим, что данный факт будет ис-
пользован в разделе 4.5 для прямого синтеза наблюдателя на скользящих режимах). Если все 
строки произведения матриц  
 

   ),,(ˆ),,( 11
∗

−
∗+∗∗∗

−
∗∗∗

υυυυυυυυ wxyQwxyQ
)

           (5.40) 
 
зависят от компонент вектора υx , то процедура заканчивается, и компоненты υ

υ
mmnRx −−−∈ ...1  

(последнее уравнение системы (5.37) образуют ненаблюдаемое подпространство). Если про-
изведение матриц (5.40) не зависит от компонент вектора υx , то вектор 

∗∗ −
+ ∈ υυ

υ
pmRy 1  (или 

его часть, соответствующая строкам (5.40), не зависящим от υx ), 

−= ∗
+ υυ yy )
1 =∗+∗∗∗∗

υυυ yQQ ˆˆ)
),,,(1

∗∗
+ υυυυ wxyh  который не зависит от возмущений, принимается в 

качестве фиктивного выхода для последнего уравнения системы (5.37), и описанная проце-
дура повторяется. Если на шаге ),( 1k+υ  11 ≥k  выполнилось условие типа (*), то процедура 
заканчивается, и весь вектор состояния исходной системы наблюдаем; если выполнились ус-
ловия типа (**) или (***), то вновь формируется вектор ∗

++ 11 kyυ  вида (5.38) и т.д.  
Таким образом, при выполнении на шаге )( 2k+υ , 12 kk >  условия (**), или (***), или 

при ∗
+

∗
+ <

22 kk dp υυ  все строки произведения матриц ×∗
+−+

∗
+

∗∗
+ ),,(

2222 1 kkkk wxyQ υυυυ
)

 

),,(ˆ
2222 1

∗
+−+

∗
+

+∗∗
+× kkkk wxyQ υυυυ  будут зависеть от компонент вектора ,

2kx +υ  то процедура закан-
чивается, поскольку вектор 

2kx +υ  образует ненаблюдаемое подпространство. 
Замечание 5.4. Если окончательно исходная система приводится к неполной блочно-

наблюдаемой форме вида (5.37) с выделением ненаблюдаемого подпространства, то с помо-
щью наблюдателя состояния на скользящих режимах и использования метода эквивалентно-
го управления могут быть последовательно получены оценки компонент векторов 

,1
1

+∈+
im

i Ry  ,1,1 −= υi  nmm <++ υ...1  и восстановлены значения следующих вектор-
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функций и линейных комбинаций 
 

    
,),,(),,(

;1,1,),,(ˆ),,(ˆ),,,(

1

111

η

υη

υυυυυυυυ

υυυυυυυυυ
∗

−
∗∗∗

∗
−

∗∗
−

∗∗
−

∗

+

−=+

wxyQwxyh

iwxyQwxyhwxyh iii          (5.41) 

 
где значения координат вектора υx  неизвестны. Если при этом в двух последних выражени-
ях (5.41) существуют строки, независимые от компонент вектора ,υx  то появляется непо-
средственная возможность восстановить соответствующие линейные комбинации вектора 
возмущений .η  
 Для дальнейшего изложения за основу принимается полная блочная форма с учетом 
возмущений (5.35). Заметим, что суть процедуры преобразований к форме (5.35) по-
прежнему заключается в многократном дифференцировании вектора выходных переменных 
в следующем смысле. На каждом i -м шаге ( υ,1=i ) в каждом i -м блоке с помощью переста-
новки строк, интегральных преобразований и диффеоморфных замен локальных переменных 
выделяются дифференциальные уравнения, правые части которых не содержат возмущения 
и в которых матрица частных производных }/~{ ii xh ∂∂  размерности )...( 11 ii mmnm −−−×+  
имеет полный ранг 1+im . На следующем )1( +i -м шаге дифференцируются только 1+im  пере-
менных, соответствующих строкам указанной матрицы Якоби.  
 Логическая последовательность неособых преобразований вектора состояния системы 
(5.1) к форме (5.35) схематично изображена на рис. 5.1, где ,dim~dim 11 ++ == iii myy  

.,1,1 υ=≥ + imm ii  Действия, требующие интегральных преобразований, выделены жирным 
шрифтом. Заметим, что в частных случаях в системе (5.35) любое из уравнений относительно 
переменных ii yy ˆ, , υ,1=i  может отсутствовать. При выполнении на каком-либо i -м шаге 
условия ⇒== 0rank ii pQ 0ˆdim =iy  интегральных преобразований не требуется, т.е. на 
данном шаге отсутствует пункт (б), если iiii dxhQ =}/,{rank ∂∂ im= ,0dim =⇒ iy  то отсутст-
вует пункт (в). 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

Рис. 5.1. Логическая последовательность преобразований к форме (5.35) 
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 Таким образом, приведенная выше процедура позволяет конструктивно выделить мак-
симальное наблюдаемое и, соответственно, минимальное ненаблюдаемое при измерении 1y  
подпространства вектора состояния, а также линейные комбинации вектора возмущений, 
подлежащих восстановлению с помощью наблюдателя состояния на скользящих режимах. 
Как и в случае невозмущенной нелинейной системы, обратные преобразования типа (4.15) 
позволяют локально однозначно восстановить вектор состояния ,)...,,(col 11

nRxxx ∈= +υ  

1+= υυ xx  исходной системы (5.1) через вычисленные или полученные с помощью наблюда-

теля оценки вектора состояния ),...,,(col 111 +
∗

+ = υυ yyy  ii xy ↔  блочной формы (5.35).  
В следующем разделе на основе полученной блочной формы (5.35) разработана каскад-

ная процедура синтеза наблюдателя состояния на скользящих режимах. 
 
 

5.3. Каскадный синтез наблюдателя на скользящих режимах 
 

Синтез наблюдателя состояния на скользящих режимах для нелинейной системы (5.1) с 
внешними возмущениями (5.2), приведенной к блочно-наблюдаемому виду (5.35), по прин-
ципу организации не отличается от алгоритмов, рассмотренных в предыдущих главах для 
различного типа систем. Применение метода эквивалентного управления позволяет восста-
новить значения ограниченных функций. Реализация данного метода на практике заключает-
ся во введении в контур наблюдателя состояния фильтров первого порядка с малыми посто-
янными времени. Число фильтров соответствует числу координат вектора состояния, подле-
жащих оцениванию. Можно считать, что задача наблюдения в такой системе решается за 
теоретически конечное время, если пренебрегать динамикой фильтрующих устройств. Как 
будет показано в данном разделе, при установке дополнительных фильтров появляется воз-
можность получить также оценки линейных комбинаций ,),(ˆ 1 ηυυ

∗∗
+ wyQi  ;,1 υ=i  

ηυυυ ),( 11
∗∗

++ wyQ  при условии, что параметры вектор-функций ),,(ˆ 1
∗∗

+ υυ wyhi  ;,1 υ=i  

),( 111
∗

+
∗

++ υυυ wyh  известны.  
Для системы (5.1), преобразованной к виду (5.35), построим наблюдатель состояния 

блочной структуры вида 
 

     ,~~
1 iii vzz += +

&  ,),( iii vwzhz += ∗
υ

&  ,ˆ),(ˆˆ iii vwzhz += ∗
υ

&  ;,1 υ=i  ,),( 1111 +
∗

+++ += υυυυ vwzhz&   (5.42) 
 
где ),...,,,(col 121 += υzzzz  )ˆ,,~(col iiii zzzz =  – вектор состояния, ),ˆ,,~(col iiii vvvv =  

1,,1 += υυ vi  – корректирующие воздействия наблюдателя, размерности которых в каждом 
подблоке каждого блока системы (5.42) совпадают с размерностями соответствующих векто-
ров состояния ,dimdimdim iiii mvzy ===  что является предпосылкой независимого реше-

ния элементарных задач синтеза, размерность которых равна ,ˆdim,dim,~dim iii vvv  ;,1 υ=i  
.dim 1+υv  

Ниже разработана каскадная процедура выбора разрывных корректирующих воздейст-
вий наблюдателя с целью последовательной стабилизации невязок ,iii zy −=ε  ,im

i R∈ε  

,1,1 += υi  поведение которых согласно (5.35), (5.42) описывается следующей системой диф-
ференциальных уравнений:  
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,),(),(),(

;,1,ˆ),(ˆ),(ˆ),(ˆˆ

,),(),(,~~

1111111

1

+
∗

+
∗

++
∗

+++

∗∗∗

∗∗
+

−++−+=

=−++−+=

−−+=−=

υυυυυυυυ

υυυ

υυ

ηεεε

υηεεε

εεεε

vwzQwzhwzh

ivwzQwzhwzh

vwzhwzhv

iiiii

iiiiiii

&

&
&&

        (5.43) 

 
где ),...,,,(col 121 += υεεεε  ),ˆ,,~(col iiii εεεε =  .,1 υ=i  Предполагается, что для открытой ог-
раниченной области изменения переменных const=< Fε  с учетом (5.2) в системе (5.43) 
имеют место следующие ограничения: 

 
const,=< ii Fε  ;1,1 += υi  const,),(),( =<−+= ∗∗

iiii Fwzhwzhh υυε∆  

const,ˆ),(ˆ),(ˆ),(ˆˆˆ =<++−+=+ ∗∗∗
iiiiii FwzQwzhwzhQh ηεεη∆ υυυ  υ,1=i ;       (5.44) 

const.ˆ),(),(),( 11111111 =<++−+=+ +
∗

+
∗

++
∗

++++ υυυυυυυυυ ηεεη∆ FwzQwzhwzhQh  
 
Задача синтеза сводится к независимому определению нижних оценок для выбора амплитуд 
разрывных корректирующих воздействий в каждом блоке наблюдателя (5.42), при которых 
обеспечивается последовательная стабилизация переменных 0=iε  системы (5.43). 
 

Процедура синтеза. 
 

Шаг 1. (а) В первом подблоке первого блока системы (5.43) решается задача стабилиза-
ции переменной 1

~ε  при формировании из измеряемых переменных разрывной коррекции 
,~sign~~

111 εMv =  )].~(sign...,),~(sign[col)~(sign
21 111 m

εεε =  Выбор амплитуды из условия 

0~~
11 <εε &T

21
~ FM >⇒  обеспечивает в замкнутой системе −= 21

~ εε& 11
~sign~ εM  возникновение 

скользящего режима вдоль многообразия }0~{~
11 == εS  и, следовательно, обеспечивается ра-

венство .~~
11 yz =  Согласно методу эквивалентного управления из равенства 0~~

eq121 =−= vεε&  
получаем оценку переменной состояния второго блока системы (5.43)  

 
      .~

eq12 v=ε            (5.45) 
 
Для непосредственного получения эквивалентных значений разрывных корректирующих 
воздействий, как и раньше, используются линейные фильтры с малой постоянной времени 
(2.29), (2.31).  

(б) Во втором подблоке первого блока системы (5.43) решается задача стабилизации пе-
ременной 1ε  посредством формирования из измеряемых переменных разрывного управления 

,sign 111 εMv =  )].(sign...,),(sign[col)(sign
)11(1 111 dm −

= εεε  Выбор амплитуды ⇒< 011 εε &T  

11 FM >⇒  приводит к возникновению в замкнутой системе −= 11 h∆ε& 11signεM  скользящего 
режима вдоль многообразия },0{ 11 == εS  .0 111 yz =⇒=ε  

(в) В третьем подблоке первого блока решается задача стабилизации переменной 1̂ε  по-
средством формирования из измеряемых переменных разрывного управления ,ˆsignˆˆ 111 εMv =  

)].ˆ(sign...,),ˆ(sign[col)ˆ(sign
11 111 p

εεε =  Выбор амплитуды ⇒< 0ˆˆ 11 εε &T
11
ˆˆ FM >  приводит к воз-

никновению в замкнутой системе −+= η∆ε 111
ˆˆˆ Qh&

11 ˆsignˆ εM  скользящего режима вдоль мно-
гообразия },0ˆ{ˆ

11 == εS  .ˆˆ0ˆ 111 yz =⇒=ε  Согласно методу эквивалентного управления из ра-
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венства 01̂ =ε&  получаем 
 

            .ˆˆˆ
eq111 vQh =+ η∆            (5.46) 

 
Реализации соотношения (5.46) потребует дополнительной установки фильтрующих уст-
ройств. Описанная процедура аналогичным образом продолжается далее, причем управляю-
щие воздействия в следующем блоке формируются из «своих» переменных, восстановлен-
ных в первом подблоке (а) на предыдущем шаге, например, для второго блока используется 
выражение (5.45), и т.д. 

Шаг i  ( υ,2=i ). (а) В первом подблоке i -го блока системы (5.43) решается задача ста-
билизации переменной iε~  при формировании из эквивалентного управления первого под-

блока предыдущего блока разрывной коррекции ,~sign~~~
eq)1( −= iiii vEMv  =− )~(sign eq)1(iv  

)]~(sign...,),~(sign[col eq)1(eq)1(
1 im

ii vv −−= с амплитудой ⇒< 0~~
i

T
i εε & ,~

1+> ii FM  где матрица iE~  

размерности ii mm ×+1  имеет следующую структуру: ).0(~
1+

=
imi IE  В замкнутой системе 

−= +1
~

ii εε& iiM ε~sign~  возникает скользящий режим вдоль многообразия },~0~{~
1−== iii SS ∩ε  

.~~0~
iii yz =⇒=ε  Из равенства 0~~

eq1 =−= + iii vεε&  получаем оценку переменной состояния 
следующего )1( +i -го блока системы (5.43) .~

eq1 ii v=+ε  
(б) Во втором подблоке i -го блока системы (5.43) решается задача стабилизации пере-

менной iε  посредством формирования разрывной коррекции eq)1(
~sign −= iiii vEMv  с амплиту-

дой ,ii FM >  где матрица iE  размерности iiii mpmm ×−− + )( 1  имеет следующую структуру: 
).00(

1 iii pmmi IE −− +
=  В замкнутой системе −= ii h∆ε& iiM εsign  возникает скользящий ре-

жим вдоль многообразия },~0{ 1−== iii SS ∩ε  .0 iii yz =⇒=ε  
(в) В третьем подблоке i -го блока решается задача стабилизации переменной iε̂  посред-

ством формирования разрывного управления eq)1(
~signˆˆˆ −= iiii vEMv  с амплитудой ,ˆˆ

ii FM >  где 

матрица iÊ  размерности ii mp ×  имеет следующую структуру: )0(ˆ
ipi IE = . В замкнутой 

системе −+= η∆ε iii Qh ˆˆ&̂
iiM ε̂signˆ  возникает скользящий режим вдоль многообразия 

},~0ˆ{ˆ
1−== iii SS ∩ε  .ˆˆ0ˆ iii yz =⇒=ε  Согласно методу эквивалентного управления из равенст-

ва 0ˆ =iε&  получаем  
 

             .ˆˆˆ
eqiii vQh =+ η∆            (5.47) 

 
Шаг 1+υ . На последнем шаге решается задача стабилизации переменной последнего 

блока 1+υε  посредством формирования разрывного управления eq11
~sign υυυ vMv ++ =  с ампли-

тудой ,ˆ
11 ++ > υυ FM  что приводит к возникновению в замкнутой системе 

η∆ε υυυ 111 +++ += Qh& 11sign ++− υυ εM  скользящего режима вдоль многообразия 

},~0{ 11 υυυ ε SS ∩== ++  .0 111 +++ =⇒= υυυε yz  Согласно методу эквивалентного управления из 
равенства 01 =+υε&  получаем 

 
      .eq)1(11 +++ =+ υυυ η∆ vQh           (5.48) 
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Результатом описанной процедуры синтеза является каскадная стабилизация перемен-
ных состояния системы (5.43). Попадание на многообразия скольжения ,ˆ, ii SS  υ,2=i  свя-
зано только с предыдущими построениями. Структурная схема формирования разрывных 
корректирующих воздействий наблюдателя (5.42) представлена на рис. 5.2, где фильтрую-
щие элементы (блоки « )1/(1 +pµ ») служат для получения эквивалентных управлений ,~

eqiv  а 

также ,ˆ eqiv  υ,1=i ; .eq)1( +υv  Значения последних соответствуют оценкам линейных комби-
наций компонент вектора возмущений, поскольку после стабилизации переменных системы 
(5.43) 0=ε  выражения (5.46)–(5.48) с учетом ,ˆih∆  υ,1=i ; 1+υ∆h  принимают вид ,ˆˆ

eqii vQ =η  

υ,1=i ; =+ ηυ 1Q .eq)1( +υv  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 5.2. Структурная схема наблюдателя на скользящих режимах (5.42) 

 
Замечание 5.5. Если задача оценивания внешних возмущений не ставится, то фильтрую-

щие элементы для получения ,ˆ eqiv  ,,1 υ=i  eq)1( +υv  на рис. 5.2 отсутствуют и, кроме того, для 
оценки компонент вектора состояния можно использовать наблюдатель пониженного поряд-
ка ))(( 111 pdmn −−− , а именно без управляющих воздействий в первом и третьем подблоках. 
В этом случае система (5.42) принимает вид 
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                   (5.49) 
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где дифференциальные уравнения относительно переменных 11 ˆ, zz  отсутствуют и сигналы 

11 ˆ, yy  подаются во вторые и третьи подблоки наблюдателя (5.49) непосредственно с объекта 
управления. Дифференциальные уравнения относительно невязок iii zy −=ε  с учетом (5.35), 
(5.49) принимают вид 

 
),,,ˆ,(),,ˆ,(;,1,~~

11111
∗∗

+ −+==−= υυεευεε wzyyhwzyyhiv iiiiii
&&  

          +−+= ∗∗ ),,ˆ,(ˆ),,ˆ,(ˆˆ 1111 υυεε wzyyhwzyyh iii
& ,),,ˆ,(ˆ 11 ηε υ

∗+ wzyyQi  υ,2=i ;       (5.50) 

.),,ˆ,(),,ˆ,(),,ˆ,( 111111111111 ηεεε υυυυυυυ
∗

+
∗

++
∗

+++ ++−+= wzyyQwzyyhwzyyh&  
 
В системе (5.50) задача стабилизации переменных υεε ,2,ˆ, =iii ; 1+υε  не ставится, а для 

оценки векторов 1;,2,ˆ, += υυ yiyy ii  могут быть использованы непосредственно величи-

ны эквивалентных управлений ⇒= +1eq iiv ε ,eq111 iiii vEzy +++ +=  ,ˆˆˆ eq111 iiii vEzy +++ +=  

;1,1 −= υi  .eq11 υυυ vzy += ++  

Замечание 5.6. Если в системе (5.35) отсутствует точная информация о функциях (.),ih  

(.),ˆ
ih  υ,1=i ; (.),1+υh  то наблюдатель состояния строится в виде 

 
   ,~~

1 iii vzz += +
&  ,ii vz =&  ,ˆˆ ii vz =&  υ,1=i ; .11 ++ = υυ vz&         (5.51) 

 
 
С учетом (5.35), (5.51) дифференциальные уравнения относительно невязок принимают вид: 

 
,~~

1 iii v−= +εε&  ,),( iii vwzh −+= ∗
υεε&  

    ,ˆ),(ˆ),(ˆˆ iiii vwzQwzh −+++= ∗∗ ηεεε υυ
&  υ,1=i ;        (5.52) 

.),(),( 11111 +
∗

+
∗

+++ −+++= υυυυυυ ηεεε vwzQwzh&  
 
Аналогично синтезируя разрывную коррекцию, в системе (5.52) в соответствии с методом 
эквивалентного управления получим: если ),( ∗+> υε wzhM ii , то );,(eq

∗+= υε wzhv ii  ес-

ли ηεε υυ ),(ˆ),(ˆˆ ∗∗ +++> wzQwzhM iii , то ,),(ˆ),(ˆˆ eq ηεε υυ
∗∗ +++= wzQwzhv iii  υ,1=i ; 

если ηεε υυυυυ ),(),( 1111
∗

+
∗

+++ +++> wzQwzhM , то ++= ∗
+++ ),( 111 υυυ ε wzhv  

,),(1 ηε υυ
∗

+ ++ wzQ  откуда, после стабилизации всех переменных 0=ε  системы (5.52) и ус-
тановки соответствующих фильтрующих элементов, можно получить смешанные оценки 

),,(eq
∗= υwzhv ii  ,),(ˆ),(ˆˆ eq ηυυ

∗∗ += wzQwzhv iii  υ,1=i ; .),(),( 1111 ηυυυυυ
∗

+
∗

+++ += wzQwzhv   
 
 

5.4. Каскадный синтез наблюдателя состояния  
с непрерывными корректирующими воздействиями 

 
Если для системы (5.35) задача оценивания внешних возмущений не ставится, то задача 

наблюдения вектора состояния может быть решена с помощью наблюдателя состояния с не-
прерывной коррекцией. В этом случае из-за действия неконтролируемых, ограниченных по 
модулю возмущений задача решается с заданной точностью. Декомпозиция задачи синтеза 
на независимо решаемые подзадачи меньшей размерности обусловливается приведением ли-
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нейной части системы (5.35) (первые подблоки) к верхнему треугольному виду. Процедура 
синтеза сводится к нахождению нижних оценок (неравенств) для иерархического выбора ко-
эффициентов в подблоках наблюдателя. Методика, разработанная в разделе 4.4 для невоз-
мущенных нелинейных систем, в данном разделе распространяется на возмущенные нели-
нейные системы (5.1), приводимые к виду (5.35). Суть процедуры преобразований заключа-
ется во вводе новых переменных ),...,,(col 11 += υsss  ,dimdim ii ys =  1,1 += υi  и неособой 
замене локальных координат вида: 

 

;11 ys =  ;2122 yyLs +−= ∗  ,1

2

1
iiij

i

j
iji yyLyWs +−= −

∗
−

=

∗∑  ,1,3 += υi         (5.53) 

 
где ,ji mm

ij RW ×∗ ∈  ),0( ijij WW =∗  ,1+×∈ ji mm
ij RW  ,1−×∗ ∈ ii mm

i RL  ( ),0ii LL =∗  ii mm
i RL ×∈  – матрицы 

с постоянными элементами, которые будут выбраны позже при синтезе наблюдателя состоя-
ния. Полагая в системе (5.53) ;111,1

∗
++−+ = υυυυ LLW  ,,111,1

∗
++−+ −= jj WLW υυυ  ;2,1−=υj  

,111,112,
∗∗

+
∗

−+
∗

− −+= iiiiiiiiii LLEWELLW  ,11,111,
∗∗

+
∗
+

∗
− +−= ijiijiiijiji WLEWEWLW  ,2,2−= ij  ,3,υ=i  

где 
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i IE

0

0

1

1

2 , 







=

ip
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E
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2 , ,1
1

+×∈ ii mm
i RE  ,)(

2
1 iiii pmmm

i RE −−× +∈  

,3
ii pm

i RE ×∈  запишем дифференциальные уравнения относительно новых переменных (5.53): 
 

];),(ˆ),(ˆ[),( 111311221112111 ηυυυ
∗∗∗∗ ++++= wsQwshEwshEsEsLEs&  

++−−= ∗∗∗∗
123213121222 )( sLLEWELLs& ++−∗

32122321 )( sEsLLE  

   ];),(ˆ),(ˆ[),( 2223222 ηυυυ
∗∗∗ +++ wsQwshEwshE         (5.54) 

+−−= ∗∗
+

∗
+

∗
11111,111 )( sWLEWEWLs iiiiiiii& ++− +

∗
+ 1111 )( iiiiii sEsLLE  

],),(ˆ),(ˆ[),( 32 ηυυυ
∗∗∗ +++ wsQwshEwshE iiiii  υ,3=i ;  

−= ∗
+++ 11,111 sWLs υυυ& 11 ++ υυ sL .),(),( 111 ηυυυυ

∗
+

∗
++ ++ wsQwsh  

 
Для системы (5.35), преобразованной к виду (5.54), строится наблюдатель состояния вида  

 
;),(ˆ),( 111311221112111 vwzhEwzhEzEzLEz ++++= ∗∗∗

υυ&  

++−−= ∗∗∗∗
123213121222 )( zLLEWELLz& ++−∗

32122321 )( zEzLLE ;),(ˆ),( 2223222 vwzhEwzhE ++ ∗∗
υυ  

  +−−= ∗∗
+

∗
+

∗
11111,111 )( zWLEWEWLz iiiiiiii& ++− +

∗
+ 1111 )( iiiiii zEzLLE         (5.55) 

,),(ˆ),( 32 iiiii vwzhEwzhE +++ ∗∗
υυ  υ,3=i ;  

−= ∗
+++ 11,111 zWLz υυυ& 11 ++ υυ zL ,),( 111 +

∗
++ ++ υυυ vwzh  

 
где )...,,(col 11 += υzzz  – вектор состояния, ,dimdim iii msz ==  ,iv  1,1 += υi  – корректи-
рующие воздействия наблюдателя, которые выберем линейными: 

 

    
),(;,3),)((

);)(();(

111,111111111,111

11232131212221111

zsWLvizsWLEWEWLv

zsLLEWELLvzsLv

iiiiiiii −==−−−=

−+−−=−=
∗
+++

∗∗
+

∗
+

∗

∗∗∗∗

υυυυ
    (5.56) 
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где 11
1

mmRL ×∈  – диагональная матрица с постоянными коэффициентами. 
С учетом выражений (5.54)–(5.56), запишем систему дифференциальных уравнений от-

носительно невязок iii zs −=ε :  
 

++−= +
∗
+ 1111 )( iiiiiii ELLE εεε& +−+ ∗∗ )],(),([2 υυε wzhwzhE iii  

   ],),(ˆ),(ˆ),(ˆ[3 ηεε υυυ
∗∗∗ ++−++ wzQwzhwzhE iiii  υ,1=i ;        (5.57) 

−=+1υε& 11 ++ υυ εL .),(),(),( 11111 ηεε υυυυυυ
∗

+
∗

++
∗

++ ++−++ wzQwzhwzh  
 

Теорема 5.2. Пусть в некоторой открытой ограниченной области F<∗ε  выполняют-

ся условия вида (5.44), в которых переменные 1,1,, += υε iz ii  удовлетворяют системам 
(5.55)–(5.57). Тогда существуют конечные значения коэффициентов матриц ,1,1, += υiLi  
при которых задача оценивания переменных s  решается посредством наблюдателя (5.55)–
(5.56) с заданной точностью или в терминах системы (5.57) обеспечиваются соотношения 

 
        .1,1, +=< υ∆ε iii           (5.58) 
 

В данной теореме сформулированы достаточные условия, доказательства которых сле-
дуют из приводимой ниже пошаговой процедуры синтеза непрерывных корректирующих 
воздействий наблюдателя (5.56) с конечными коэффициентами. В процедуре использован 
второй метод Ляпунова для исследования достаточных условий устойчивости и каскадный 
принцип анализа соответствующих квадратичных форм. Теорема считается доказанной, если 
для системы (5.57) будут найдены нижние оценки для иерархического выбора конечных ко-
эффициентов матриц ,1,1, += υiLi  при которых обеспечиваются неравенства (5.58).  
 Доказательство теоремы 5.2. В соответствии с представлением исходной системы в ви-
де (5.35), положим в системе (5.57)  
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где ,~ 1+∈ im

i Rε  ,1 iii pmm
i R −− +∈ε  ,ˆ ip

i R∈ε  матрицы ,~ 11 ++ ×∈ ii mm
i RL  ,)()( 11 iiiiii pmmpmm

i RL −−×−− ++∈  
ii pp

i RL ×∈ˆ  – диагональные. Проведем дополнительное разбиение вектора состояния системы 
(5.59) 
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       (5.60) 

 
Проиллюстрируем разбиение (5.60) с помощью условной диаграммы, представленной на 

рис. 5.3, на примере системы, расщепленной на 4 блока ( 41 =+υ ). Группировка компонент 
векторов iε~  (5.60), как видно на рис. 5.3, раскрывает связи между переменными подблоков 
различных блоков системы (5.57), которые следуют из структуры наблюдаемости исходной 
системы (5.1) с учетом возмущений. 
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Рис. 5.3. Структура наблюдаемости с учетом возмущений 
 
Для простоты изложения положим диагональные элементы матриц ii LL ˆ,  ( υ,1=i ), υL~  

и 1+υL  равными между собой и равными ,0const >=il  ,0constˆ >=il  ,0const~
>=υl  

0const1 >=+υl  соответственно. Предположим также, что диагональные элементы 

,0const~
>=ikl  1,1 += imk  матриц ,~

iL  1,1 −= υi  удовлетворяют соотношениям 
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С учетом обозначений (5.59)–(5.61), систему (5.57) можно переписать в следующем виде: 

 
,~~)~~(~

,11 jiij
j

i
j

iij ll ++ +−= εεε&  ,2,1 ++= ij υ  ,~)
~

(~
11,

1
11, ++

+
++ +−= iii

i
iiii ll εεε&  

    ,ˆ~̂
)

~̂ˆ(
~̂

11,
1

11, ++
+

++ +−= iii
i

iiii ll εεε&  1,1 −= υi ; ;~)~(~
11 ++ +−= υυυυυ εεε ll&        (5.62) 

,iiii hl ∆εε +−=&  ,ˆˆˆˆˆ η∆εε iiiii Qhl ++−=&  υ,1=i ; .11111 η∆εε υυυυυ +++++ ++−= Qhl&  
 

 
В соответствии с расщеплениями (5.59)–(5.60) можно детализировать условие (5.58), введя 
заданную точность оценивания покомпонентно:  

 

.,1,ˆˆ,
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υ∆ε∆ε
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iiiiiiiiijij        (5.63) 

 
Рассмотрим для системы (5.62) квадратичную форму V  в виде суммы квадратичных 

форм 
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21
~dim m=ε  32

~dim m=ε  

414 dim~dim εε =  424 dim~dim εε =  43
~dim m=ε  

11ˆdim p=ε  

44dim m=ε  

33

13

ˆdimdim

~dim
εε

ε
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=
 323 dim~dim εε =  3433dim pmm −−=ε  

212 dim~dim εε =
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22ˆdim p=ε  

1211dim pmm −−=ε

323 ˆdim
~̂

dim εε =  
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В соответствии с каскадным принципом найдем общую оценку производной квадратичной 
формы V& , последовательно оценивая производные каждого слагаемого выражения (5.64): 
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≤+−= )(T
iiiii hlV ∆εε& ,F̂l iiii εεε +−  

)ˆˆˆˆ(ˆˆ T η∆εε iiiiii QhlV ++−=& ,ˆˆˆˆˆ iiiii Fl εεε +−≤  υ,1=i ; 

++−= +++++ )( 111
T

11 υυυυυ ∆εε hlV& 111111
ˆ) ++++++ +−≤ υυυυυυ εεεη FlQ . 

 
Рассмотрим три последних системы (5.65), которые соответствуют «последним» подбло-

кам блоков системы (5.62). Производные отрицательны ,0<iV&  ,0ˆ <iV  υ,1=i ; 01 <+υV&  при 

выполнении условий ,/ iii Fl ε>  ,ˆ/ˆˆ
iii Fl ε>  ,/ˆ

111 +++ > υυυ εFl  и векторы состояния сходят-
ся в области 

 

         ,i
i

i
i l

F
∆ε <≤  ,ˆˆ

ˆ
ˆ i

i

i
i

l
F

∆ε <≤  .
ˆ

1
1

1
1 +

+

+
+ <≤ υ

υ

υ
υ ∆ε

l
F

        (5.66) 

 
Решению задачи оценки соответствующих компонент с заданной точностью (5.58), (5.63) 
удовлетворяют следующие неравенства для независимого выбора коэффициентов наблюда-
теля в соответствующих подблоках 
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 Рассмотрим второе–четвертое уравнения системы (5.65), которые соответствуют «по-
следним» )1( +i -м переменным в подблоках относительно .~
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Решению задачи оценивания соответствующих компонент с заданной точностью (5.58), 
(5.63) удовлетворяют следующие неравенства для независимого выбора коэффициентов на-
блюдателя: 
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откуда следует соответствующая иерархическая структура выбора коэффициентов: 
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Наконец, рассмотрим первое уравнение системы (5.65). Производные отрицательны 
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Решению задачи оценивания соответствующих компонент с заданной точностью (5.58), 

(5.63) удовлетворяют следующие неравенства для иерархического выбора коэффициентов 
наблюдателя (5.55)–(5.56): 
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При выборе элементов матриц 1,1, += υiLi  в виде (5.67), (5.69), (5.70) выполняется условие  
 



 

 123 

,0)ˆ(~)
~̂~~(

1

1
1

1
1,1,

2

1
∑ ∑∑

−

=
+

=
++

+

+=

<++++++=
υ

υ

υ

υ
υi

ii
i

iiiiij

i

j
VVVVVVVV &&&&&&&&  

 
и, следовательно, квадратичная форма (5.64) является функцией Ляпунова для системы 
(5.62). Система (5.62) устойчива в рассматриваемой области, и задача оценки вектора s  ре-
шается с заданной точностью (5.58), (5.63), что и требовалось доказать. 
 
 

5.5. Прямой синтез наблюдателя на скользящих режимах 
 
 На основе представления исходной системы в блочно-наблюдаемой форме с учетом воз-
мущений (5.35) в предыдущих разделах главы решена задача наблюдения неизмеряемых 
компонент вектора состояния нелинейной системы при наличии внешних возмущений, в том 
числе и с заданной точностью при конечных коэффициентах наблюдателя (раздел 5.4). В 
приводимых ниже результатах показывается, что если не задаваться целью априори полу-
чить блочное представление, можно существенно упростить решение задачи наблюдения. В 
данном разделе разработана процедура поэтапного синтеза наблюдателя с разрывными 
управляющими воздействиями, позволяющая избежать интегральных преобразований (в от-
личие от процедуры раздела 5.2), так как к регулярной форме относительно возмущений бу-
дут приводиться не дифференциальные, а алгебраические уравнения. Суть данной процеду-
ры заключается в синхронизации анализа и синтеза за счет последовательного построения 
каждого блока наблюдателя на скользящих режимах, сопровождаемого анализом структуры 
наблюдаемости соответствующего блока системы. Большая часть данной процедуры совпа-
дает с преобразованиями, выполняемыми в процессе получения блочной формы из раздела 
5.2. Чтобы избежать повторений, в таких случаях даются ссылки на соответствующие фор-
мулы. 
 

Процедура синхронного анализа и синтеза. 
 

 Шаг 1. а) Представим исходную систему (5.1) в виде (5.3) в соответствии с преобразова-
ниями пункта (а) первого шага процедуры приведения системы к БНФВ (см. раздел 5.2). Для 
первого уравнения системы (5.3), в котором вектор 1

1
mRy ∈  доступен для измерения, по-

строим наблюдатель состояния вида 11 vz =&  с вектором состояния ,1
1

mRz ∈  что приведет к 
уравнению относительно невязки ,111 zy −=ε  1

1
mR∈ε :  

 
              ,),,(),,( 1011111111 vwxyQwxyh −+= ∗∗ ηε&            (5.71) 
 
В системе (5.71) введем обозначение  

 
,),,(),,(),,( 011111111111 η∗∗∗ += wxyQwxyhwxyg  1

1
mRg ∈          (5.72) 

 
и сформируем разрывное управляющее воздействие ,sign 111 εMv =  1

1
mRv ∈  с амплитудой 

,11 gM >  что приведет к возникновению в системе (5.71) скользящего режима по многооб-
разию .0 111 zy =⇒=ε  Согласно методу эквивалентного управления из выражения 01 =ε&  
получим оценки компонент вектор-функции 1g : 

 
  .1eq1 gv =              (5.73) 
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Предположив, что в системе (5.72) ,}/,{rank 1111 dxhQ =∂∂  ,rank 11 pQ =  ,111 mdp ≤<  расще-
пим ее на два уравнения аналогично представлению (5.4): 
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η
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wxyyQwxyyhg

wxyyQwxyyhg
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)))))
          (5.74) 
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Если ранг матрицы 1Q  в системе (5.71) неполный, налагаем связи на компоненты вектора η  
так, чтобы получить матрицу ),,( 0111

∗∗ wxyQ  полного ранга (5.5). 
 б) Поскольку система (5.74) алгебраическая, то для приведения ее к регулярной форме 
относительно возмущений η  не требуется выполнять интегральные преобразования. Если 
все строки произведения матриц  

 
            ),,(ˆ),,( 01110111

∗+∗ wxyQwxyQ
)

           (5.75) 
 
зависят от компонент вектора ,1x  то процедура заканчивается (см. замечание 5.1), и компо-
ненты 1

1
mnRx −∈  образуют ненаблюдаемое подпространство. Если произведение матриц 

(5.75) не зависит от компонент вектора 1x , то сформируем вектор  
 

      ,,ˆˆ 11'
11111

'
1

pmRggQQgg −+ ∈−=
))            (5.76) 

 
который полностью или частично (если часть строк (5.75) зависят от компонент ,1x  см. за-
мечание 5.2) не зависит от возмущений и от вектора .1x  Неособая замена позволяет предста-
вить систему (5.74) в регулярной форме относительно возмущений: 

 
),,,( 111

'
1

'
1

∗= wxyhg  .),,ˆ,(ˆ),,ˆ,(ˆˆ 01111111111 η∗∗ += wxyyQwxyyhg ))          (5.77) 
 
Заметим, что в данном случае (в отличие от процедуры раздела 5.2) на выражение (5.75) 

не налагается требование интегрируемости. 
в) Если в системе (5.72) выполняется условие ,11 md <  то первое уравнение (5.77) с по-

мощью перестановки строк расщепляется на две подсистемы ),,,(~~
11111
∗= wxyhg  

),,,( 11111
∗= wxyhg  где ( ),,~col 11

'
1 ggg =  ,11

1
dmRg −∈  .}/~{rank~dim 211111 mpdxhg =−=∂∂=   

Далее переходим ко второму шагу процедуры, на котором преобразования, описанные на 
первом шаге, применяются к системе ,),,(),,( 011111111 η∗∗ += wxyQwxyfx x&  ,1

1
mnRx −∈  

,,~ 2
212

mRygy ∈=  где значения компонент вектора 2y  известны, и т.д. 
Шаг i . а) Продолжая указанную процедуру, на i -м шаге рассмотрим систему (5.28), где 

компоненты вектора ),,(~~
11111

∗
−−

∗
−−− == iiiiii wxyhgy  известны, .)( eq)1(

im
ii Rvy ∈−  Представим 

систему (5.28) в виде (5.29). Для первого уравнения системы (5.29) построим наблюдатель 
состояния ii vz =&  с вектором состояния ,im

i Rz ∈  что приведет к уравнению относительно 

невязки ,iii zy −=ε  im
i R∈ε :  

 



 

 125 

        .),,(),,( 1 iiiiiiiiii vwxyQwxyh −+= ∗
−

∗∗∗ ηε&            (5.78) 
В системе (5.78) обозначим  

 
       im

iiiiiiiiiiiii RgwxyQwxyhwxyg ∈+= ∗
−

∗∗∗∗∗ ,),,(),,(),,( 1 η          (5.79) 
 
и сформируем разрывное управляющее воздействие ,sign iii Mv ε=  im

i Rv ∈  с амплитудой 
,ii gM >  что приведет к возникновению в системе (5.78) скользящего режима по многооб-

разию .0 iii zy =⇒=ε  Согласно методу эквивалентного управления из выражения 0=iε&  
получим оценки компонент вектор-функции ig : 

 
  .eq ii gv =              (5.80) 

 

Замечание 5.7. Если на i -м шаге возможно представление первого уравнения системы 
(5.29) в виде, аналогичном (5.36), а именно 

 

),(1
∗∗= iiii wyy ϕ& ,),,(),,( 1 η∗

−
∗∗∗ ++ iiiiiiii wxyQwxyh

(
 

 

где =∗∗ ),,( iiii wxyh +∗∗ ),(1 iii wyϕ ),,,( ∗∗
iiii wxyh

(
 то наблюдатель состояния строится в виде 

.),(1 iiiii vwyz += ∗∗ϕ&  Данные построения приведут к упрощению вычислений и уменьшению 

амплитуды разрывных управлений, если ),,( ∗∗
iiii wxyh

(
<+ ∗

−
∗ η),,( 1iiii wxyQ .ig   

Предположив, что в системе (5.79) ,}/,{rank iiii dxhQ =∂∂  ,rank ii pQ =  ,iii mdp ≤<  пе-
рестановкой строк расщепим ее на две подсистемы 
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           (5.81) 
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так, чтобы ,ˆrankrankˆdim iiii pQQg ===  где ,)(dim ppmQ iii ×−=

)
 .ˆdim ppQ ii ×=  Если 

,ppi <  то налагаем связи на компоненты вектора η  в уравнениях (5.81) ,,ˆ ip
iii RQ ∈= + φφη  

чтобы получить матрицу ),,( 1
∗
−

∗∗
iiii wxyQ  полного ранга (5.31). 

 б) Рассмотрим произведение матриц  
 

         ).,,(ˆ),,( 11
∗
−

∗+∗
−

∗
iiiiiiii wxyQwxyQ

)
           (5.82) 

 
Заметим, что в данном случае ослабляются требования к аргументам произведения (5.82), в 
числе которых не должно быть только неизвестных на данный момент компонент вектора ix  
(в отличие от процедуры раздела 5.2, где аналогичное произведение (5.82) не должно было 
зависеть также от компонент вектора ∗

−1ˆ iy ). Если указанное требование выполняется, то 
сформируем вектор  
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        ,,ˆˆ '' ii pm

iiiiii RggQQgg −+ ∈−=
))            (5.83) 

 
который полностью (или частично, если часть строк (5.82) зависят от компонент ix ) не зави-
сит от возмущений и не восстановленных на этом этапе компонент вектора состояний. Не-
особая замена (5.83) позволяет представить систему (5.81) в регулярной форме относительно 
возмущений: 

 
        .),,(ˆ),,(ˆˆ),,,( 1

'' η∗
−

∗∗∗∗∗ +== iiiiiiiiiiiiii wxyQwxyhgwxyhg          (5.84) 
 
в) Если ,ii md <  то первое уравнение системы (5.84) можно перестановкой строк расще-

пить на две подсистемы ),,,(~~ ∗∗= iiiii wxyhg  ),,,( ∗∗= iiiii wxyhg  где ( ),,~col'
iii ggg =  

,}/~{rank~dim 1+=−== iiiiii mpdxhg ∂∂  .ii dm
i Rg −∈  Если ,...11 ii mmnm −−−<+  то переходим 

к следующему шагу процедуры, на котором описанные преобразования применяются к сис-
теме ,),,(),,( 1 η∗

−
∗∗∗ += iiixiiiiii wxyQwxyfx&  ),,,(~~

1
∗∗

+ == iiiiii wxyhgy  где известный на 

данный момент вектор 1
1

+∈+
im

i Ry  рассматривается в качестве фиктивного выхода, и т.д. 
 Заметим, что условия окончания процедуры в данном случае аналогичны условиям из 
раздела 5.2. Предположим, что на υ -м шаге выполнилось условие 

 
      ....dim 11 υυυ mmnmx −−−== +                 (*) 
 
Обозначив )(~

eq1 υυυ vgy =+ ),,,(~ ∗∗= υυυυ wxyh  где ,}/~{rank 1+= υυυ ∂∂ mxh  и проведя диффео-

морфную локальную замену переменных ),,(~
1

1 ∗∗
+

−= υυυυ wyhx  получим последний блок вида 
 

          .),(),( 111111 ηυυυυυυυ
∗∗

++
∗

+
∗

+++ += wyQwyhy&            (5.85) 
 
Согласно предыдущим построениям в системе (5.85) неизвестным является только вектор 
возмущений η . Если ставится задача восстановления линейных комбинаций возмущающих 
воздействий, то для системы (5.85) строится наблюдатель состояния 

,),( 11111 +
∗

+
∗

+++ += υυυυυ vwyhz&  что приведет к уравнению относительно невязок 

111 +++ −= υυυε zy : .),( 1111 +
∗∗

+++ −= υυυυυ ηε vwyQ&  Формирование разрывного управления 

,sign 111 +++ = υυυ εMv  ,, 1
11

+∈++
υ

υυε mRv  ηυυυυ ),( 111
∗∗

+++ = wyQМ  приведет к возникнове-
нию скользящего режима по многообразию .0 111 +++ =⇒= υυυε zy  Согласно методу эквива-
лентного управления из выражения 01 =+υε&  получим  

 
.),( 11eq)1( ηυυυυ

∗∗
+++ = wyQv             (5.86) 

 
Поскольку на данный момент все компоненты вектора состояния ∗

+1υy  известны, то из выра-
жений типа (5.79) с учетом (5.80)–(5.81) можно получить оценки остальных линейных ком-
бинаций вектора возмущений: ),,(ˆˆ),(ˆ 11

∗∗
+

∗∗
+ −= υυυυ η wyhgwyQ iii  ,ˆˆ eqii vg =  υ,1=i , при усло-

вии, что параметры вектор-функций ),(ˆ 1
∗∗

+ υυ wyhi  известны. 

Если на υ -м шаге произведение матриц ),,(ˆ),,( 11
∗

−
∗+∗

−
∗

υυυυυυυυ wxyQwxyQ
)

 полностью 
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зависит от компонент вектора υx  или в независимых от υx  строках ранг якобиана по υx  ра-
вен нулю (**), или выполнилось условие (***), то сформировав вектор (5.83), повторяем 
описанную в данном разделе процедуру, и т.д. 
 В заключение данного раздела отметим, что, поскольку каждый этап синтеза наблюдате-
ля состояния сопровождался анализом структурных свойств наблюдаемости (с опосредован-
ным получением блочной формы наблюдаемости с учетом возмущений), данная процедура 
позволяет с необходимостью и достаточностью выделить локально наблюдаемое подпро-
странство вектора состояния максимально возможной размерности в сделанных предполо-
жениях о том, что компоненты вектора внешних возмущений являются негладкими (недиф-
ференцируемыми) функциями времени. Данная методика может быть реализована и в более 
узкой постановке, когда предполагается, что внешние возмущения являются дифференци-
руемыми функциями времени или порождаются некоторой динамической моделью. 
 В заключение главы кратко сформулируем полученные результаты.  
 Каскадный метод синтеза наблюдателей состояния распространен на нелинейные систе-
мы общего вида при наличии внешних неконтролируемых возмущений. По сравнению с из-
вестными результатами, расширен класс допустимых возмущений при решении задач на-
блюдения за счет негладких функций времени и, возможно, класс инвариантных систем за 
счет получения оценок линейных комбинаций неизмеряемых возмущений, которые могут 
быть использованы при синтезе обратной связи. 

Разработана пошаговая процедура приведения исходной системы к блочно-наблюдаемой 
форме с учетом возмущений с выделением наблюдаемого подпространства вектора состоя-
ния максимально возможной размерности. В терминах преобразованной системы сформули-
рованы ранговые условия наблюдаемости нелинейных систем при наличии внешних возму-
щений (раздел 5.2).  

На основе полученной блочной формы разработаны два типа каскадных процедур синте-
за наблюдателей состояния в классе систем с разделяемыми движениями: 1) с разрывными 
управлениями; 2) с глубокими обратными связями. В первой процедуре на основе метода эк-
вивалентного управления за теоретически конечное время восстанавливаются неизмеряемые 
компоненты вектора состояния, а также возмущений (раздел 5.3). Во второй процедуре в до-
предельной ситуации решается задача оценки неизмеряемых компонент вектора состояния с 
заданной точностью и с сохранением декомпозиции процедуры синтеза (раздел 5.4).  
 В разделе 5.5 разработана процедура поэтапного синтеза наблюдателя с разрывными 
управляющими воздействиями, позволяющая, в отличие от процедуры из раздела 5.2, избе-
жать интегральных преобразований и решить задачу оценивания неизмеряемых компонент 
вектора состояния и линейных комбинаций внешних возмущений за теоретически конечное 
время. 
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Часть 3. ПРИКЛАДНЫЕ ЗАДАЧИ 
 

Разработанная в теоретических главах методика каскадного синтеза наблюдателей со-
стояния, позволяющая существенно сократить объем априорной информации об операторе 
объекта управления и среде его функционирования, может найти применение в задачах оце-
нивания неизмеряемых компонент вектора состояния и вектора возмущений для широкого 
класса современных сложных технологических объектов автоматического управления. В 
следующих главах разработанные алгоритмы применяются к моделям конкретных объектов 
управления с учетом их особенностей. В главе 6 решается задача наблюдения для асинхрон-
ного бездатчикового электропривода, нелинейная модель которого приводится к блочно-
наблюдаемой форме. На примере полученного блочного представления проиллюстрированы 
все типы каскадных процедур синтеза наблюдателей состояния, разработанных в главе 4. В 
главе 7 в качестве объекта управления рассматривается манипуляционный робот с учетом 
динамики электроприводов, для которого в рамках каскадного подхода решена задача синте-
за обратной связи по восстановленным с помощью наблюдателя состояния переменным. В 
главе 8 предложены ряд алгоритмов блочного синтеза линейных систем с релейными изме-
рениями с запаздывающим аргументом, в качестве объекта управления рассматриваются мо-
дели топливоподачи и воздухоподачи двигателя внутреннего сгорания. 
 
 

Глава 6. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ НАБЛЮДАТЕЛЕЙ СОСТОЯНИЯ 
АСИНХРОННОГО ЭЛЕКТРОПРИВОДА 

 
 В последнее время в качестве исполнительных устройств все чаще применяется регули-
руемый привод переменного тока на основе асинхронного двигателя (АД) с короткозамкну-
тым ротором (КЗР), управляемым от преобразователя частоты (ПЧ) на базе силовых транзи-
сторных ключей (IGBT-модули, MOSFET-модули и др.). Достоинства таких приводов широ-
ко известны. Основными преимуществами здесь являются: сравнительная простота конст-
рукции, повышенные надежность и технологичность, возможность получения более высоко-
го КПД по сравнению с приводами на основе прочих типов двигателей. Другим важным на-
правлением развития современного регулируемого электропривода переменного тока являет-
ся разработка так называемых бездатчиковых приводов различных типов, имеющих цифро-
вую систему управления на основе специализированного микроконтроллера, в качестве ко-
торого в последнее время находят применение сигнальные процессоры (DSP). Подобные 
электроприводы становятся дешевле и надежней в эксплуатации благодаря отсутствию часто 
дорогостоящих датчиков. Однако здесь, как правило, требуется многократное увеличение 
количества вычислительных операций на единицу времени, выполняемых системой управ-
ления по расчету сигналов обратных связей привода, вызванное необходимостью идентифи-
кации его неизмеряемых переменных, что, впрочем, не является непреодолимой трудностью, 
учитывая быстрый рост производительности современной микропроцессорной техники. 
 Вопросы оценивания неизмеряемых переменных в приводе постоянного тока с незави-
симым возбуждением (линейном объекте), как и вопросы синтеза системы управления таким 
приводом, достаточно просты. Между тем синтез регулируемого электропривода на основе 
АД с КЗР существенно затруднен сложностью математического описания двигателя, как 
объекта управления. В случае применения принципов оптимального или адаптивного управ-
ления АД с КЗР требуется измерение всех переменных состояния динамической модели дви-
гателя. Ряд переменных (потокосцепление, токи ротора, момент нагрузки на валу) не могут 
быть непосредственно измерены в промышленных условиях, что приводит к необходимости 
получения их оценок. 
 Разработанные применительно к нелинейным системам различные каскадные процедуры 
синтеза наблюдателей состояния (см. главу 4) в данной главе применяются для решения за-
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дачи наблюдения переменных состояния асинхронного бездатчикового электропривода. В 
разделе 6.1 приводится динамическая модель асинхронного электропривода. В разделе 6.2 
получена блочно–наблюдаемая «нижняя треугольная» форма нелинейной динамической мо-
дели электропривода, которая является предпосылкой декомпозиции задачи синтеза наблю-
дателя состояния. В разделе 6.3 на качественном уровне продемонстрирован каскадный син-
тез наблюдателей состояния на основе метода разделения движений в классе систем с боль-
шими коэффициентами и разрывными управлениями с обеспечением грубости к параметри-
ческим неопределенностям оператора объекта управления. В разделе 6.4 приводятся резуль-
таты по количественной оценке снизу коэффициентов наблюдателя с сохранением декомпо-
зиции процедуры синтеза, что позволяет решить задачу оценки компонент вектора состояния 
с заданной точностью с конечными коэффициентами. 
 
 

6.1. Описание динамической модели асинхронного двигателя (АД) 
 

В качестве объекта управления рассматривается асинхронный электропривод. Динами-
ческая модель АД описывается в неподвижной системе координат ),( βα  в векторном виде 
системой нелинейных дифференциальных уравнений шестого порядка [42, 51]: 
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где ),(col 111 βα xxx =  – токи статора, ),(col 222 βα xxx =  – компоненты потокосцепления ро-
тора, Rx ∈3  – скорость вращения ротора, Rx ∈4  – момент нагрузки на валу (полагается в 
качестве неизвестного постоянного внешнего возмущения), ),(col βα UUU =  – напряжения 
питания статора по осям α  и β , которое рассматривается как управляющее воздействие, 
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где ;, 42524 sr RaaaaRa +==  hrsrs LLLRR ,,,,  – приведенные активные и индуктивные 
сопротивления статора, ротора и взаимоиндукции, .0...,, 51 >aa  Для реализации обратной 
связи по всем компонентам вектора состояния ставится следующая задача: получить инфор-
мацию о компонентах вектора потокосцепления, скорости и моменте нагрузки в предполо-
жении, что измеряются только компоненты тока статора ., 11 βα xx   
 
 

6.2. Приведение динамической модели АД к блочно-наблюдаемой форме 
 

Процедура преобразования нелинейной системы (6.1) к блочно-наблюдаемой «нижней 
треугольной» форме состоит из конечного числа шагов, на каждом из которых вводится не-
особая замена части координат вектора состояния, по которым минор матрицы частных про-
изводных функций вектора выходных переменных имеет полный ранг, новыми переменны-
ми, которые трактуются как фиктивный выход для оставшейся части системы. Такое преоб-
разование позволяет представить исходную систему в виде конечного числа блоков, в каж-
дом из которых может быть независимо решена элементарная задача наблюдения, поскольку 
размерность преобразованного вектора состояния каждого блока совпадает с размерностью 
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его фиктивного выхода. Теоретические предпосылки данной методологии рассмотрены в 
разделе 4.2.  

На первом шаге вводится неособая замена переменных ,11 xy =  где 2
1 Ry ∈  – измеряе-

мый выход первого блока: 
 

        ,11211511 Uahaayaay ++−=&               (6.2) 
 
где ,)0()( 232231 SxxxPxxPh +==  .2}/{rank 21 =∂∂ xh  

На втором шаге вводится неособая замена переменных =2y ),,( 321 xxh  где 2y 2R∈  рас-
сматривается в качестве фиктивного выхода для второго блока: 

 
    =2y& =++ 23232)0( xSxSxxxP &&& +− 23143 yayaa 2h ,            
(6.3) 
 
где ,23232 xSxSxxh && +=  .2}),(/{rank 432 =∂∂ xxh  Заметим, что в системе (6.1) управление U  
входит только в первое уравнение, с которого начинаются преобразования. Тот факт, что в 
подсистему (6.2) управление входит линейно, и каналы его вхождения не зависят от пере-
менных состояния, позволяет исключить управление из дальнейших преобразований.  

На третьем шаге вводится неособая замена переменных =3y 2h , где вектор 3y 2R∈  рас-
сматривается в качестве фиктивного выхода для третьего блока:  

 
        =3y& =++ 232323 2 xSxxSxSxx &&&&&& 3h ,             (6.4) 
 

где )),()(( 142123
1

1
2

3 yaySyyxSPy
J

a
x TT +−+= −&&&  −++−−= 242131415432 )()( yaaaayaaaaax&&  

,2h−  и система нелинейных уравнений ),,( 23
1

12 yxhx −=  ),,,,( 3214
1

23 yyyxhx −=  

),,,( 3213
1

24 yyyxhx −=  задает обратное преобразование координат. 
Таким образом, для системы (6.1) получена блочно-наблюдаемая «нижняя треугольная» 

форма типа (4.60) в виде (6.2)–(6.4): 
 

=1y& ,1221151 Uayaayaa ++−  =2y& +− 23143 yayaa ,3y  =3y& ).(3 yh            (6.5) 
 
Тот факт, что все уравнения исходной системы (6.1) были задействованы в ходе преобразо-
ваний к виду (6.5) свидетельствует о том, что исходная система наблюдаема относительно 
выхода .11 xy =  В наблюдаемости исходной системы мы убедились конструктивно, по ходу 
процедуры преобразований. Заметим, что в данном частном случае по сравнению с пред-
ставлением (4.60) в системе (6.5) размерность блоков одинакова и на подблоки они не разде-
ляются. Кроме того, функции типа 1iϕ  являются линейными ( ,15111 yaa−=ϕ  

2314321 yayaa −=ϕ ), а 2iϕ  – коэффициентами ( ,2112 aa=ϕ  122 =ϕ ). Структура исходной не-
линейной модели шестого порядка (6.1) такова, что ее представление в виде (6.5) является 
квазилинейной треугольной блочной формой, состоящей из трех блоков, где )2,2,2(  – век-
тор индексов наблюдаемости. 
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6.3. Каскадный синтез наблюдателя АД на основе метода разделения движений 
 

В данном разделе предложена каскадная процедура синтеза наблюдателя состояния для 
системы, преобразованной к блочно-наблюдаемой форме (6.5), которая принимается за осно-
ву наблюдателя с вектором состояния ),,(col 321 zzzz =  и корректирующими воздействиями 

:3,1, =ivi  
 

      =1z& ,11221151 vUazaazaa +++−  =2z& +− 23143 zazaa ,23 vz +  =3z& .)( 33 vzh +            (6.6) 
 

В отличие от собственно задач управления, где каналы вхождения управляющих воздей-
ствий определяются моделью объекта управления, в задаче наблюдения корректирующие 
воздействия наблюдателя по невязкам формируются так, чтобы в каждом блоке размерности 
вектора состояния наблюдателя и его корректирующих воздействий совпадали. В данном 
случае .3,1,2dimdimdim ==== izvy iii  Для текущего блока управляющее воздействие 
формируется из его фиктивного выхода, величина которого определяется на предыдущем 
шаге. Следовательно, на каждом шаге решаются элементарные задачи наблюдения с приме-
нением метода разделения движений (в классе систем с большими коэффициентами и раз-
рывными управлениями), что позволяет декомпозировать задачу синтеза шестой размерно-
сти на последовательно решаемые три элементарные подзадачи второй размерности каждая. 
Структурная схема наблюдателя (6.6) представлена на рис. 6.1.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 6.1. Структурная схема наблюдателя состояния АД (6.6) 
 

Задача наблюдения сводится к пошаговой стабилизации системы, записанной относи-
тельно невязок ,iii zy −=ε  :3,1,2dimdim === iz iiε  

 
      =1ε& ,1221151 vaaaa −+− εε  =2ε& ,2323143 vaaa −+− εεε  .)()( 3333 vzhzh −−+= εε&     (6.7) 
 

На первом шаге решается задача обеспечения стабилизации переменных 1ε  и задача на-
хождения фиктивного выхода для второй подсистемы .2ε  Для этого выберем управляющие 
воздействия наблюдателя состояний в виде: 111 εkv =  или 111 signεMv = , где 

),,(col 12111 vvv =  ),sign,sign(colsign 12111 εεε =  0.const, 11 >=Mk  Тогда уравнение первого 
блока системы (6.7) примет вид =1ε& 221151 εε aaaa +− 11εk−  или 

=1ε& 221151 εε aaaa +− .sign 11 εM−  Поскольку ,0, 51 >aa  собственные движения переменных 

3v  

Линейная часть 
2z  

2v  1v  

U  

1z  2z  3z  

)(3 ⋅h  
 
 

51aa−  

21aa  

∫  

3a−  

∫  
∫  



 

 132 

первого блока системы (6.7) устойчивы. При +∞→1k  или 512211 aaaaM −> ε  организуются 
быстрые движения в первом блоке системы (6.7) и обеспечивается стабилизация переменных 

1ε : в первом случае – асимптотически, 0lim 1
1

=
∞→

ε
k

,11 yz →⇒  во втором – за конечное время, 

111 0 yz =⇒=ε  при .1tt >  Из соотношения статики 01 =ε&  находится эквивалентное управ-
ление ,221eq1 εaav =  которое принимается в качестве фиктивного выхода для второго блока. 

На втором шаге решается задача обеспечения стабилизации переменных 2ε  и задача оп-
ределения величины фиктивного выхода 3ε  для третьего блока. Для решения поставленных 
задач выберем управляющие воздействия наблюдателя состояния в виде )/( 21eq122 aavkv =  
или )/(sign 21eq122 aavMv = ,sign 1eq2 vM=  где ),,(col 22212 vvv =  0,const, 22 >=Mk  

.0, 21 >aa  С учетом выбранной обратной связи уравнения второго блока системы (6.7) мож-
но записать в виде =2ε& 22323143 εεεε kaaa −+−  или =2ε& 323143 εεε +− aaa .sign 22 εM−  Ста-
билизация переменных второго блока 2ε  возможна только после стабилизации переменных 
первого блока 1ε  и при +∞→2k  или .332 aM −> ε  Заметим, что собственные движения 
переменных второго блока устойчивы, поскольку .03 >a  Тогда при организации линейной 
обратной связи во втором блоке осуществляется асимптотическая стабилизация переменных 

2ε : 0lim 2
2

=
∞→

ε
k

,22 yz →⇒  при организации разрывной обратной связи – за теоретически 

конечное время: 222 0 yz =⇒=ε  при .12 ttt >>  Из соотношения статики 02 =ε&  находится 
эквивалентное управление ,3eq2 ε=v  которое принимается в качестве фиктивного выхода для 
последнего блока системы (6.7).  

На третьем шаге управляющие воздействия наблюдателя выбирают в виде: eq233 vkv =  
или ),(sign eq233 vMv =  где 0,const, 33 >=Mk  что позволяет представить третий блок систе-
мы (6.7) в виде 33333 )()( εεε kzhzh −−+=&  или .sign)()( 33333 εεε Mzhzh −−+=&  Переменные 
третьего блока асимптотически стабилизируются при +∞→3k : 0lim 3

3

=
∞→

ε
k

33 yz →⇒  или за 

теоретически конечное время 333 0 yz =⇒=ε  ( 23 ttt >> ) при выполнении условия 
)()( 333 zhzhM −+> ε  или с учетом того, что переменные 21 , εε  уже равны нулю, при 

)(),,( 3332133 zhzzzhM −+> ε .  
Стабилизация системы (6.7) основана на организации многотемповых быстрых движе-

ний, которые возникают последовательно в блоках системы (6.7). При ,3,1, =∞→ ik i  вы-
бранных в соответствии с иерархией ,321 kkk >>  невязки в блоках системы последователь-
но асимптотически стремятся к нулю: .000 321 →⇒→⇒→ εεε  При последовательной 
организации скользящих режимов на многообразиях },0{ 11 == εS  },0{ 122 ∩SS == ε  

}0{ 233 ∩ SS == ε  амплитуды разрывных управлений выбирают независимо друг от друга в 
каждом блоке, и поведение переменных иллюстрируется следующей логической цепочкой: 

,000 321 =⇒=⇒= εεε  что позволяет последовательно за теоретически конечное время 

получить оценки переменных состояния .3,1, =izi   
Структурная схема формирования разрывных управляющих воздействий показана на 

рис. 6.2. Как и прежде, значения эквивалентных управлений получаем с выходов линейных 
фильтров с малыми постоянными времени.  
 
 

1y  U  
Объект управления (6.1) 
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Рис. 6.2. Структурная схема формирования разрывных управляющих воздействий 
наблюдателя на скользящих режимах 

 
 Заметим, что, с одной стороны, при каскадном синтезе наблюдателя состояния на ос-
нове метода разделения движений задача оценивания преобразованных переменных вектора 
состояния решается инвариантно к изменению параметров объекта управления. Выбранная 
схема формирования управляющих воздействий обеспечивает пошаговую стабилизацию 
системы в предположении, что коэффициенты ,0,, 531 >aaa  а выражения ,221 εaa  ,3ε  

)()( 33 zhzh −+ ε  ограничены сверху. При синтезе разрывных управляющих воздействий 
установка дополнительных фильтрующих элементов позволяет получить значения выраже-
ния )(3 xh . В этом случае для системы (6.5) строится наблюдатель в котором, в отличие от 
наблюдателя (6.6), последнее уравнение принимает вид: =3z& .3v  Соответствующее уравне-
ние относительно невязок запишется следующим образом: .)( 333 vxh −=ε&  Формирование 
разрывного управления )(sign eq233 vMv =  при выполнении условия )(33 xhM >  обеспечива-
ет возникновение скользящего режима на многообразии .03 =ε  Согласно методу эквива-
лентного управления из соотношения статики 03 =ε&  получим ).(3eq3 xhv =  С другой сторо-
ны, необходимо отметить, что точное знание параметров системы необходимо для осуществ-
ления обратного преобразования координат XY →  в том случае, если синтез регулятора 
осуществляется в терминах исходных переменных .4,1, =ixi  Данную проблему можно 
обойти, если осуществить синтез регулятора в терминах преобразованной системы (6.5) 

.3,1, =iy i  
 
 

6.4. Каскадный синтез наблюдателя состояния АД с конечными коэффициентами 
 

В данном разделе предлагается процедура по количественной оценке снизу, позволяю-
щая решить задачу наблюдения с конечными коэффициентами при заданной точности оце-
нивания. С практической точки зрения важно, что в этом случае коэффициенты наблюдателя 
состояния подчиняются определенной иерархии и могут выбираться на основании нера-
венств, что существенно облегчает настройку наблюдателя состояния (см. раздел 4.4). 
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Для решения поставленной задачи приведем блочно-наблюдаемую форму (6.5) к верх-
нему треугольному виду посредством неособой замены переменных: 

 
   ,11 yq =  ,2122 yyLq +−=  ,323133 yyLyWq +−=             (6.8) 

 
где ),,(diag 222 llL =  ),(diag 333 llL =  – диагональные матрицы с постоянными коэффициен-

тами, которые будут выбраны позже при синтезе наблюдателя состояния, .22
3

×∈ RW   
Неособая замена переменных (6.8) приводит систему (6.5) к виду 

 
=1q& ,)( 221151221 qaaqaaLaa +−  

   ,)( 3232213122 qqaLaaLqDq +−−+=&              (6.9) 

133 qDq =& ,333 hqL +−  
 
где ,23

2
221233432512 LaLaaLLWaaLaaD −−+−+=  ,343351333 LaaWaaWLD −−=  =3W  

)./()( 21
2
333 aaLLa +−=  

Для системы (6.9) строится наблюдатель состояния, который имеет структуру, аналогич-
ную (6.9), с вектором состояния ),,,(col 321 zzzz =  3,1,2dimdim === izq ii  и управляю-
щими воздействиями ),)(( 115111 zqaaLv −−=  ,3,2),( 11 =−= izqDv ii  где ).,(diag 111 llL =  

Тогда относительно невязок 3,1, =−= izq iiiε  можно записать следующую систему диф-
ференциальных уравнений:  

 
=1ε& ,)( 22111221 εε aaLLaa +−  

       ,)( 32322132 εεε +−−= aLaaL&            (6.10) 
=3ε& ).()( 3333 zhzhL −++− εε  

 
В соответствии с теоремой 4.3 покажем, что если для системы (6.10) в некоторой открытой 
ограниченной области F<ε  выполняется соотношение 

 
    const,)()()( 3333 =<−+= Fzhzhh εε∆            (6.11) 
 
то задача оценки переменных q  решается с заданной точностью 3,1, =< iii ∆ε  при конеч-

ных коэффициентах наблюдателя .3,1, =ili   
 Для получения иерархической схемы выбора конечных коэффициентов на основе систе-
мы (6.10) исследуем квадратичную форму в виде суммы квадратичных форм: 

 

       .
2
13

1

3

1
∑ ∑

= =

==
i

i
T
i

i
iVV εε             (6.12) 

 
Покажем, что общую оценку производной V&  квадратичной формы можно получить, оцени-
вая последовательно производные каждого слагаемого выражения (6.12):  
 

=1V& ≤+− ))(( 221112211 εεε aaLLaaT ,)( 2121111221 εεεε aallaa +−  

         ≤+−−= ))(( 323221322 εεε aLaaLV T& ,)( 322232213 εεεε +−− alaal          (6.13) 
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=3V& ≤−++− ))()(( 33333 zhzhLT εεε .33333 Fl εεε +−  
 

В системе (6.13) производные 3,1,0 =< iVi
&  отрицательны вне областей 
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ε
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 ,2
33221

3
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l
F

 

 
откуда следует, что решению задачи оценки компонент системы (6.10) с заданной точностью 
удовлетворяют следующие неравенства для последовательного выбора коэффициентов на-
блюдателя состояний: 

 

       ,
)( 212

1332123
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1 aal

alaall
Faa
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 ),(1
33

23

3

21
2 al

l
F

aa
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∆
 .

3

3
3 ∆

F
l >          (6.14) 

 
При выполнении условий (6.14) квадратичная форма (6.12) является функцией Ляпунова 

для системы (6.10). 
В соответствии с теоремой 4.4 (см. раздел 4.4) покажем, что если для системы (6.10) в 

некоторой открытой ограниченной области F<ε  выполняются условия Липшица 
 

=)(3 ε∆h 0,const,)()( 3

3

1
333 >=<−+ ∑

=

NNzhzh i
j

εε  

 
то задача обеспечения асимптотической устойчивости системы (6.10) может быть также ре-
шена при конечных коэффициентах наблюдателя состояния. В этом случае для квадратичной 
формы (6.12) справедлива следующая оценка: 

 

).)1(

)()()((

3133232121

2
333

2
233221

2
12211

εεεεεε

εεε

NNaa

NlallaalaalV
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−−++−+−−≤&
         (6.15) 

 
Выражение (6.15) является квадратичной формой и может быть представлено в виде суммы 

квадратов: 2
3

1
(( ii

i
bV ε∑

=

−≤& +−+ ∑
=

))
2

( 2
3

2

1
j

i
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N
εε +− 2
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1( εε ),)

2
( 2

21
21 εε −

aa
 где 

,4/1 2
2

2
122111 aalaalb −−−=  ,4/12332212 −−+−= allaab  .2/1 2

3333 NNlb −−−=  Произ-

водная (6.15) будет отрицательна ( 0<V& ) при выполнении условий .3,1,0 => ibi  Следова-

тельно, значения коэффициентов ,3,1, =ili  обеспечивающих асимптотическую устойчи-
вость системы (6.10), могут быть последовательно получены из выражений (6.16) и имеют 
вид неравенств, в которых также соблюдается иерархический принцип: 

 
,14/2

2
2
12121 ++> aaaall  ),/()4/12( 21332 aaall ++−>  .2/1 2

333 NNl ++>          (6.16) 
 
При выполнении условий (6.16) квадратичная форма (6.12) является функцией Ляпунова для 
системы (6.10).  
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Глава 7. КАСКАДНЫЙ СИНТЕЗ СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ МАНИПУЛЯТОРОМ  
С УЧЕТОМ ДИНАМИКИ ИСПОЛНИТЕЛЬНЫХ УСТРОЙСТВ 

 
В данной главе решается задача управления движением манипуляционного робота с же-

сткими звеньями (механическая подсистема), функционирующего в условиях неопределен-
ности и действия внешних неконтролируемых возмущений. В модели объекта управления 
учитывается динамика электроприводов постоянного тока (исполнительных устройств) с же-
стким и эластичным типом сочленений со звеньями манипулятора. При учете динамики ис-
полнительных устройств, во-первых, значительно повышается размерность исходной задачи; 
во-вторых, внешние возмущения отделяются от управляющих воздействий несколькими ин-
тегрирующими звеньями и не могут быть непосредственно компенсированы. Учитывая ука-
занные особенности модели объекта управления, предложен методологически новый (кас-
кадный) подход к решению задачи слежения за заданными траекториями. 

Для преодоления проблемы высокой размерности и разделения исходной задачи синтеза 
на независимо решаемые подзадачи меньшей размерности используется идеология блочного 
управления. Суть метода состоит в последовательном использовании переменных вектора 
состояния в качестве фиктивных управлений, что позволяет осуществить алгоритмическую 
двухуровневую декомпозицию исходной задачи. Задачи синтеза управления в механической 
подсистеме и в исполнительных устройствах решаются независимо (декомпозиция верхнего 
уровня). В механической подсистеме решается задача слежения за заданными траекториями. 
Управляющими воздействиями являются обобщенные силы, развиваемые исполнительными 
устройствами. В результате появляется возможность непосредственного выбора различных 
комплектных исполнительных устройств, способных отработать задающее воздействие, а 
именно, управление, синтезированное в механической подсистеме. В электрических испол-
нительных устройствах управлением являются напряжения якоря, которые могут быть реа-
лизованы в классе разрывных или непрерывных, ограниченных по модулю функций. Следо-
вательно, управление в механической подсистеме может быть реализовано лишь в классе не-
прерывных функций с ограниченными производными. Последнее утверждение вполне соот-
ветствует физическим ограничениям, не допускающим скачкообразного изменения сил и 
моментов в механических системах. При декомпозициях нижнего уровня задачи синтеза как 
в механической подсистеме, так и в исполнительных устройствах разделяются на независимо 
решаемые элементарные подзадачи (блоки), в каждой из которых размерность вектора со-
стояния и управления совпадают. Непосредственное использование блочного синтеза для 
систем с полной информацией не вызывает трудностей [71], но потребует привлечения осо-
бых подходов для объектов, функционирующих в условиях неопределенности и действия 
внешних, неконтролируемых возмущений, не принадлежащих пространству управления. Для 
обеспечения инвариантности к таким возмущениям предлагаются процедуры синтеза управ-
ления двух типов, организованные по каскадному принципу. 

Процедура первого типа, которая отличается простотой вычислительного обеспечения 
алгоритмов управления, основана на методе разделения движений в классе систем с разрыв-
ными управлениями (скользящие режимы) и глубокими обратными связями (большие коэф-
фициенты). Напомним, что к основным достоинствам этих подходов относятся понижение 
динамического порядка описания замкнутых систем за счет декомпозиции общего движения 
на быстрые и медленные (скользящие) движения; инвариантность медленных (скользящих) 
движений к внешним и функциональным неопределенностям; линеаризации нелинейных 
систем за счет обратной связи. В системах управления механическими объектами с учетом 
динамики исполнительных устройств (в отличие от систем, в которых динамикой исполни-
тельных устройств можно пренебречь) данные методы непосредственно нереализуемы из-за 
указанных физических ограничений. В разделе предлагается использовать преимущества ме-
тода разделения движений в допредельной ситуации, которая возникает при аппроксимации 
разрывных управлений с помощью непрерывных функций [76, 77] или при синтезе линейной 
обратной связи с конечными коэффициентами. Тогда в допредельной ситуации, во-первых, 
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обеспечивается ε -инвариантность к возмущающим воздействиям [56] и задача слежения 
решается с заданной точностью. Решение данной задачи для линейных систем разработано в 
разделе 2.5 и в данной главе распространяется на нелинейную модель электромеханической 
системы. Во-вторых, если рассматривать влияние исполнительных устройств на механиче-
скую подсистему как действие внешних возмущений, то также с заданной точностью сохра-
няется декомпозиция задач синтеза механической подсистемы и исполнительных устройств 
и, аналогично, декомпозиция нижнего уровня. 

Процедура второго типа связана с использованием комбинированного управления [33], 
которое, в частности, позволяет непосредственно компенсировать известные (измеряемые) 
возмущения, принадлежащие пространству управления, решить задачу при наличии только 
параметрических неопределенностей (адаптивное управление [31, 34, 77]) или в случае, ко-
гда внешние возмущения описываются известной динамической моделью с неизвестными 
начальными условиями (динамическая компенсация). В данной главе предлагается синтези-
ровать комбинированные фиктивные управления с использованием оценок функциональных 
и внешних возмущений, полученных с помощью наблюдателя возмущений с разрывными 
управляющими воздействиями. Данный подход, с одной стороны, требует дополнительного 
расширения пространства состояния замкнутой системы и большего объема вычислений, но, 
с другой – позволяет компенсировать действие возмущений, обеспечить экспоненциальную 
сходимость к заданным траекториям и полную двухуровневую декомпозицию процедуры 
синтеза.  

Предполагается, что для измерения доступны положения манипулятора и токи якоря 
электродвигателей. Оценки неизмеряемых переменных получены с помощью каскадных на-
блюдателей состояния, методы синтеза которых разработаны в главах 4, 5 применительно к 
нелинейным системам, функционирующим в условиях неопределенности.  

Глава организована следующим образом. В разделе 7.1 приводится описание динамиче-
ской модели манипулятора с учетом динамики электроприводов постоянного тока с жестким 
и эластичным типом сочленений. Дается постановка решаемых далее задач. В разделе 7.2 для 
управления механической подсистемой разработаны два типа каскадных процедур синтеза 
обобщенных сил, развиваемых исполнительными устройствами, в классе непрерывных 
функций. В разделе 7.3 для исполнительных устройств разработаны каскадные процедуры 
синтеза управлений в классе разрывных и непрерывных функций. В разделе 7.4 для инфор-
мационного обеспечения алгоритмов управления разработаны каскадные процедуры синтеза 
наблюдателей состояния и возмущений с разрывными управляющими воздействиями. В раз-
деле 7.5 в качестве иллюстрации разработанных алгоритмов приведены процедуры синтеза 
обратной связи и результаты моделирования на ПК для системы управления положением ма-
ятника, функционирующей в условиях неопределенности. 

 
 

7.1. Описание объекта управления. Постановка задач 
 
 Рассматривается математическая модель электромеханического объекта управления вида 

 
           )];()(),()[(, 12211

1
221 tqGqqqCqHqqq ητ +−−== −&&           (7.1) 

,ωϕ =&  ,, iMMMJ mcm Ψω =−=&  .uRiiL +−−= ωΨ&           (7.2) 
 
Уравнениями (7.1) описывается динамическая модель манипулятора [12, 78, 82], представ-
ленная в нормальной форме Коши (механическая подсистема). Уравнениями (7.2) описыва-
ется динамическая модель электроприводов постоянного тока [51] (исполнительные устрой-
ства).  

В модели механической подсистемы (7.1), которая имеет n  степеней свободы, приняты 
следующие обозначения: nRq ∈1  – вектор угловых положений манипулятора, nR∈τ  – век-
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тор обобщенных сил, развиваемых исполнительными устройствами, H nnRq ×∈)( 1  – поло-
жительно-определенная нелинейная симметрическая матрица инерции, C nnRqq ×∈),( 21  – 
матрица центростремительных и кориолисовых сил, nRqG ∈)( 1  – вектор гравитационных 
сил. Требования к степени определенности матриц H ),( 1q  C ),,( 21 qq  )( 1qG  формулиру-
ются по ходу изложения.  

Вектор nRt ∈)(η  – часть обобщенных сил, трактуемых как внешние, неконтролируемые, 
ограниченные в некоторой норме возмущения: 

 
      ,)( Фt ≤η              (7.3) 
 
где Ф  – известная константа. Для простоты изложения покомпонентные ограничения векто-
ров и вектор-функций в работе не используются. 

В модели исполнительных устройств (7.2) приняты следующие обозначения: 
nRui ∈,,, ωϕ  – векторы положения исполнительных устройств, угловой скорости ротора, 

тока цепи якоря, напряжения якоря. nnRAJLR ×∗ ∈ΨΨ ,,,,,  – известные диагональные 
матрицы с положительными коэффициентами, описывающие активное сопротивления цепи 
якоря, индуктивность цепи якоря, приведенный момент инерции на валу двигателя, поток 
возбуждения и конструктивные коэффициенты соответственно; ,∗= ΨΨ A  cM  – момент на-
грузки; mM  – электрический момент.  
 Далее будут рассмотрены случаи жестких и эластичных сочленений приводов со звенья-
ми манипуляторов. В зависимости от типа сочленений количество динамических уравнений 
электроприводов, учитываемых в модели объекта управления, может быть различным. При 
жестком типе сочленений в качестве обобщенных сил, развиваемых исполнительными уст-
ройствами, принимаем электрические моменты 

 
          .iAMA m Ψτ ττ ==              (7.4) 
 
Будем полагать, что компоненты вектора положения и скорости манипулятора пропорцио-
нальны соответствующим компонентам вектора положения и скорости электропривода 

,, 21 ωϕ ωϕ AqAq ==  где ωϕτ AAA ,, nnR ×∈  – известные диагональные матрицы с положи-
тельными, постоянными коэффициентами передачи. В этом случае из рассмотрения можно 
исключить два первых уравнения системы (7.2), и учитываемую динамику исполнительных 
устройств опишем следующим уравнением относительно :τ  

 
=+−−= − uAARL 00

1 ωΨττ& ,02
1

0
1 uAqAARL +−− −−

ωΨτ           (7.5) 
 
где .1

0
−= LAA Ψτ  

При эластичном типе сочленений в качестве обобщенных сил, развиваемых исполни-
тельными устройствами, принимаем невязки по угловым положениям звеньев манипулятора 
и приводов: 

 
         ,)( 1 cMqK =−= ϕτ             (7.6) 
 
где nnRK ×∈  – известная диагональная матрица постоянных коэффициентов жесткости элек-
троприводов. С учетом выражения (7.6) динамическая модель исполнительных устройств 
(7.2) принимает вид  
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      ),( 2qK −= ωτ&  ,τΨω −= iJ &  .uRiiL +−−= ωΨ&           (7.7) 
 
Таким образом, совместное движение манипулятора и его исполнительных устройств 

описывают системы уравнений (7.1), (7.5) с вектором состояния ),,(col 21 τqq  размерности 
n3  или системы (7.1), (7.7) с вектором состояния ),,,,(col 21 iqq ωτ  размерности n5 . Управ-
ляющим воздействием является вектор напряжений якоря ,u  

 
        ,Uu ≤              (7.8) 
 
где U  – известная константа. Неравенство (7.8) выражает ограниченность ресурсов управле-
ния. Класс допустимых управлений – разрывные или непрерывные функции, удовлетворяю-
щие (7.8). Вектор измеряемых переменных ),(col 1 iq  размерности n2  составляют положения 
манипулятора и токи якоря электроприводов.  

Вектор ,)( nRtg ∈  который состоит из известных гладких функций времени, ограничен-
ных вместе с первыми производными  

 
          ,1,0,const)()( ==≤ jGtg j

j             (7.9) 

 
полагается задающим воздействием по положению манипулятора.  

Замечание 7.1. В общем случае компоненты вектора )(tg , определяющего заданные тра-
ектории обобщенных координат манипулятора, могут быть негладкими функциями (напри-
мер, при скачкообразном задающем воздействии). Желание остаться в классе моделей, опи-
сываемых обыкновенными дифференциальными уравнениями, приводит к необходимости 
предварительного сглаживания таких задающих воздействий посредством фильтра третьего 
(а при необходимости и пятого) порядка с малыми постоянными времени :3,1, =jgjµ  

 
;2,1,~~~

1 =+−= + jggg jjjgj
&µ  .~~

333 gggg +−=&µ  
 
Тогда в формировании управления будут задействованы переменные фильтра ,~

1 gg →  
,~

2 gg &→  ,~
3 gg &&→  значения которых ограничены (7.9).  

Ставится задача стабилизации переменной ,1
nRe ∈  которой обозначено отклонение от 

заданных траекторий:  
 

          ).()()( 11 tgtqte −=           (7.10) 
 

Структурная схема разомкнутой системы управления (7.1), (7.7) представлена на рис. 7.1.  
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рис.7.1. Структурная схема разомкнутой системы управления 
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На схеме отражены особенности объекта управления, с которыми связана нетривиаль-
ность задачи синтеза обратной связи, а именно: 

– высокая размерность модели объекта управления; 
– наличие внешних, изменяющихся во времени возмущений, которые отделены от 

управления несколькими интегрирующими звеньями; 
– отсутствие информации о части переменных вектора состояния. 
Для решения перечисленных проблем ставятся следующие задачи: 
1) разработка каскадной процедуры синтеза управления (регулятора) с использованием 

допредельных свойств систем с большими коэффициентами и нахождение нижних оценок 
допредельных констант (коэффициентов линейной обратной связи), при которых задача сле-
жения решается с заданной точностью 

 
          const,)( 11 =≤ δte           (7.11) 
 
обеспечивается ε -инвариантность к возмущениям (7.3) и допредельная двухуровневая де-
композиция задачи синтеза; 

2) разработка каскадной процедуры синтеза с использованием принципа комбинирован-
ного управления, в результате которой обеспечиваются: экспоненциальная сходимость к за-
данным траекториям 

 
     0)(1 →te  при ,∞→t           (7.12) 
 
компенсация действия возмущений, полная двухуровневая декомпозиция задачи синтеза. 
Данная задача решается при дополнительных предположениях об ограниченности производ-
ных возмущающих и задающих воздействий:  

 
   ;3,1,const)()( ==≤ jФt j

jη  ;5,2,const)()( ==≤ jGtg j
j        (7.13) 

 
3) разработка каскадной процедуры синтеза наблюдателя состояния на основе метода 

разделения движений в классе систем с разрывными управлениями для получения оценок 
переменных ,~,~,~

2 ωτq  по измерениям .,1 iq  Использование данного подхода позволяет раз-
делить задачу наблюдения на независимо решаемые подзадачи меньшей размерности и 
обеспечить сходимость переменных состояния наблюдателя к переменным состояния объек-
та управления за конечное время. Последнее обстоятельство позволяет не учитывать рассо-
гласования ωωττ ~,~,~

22 −−− qq  при синтезе регулятора. Кроме того, данное устройство по-
зволит получить динамические оценки возмущений ),(~ tη  необходимых для решения задачи 
(7.12); 

4) разработка каскадной процедуры синтеза наблюдателя возмущений в классе систем с 
разрывными управлениями, который по полученным оценкам )(~ tη  позволяет за конечное 
время получить оценки производных возмущений (в общем случае до третьего порядка 

)3()2()1( ˆ,ˆ,ˆ ηηη ). Заметим, что функциональные неопределенности и производные нелиней-
ных составляющих оператора объекта управления, вычисление которых трудоемко, можно 
трактовать как внешние возмущения и оценить с помощью данного устройства.  

С учетом перечисленных задач построена структурная схема замкнутой системы (см. 
рис. 7.2). При решении задачи (7.11) наблюдатель возмущений на схеме отсутствует. 

В разделах 7.2–7.3 разработаны базовые алгоритмы управления в предположении, что 
информация о неизвестных переменных вектора состояния и возмущающих воздействий (и 
их производных), используемых для формирования управляющих воздействий, получена с 
помощью наблюдателей состояния и возмущений.  
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Рис.7.2. Структурная схема замкнутой системы управления 
 
 

7.2. Синтез управления в механической подсистеме 
 

В данном разделе решаются задачи синтеза управляющих воздействий в механической 
подсистеме (7.1), модель которой описывается нелинейной системой размерности ,2n  функ-
ционирующей в условиях неопределенности и действия внешних возмущений. В качестве 
управления полагаются обобщенные силы, развиваемые исполнительными устройствами ,τ  
выбираемые в классе непрерывных, ограниченных функций. Цель управления – обеспечить 
движение механической подсистемы (7.1) по заданным траекториям (7.9). Для декомпозиции 
процедуры синтеза управления использован блочный подход, в соответствии с которым мо-
дель объекта управления (7.1) приводится к блочно-управляемой форме, состоящей из двух 
блоков размерности ,n  в каждом из которых размерности вектора состояния и управления 
совпадают и независимо решаются элементарные задачи синтеза. Для обеспечения соотно-
шения (7.11) используются допредельные свойства систем с большими коэффициентами. 
Применительно к линейным моделям объекта управления соответствующая процедура раз-
работана в разделе 5.4 и в данном параграфе распространяется на нелинейную модель мани-
пуляционного робота. Для обеспечения соотношения (7.12) используется принцип комбини-
рованного управления.  

 
 

7.2.1. Синтез управления на основе метода разделения движений 
 
Введем неособые замены переменных  

 
            ,2112 qeKe +=            (7.14) 
                ,3

∗−= ττe            (7.15) 
 

где ,2
nRe ∈  nRe ∈3  – рассогласование между реальными τ  и синтезируемыми nR∈∗τ  

обобщенными силами; матрицы коэффициентов обратной связи типа ,1
nnRK ×∈  подлежа-

щие определению, здесь и далее для простоты изложения будем полагать диагональными с 
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постоянными положительными одинаковыми коэффициентами ),(diag 11 j
kK =  

.,1,0const11 njkk j =>==   

Представим систему (7.1) относительно переменных 1e  (7.10), 2e  (7.14)  с учетом (7.15) в 
виде двух блоков: 

 
         ,2111 geeKe && −+−=           (7.16) 
         ],[ 23

1
2 YCeeHe +−++= ∗− ητ&           (7.17) 

     ).( 112111 geKeHKGeCKY &−−+−=          (7.18) 
 

Выберем управляющее воздействие в блоке (7.17) в виде линейной функции 
 

               ,22eK−=∗τ            (7.19) 
 
где ),(diag 22 j

kK =  .,1,0const22 njkk j =>==  

Задача синтеза управления в механической подсистеме сводится к последовательному 
нахождению нижних оценок коэффициентов ,, 21 kk  при которых обеспечивается: движение 
в заданной окрестности желаемых траекторий (7.11); допредельная декомпозиция процедуры 
синтеза в замкнутой системе (7.16)–(7.19); ε -инвариантность к внешним ограниченным воз-
мущениям, в качестве которых в блоке (7.16) полагаются ),(tg&  в блоке (7.17) – ),(tη  .3e  Для 
решения поставленных задач найдем достаточные условия устойчивости замкнутой системы 
(7.16)–(7.19) с помощью второго метода Ляпунова. При анализе квадратичной формы  

 
      221121 )2/1()2/1( HeeeeVVV TT

q +=+=          (7.20) 
 
также используем каскадный принцип. 

Шаг 1. Для производной первого слагаемого квадратичной формы (7.20) в силу (7.16), 
(7.9) справедлива следующая оценка: ).()( 1112111211 GekeegeKeeV T +−≤−−= &&  Неравен-

ство 01 <V&  обеспечивается вне окрестности  
 

      11121 /)( δ≤+≤ kGee           (7.21) 
 
при выполнении условий 

 
    ,/ 111 δGk f >  ,/ 121 δek e >  .111 ef kkk +=          (7.22) 
 
Первое неравенство (7.22) является нижней оценкой для выбора .11

∗= ff kk  Из второго при 

фиксированном значении ∗= ee kk 11  определяется точность, которую требуется обеспечить в 
блоке (7.17) при стабилизации переменной 2e  (или точность декомпозиции процедуры син-
теза в механической подсистеме): 

 
     const.2112 ==< ∗ δδeke           (7.23) 
 
При выборе коэффициентов обратной связи следует учитывать, что с ростом ∗∗∗ += ef kkk 111  
естественным образом увеличиваются точность отработки задания (7.11) (в предельном слу-
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чае ⇒∞→∗
1k 01 →δ  [30]) и темпы переходного процесса. В то же время наличие условия 

(7.8) подразумевает, что существует верхняя граница max11 kk ≤  и соответствующая ей мак-
симально возможная точность слежения .max11 δδ ≤   

Шаг 2. Для второго слагаемого производной квадратичной формы (7.20) в силу (7.3), 
(7.17), (7.19), (7.21), свойства механических объектов [77] 

 
       ,0])2/1[( 22 ≡− eCHeT &           (7.24) 
 
и в случае выполнения для выражения (7.18) неравенства  

 
   22110 eLeLLY ++≤ , ,2,0,0const)( 1 =>=∗ jkL j         (7.25) 
 
которое следует из предположения ,HH ≤  ,CC ≤  ,GG ≤  справедлива следующая 
оценка: 

 

22222 2
1 eHeeHeV TT &&& += ≤−++++−= 223222 ])2/1[()( eCHeYeeKe TT &η  

   ≤+++++−≤ ][ 221103222 eLeLLФeeke         (7.26) 

]./)([ 22112103222 eLkGeLLФeeke ++++++−≤ ∗  
 
Неравенство 02 <V&  обеспечивается вне окрестности  

 

22112311102 )//()/( δ≤−−+++≤ ∗∗ LkLkekGLФLe  
 
при выполнении условий 

 
.),/(,/)/(/ 22211321111102112 efeef kkkkekkkGLФLLkLk +=>++++> ∗∗∗∗ δδ  (7.27) 

 
Первое неравенство (7.27) является нижней оценкой для выбора .22

∗= ff kk  Из второго при 

фиксированном значении ∗= ee kk 22  определяется точность, которую требуется обеспечить 
при стабилизации переменной 3e  (или точность декомпозиции верхнего уровня): 

 
          const.31123 ==< ∗∗ δδeekke           (7.28) 

 
 

7.2.2. Синтез комбинированного управления 
 

Рассмотрим пошаговую процедуру синтеза комбинированных управлений в механиче-
ской подсистеме (7.1), которые обеспечивают экспоненциальную сходимость к заданным 
траекториям (7.12), компенсацию возмущений )(tη  и полную декомпозицию процедуры син-
теза управления в механической подсистеме.  

Шаг 1. В первом уравнении системы (7.1), записанном относительно отклонений (7.10) 
,21 gqe && −=  положим переменную 2q  в качестве комбинированного управляющего воздейст-

вия вида  
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            ,112 geKq &+−=            (7.29) 
 

где выбор коэффициентов матрицы 0const11 >== ∗KK  определяет темпы экспоненциаль-
ной сходимости (7.12) в замкнутой системе  

 
                .111 eKe ∗−=&            (7.30) 
 

Шаг 2. На втором шаге задача управления заключается в обеспечении соотношений 
(7.29)–(7.30) посредством стабилизации переменной 

 
          ,1122 eKgqe +−= &           (7.31) 
          02 →e  при .∞→t           (7.32) 
 
Дифференциальное уравнение относительно переменной 2e  (7.31) с учетом (7.1), (7.30) при-
нимает вид 

 
  ).()(],[ 1

2
1112

1
2 eKgHGgeKCYYCeHe ∗∗− +−−−=+−+= &&&& ητ ,       (7.33) 

 
Предположив, что второе выражение (7.33) априорно известно, синтезируем комбинирован-
ное управление в виде суммы линейного (7.19) и компенсирующих слагаемых: 

 
     .22 ηττ −−−== ∗ YeK           (7.34) 
 
Для замкнутой системы (7.33)–(7.34) ][ 222

1
2 CeeKHe −−= −&  производная второго слагаемо-

го квадратичной формы (7.20) с учетом (7.24) отрицательна 
=−+−= 222222 ])2/1[( eCHeeKeV TT && 0222 ≤− eKeT  при любых 0const22 >== ∗KK . 

Как правило, на практике в механических системах имеется неполная информация об 
операторе объекта управления. Рассмотрим случай, когда второе уравнение подсистемы (7.1) 
можно представить в виде  

 
            )],,,()(),()[( 211022101

1
02 tqqfqGqqqCqHq +−−= − τ&         (7.35) 

 
где 0H )( 1q , 0C ),( 21 qq , )( 10 qG  – функционально и параметрически определенные матрицы, 

nRtqqf ∈),,( 21  – вектор функциональных неопределенностей и внешних возмущений, ко-
торый предполагается ограниченным вместе со своими производными до третьего порядка: 

 
          ,3,0,),,( 21

)( =≤ jFtqqf j
j           (7.36) 

 
где jF  – известные константы. С учетом (7.35) дифференциальное уравнение относительно 
переменной 2e  (7.31) принимает вид 

 
           ],),,([ 21

1
02 YtqqfHe ++= − τ&           (7.37) 

        ).()( 1
2

1001120 eKgHGeKgeCY ∗∗ +−−−+−= &&&         (7.38) 
 

Синтезируем комбинированное управление вида 
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     ,),,( 21220 YtqqfeKH −−−== ∗ττ          (7.39) 
 

которое линеаризует замкнутую систему (7.37)–(7.39) 
 

               222 eKe −=&            (7.40) 
 
и обеспечивает соотношение (7.32) при любых .0const22 >== ∗KK   

Для обеспечения соотношений (7.34) и (7.39) требуется обеспечить экспоненциальную 
устойчивость переменной 

 
          03 →e  при .∞→t           (7.41) 

 
Замечание 7.2. Рассмотрим случай совместного использования допредельных свойств 

систем с большими коэффициентами и комбинированного управления. В качестве примера 
рассмотрим блок (7.17) в предположении, что выражение (7.18) можно представить в виде 
суммы ,0 fYYY +=  где первое слагаемое 0Y  известно, а второе fY  полагается неизвестным, 
но ограниченным  

 
       ,22110 eLeLLY ffff ++≤           (7.42) 

 
где .2,0,0const)( 1 =>=> ∗ jkLL fjj  Тогда появляется возможность компенсировать извест-
ные компоненты с помощью управления вида: 

 
           .022 YeK −−=∗τ            (7.43) 
 
Для замкнутой системы (7.17), (7.43) ][ 2322

1
2 fYCeeeKHe +−++−= − η&  анализ производ-

ной квадратичной формы (7.26) с учетом (7.42) показывает, что заданную точность (7.11) 
можно обеспечить при меньшем коэффициенте обратной связи, поскольку нижняя оценка 

fk2  в этом случае меньше, чем оценка (7.27) при управлении (7.19).  
Выбранные в механической подсистеме управления полагаются задающими воздейст-

виями для исполнительных устройств (7.5), (7.7), в которых также решается задача слежения 
с обеспечением: заданной точности (7.28) при отработке управлений (7.19) или (7.43); экспо-
ненциальной сходимости (7.41) при отработке управлений (7.34) или (7.39). В следующем 
параграфе описанные каскадные процедуры аналогичным образом повторяются для синтеза 
управления .u  Для алгоритмов (7.19) и (7.43); (7.39) и (7.34) принцип построения процедур 
одинаков. В дальнейшем изложении будем рассматривать только варианты (7.19), (7.39), ко-
торые представляют больший интерес с практической точки зрения. 

В заключение данного раздела проведем сравнительный анализ предложенных методов 
синтеза. Использование допредельных свойств систем с большими коэффициентами позво-
ляет синтезировать простой линейный (в терминах преобразованных переменных) алгоритм 
управления (7.19), который не требует полной информации об операторе объекта управления 
(7.1), вычисления первой производной задания )(tg&  и оценивания внешних возмущений 

).(tη  В данном случае расширяется класс допустимых задающих и возмущающих воздейст-
вий, поскольку )(tg&  и )(tη  должны удовлетворять условиям (7.9) и (7.3) соответственно, и 
обычные предположения о гладкости производных задания и внешних возмущений [71, 82] 
не требуются. Ценой перечисленных преимуществ является решение задачи слежения с за-
данной точностью (7.11). 

Использование  принципа  комбинированного  управления  позволяет  обеспечить экспо- 
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ненциальную сходимость к заданным траекториям (7.12). В то же время для синтеза алго-
ритма (7.39), который значительно сложнее в реализации, требуется вычисление ),(tg&  )(tg&&  и 
оценивание ),,,( 21 tqqf  что приводит к расширению пространства состояний замкнутой 
системы. В данном случае сужается класс допустимых задающих и возмущающих воздейст-
вий, поскольку вводятся дополнительные ограничения (7.26), (7.23).  
 
 

7.3. Синтез управления в исполнительных устройствах 
 

В данном разделе решаются задачи синтеза управляющих воздействий в исполнитель-
ных устройствах, динамические модели которых описываются линейными уравнениями (7.5) 
или (7.7) с известными параметрами. Рассмотрены случаи выбора управления (напряжений 
якоря )u  в классах разрывных и непрерывных функций, удовлетворяющих условиям (7.8). В 
электрических исполнительных устройствах [51], управляемых инверторами напряжения, 
которые могут функционировать исключительно в ключевом режиме, естественно использо-
вать алгоритмы, заранее ориентированные на разрывной характер управляющих воздейст-
вий. В случае использования электрических исполнительных устройств с системами им-
пульсно-фазового управления (СИФУ), задающие воздействия которых имеют непрерывный 
характер, класс управляющих воздействий u  также составляют непрерывные функции.  

В качестве задающего воздействия для исполнительных устройств полагаются выбран-
ные управления механической подсистемы ∗τ  (7.19) и (7.39). Задача управления в исполни-
тельных устройствах сводится к задаче стабилизации переменной 3e  (7.15) с обеспечением 
соотношений (7.28) и (7.41) для алгоритмов (7.19) и (7.39) соответственно. 

Задача синтеза управления u  при жестком типе сочленений (7.4) не вызывает трудно-
стей, поскольку уравнение (7.5) описывается элементарным (с точки зрения решения задачи 
стабилизации) блоком размерности n  относительно рассогласования 3e  (7.15). Показано, что 
синтез непрерывных алгоритмов управления обеспечивает отработку заданий (7.19) с опре-
деленной точностью (7.28) в предположении, что первые производные (7.19) 

][ 2223
1

2 YCeeKeHK +−+−−= ∗−∗∗ ητ&  являются неизвестными ограниченными функциями 
 

       ,1T≤∗τ&            (7.44) 

 
где 1T  – известная константа. Экспоненциальная сходимость (7.41) к задающим воздействи-
ям (7.39) обеспечивается посредством непрерывного комбинированного управления. При 
синтезе разрывных алгоритмов управления в предположении (7.44) обеспечивается точная 
отработка задающих воздействий (7.19), (7.39) за конечное время. 

Задача синтеза управления u  при эластичном типе сочленений (7.6) решается примени-
тельно к системе (7.7) размерности .3n  Как и в разделе 7.2, для декомпозиции процедуры 
синтеза управления используется блочный подход, в соответствии с которым система (7.7) 
приводится к блочно-управляемым формам, состоящим из трех элементарных блоков раз-
мерности .n  На основе полученных форм разработаны:  

1) каскадная процедура синтеза с использованием допредельных свойств систем с боль-
шими коэффициентами, в результате которой при выполнении ограничений (7.44) с опреде-
ленной точностью (7.28) обеспечивается отработка задающих воздействий (7.19);  

2) каскадная процедура синтеза комбинированных управлений, в результате которой 
обеспечивается экспоненциальная сходимость (7.41) к задающим воздействиям (7.39) при 
выполнении дополнительных ограничений 

 
             .3,2,const)( ==≤∗ jT j

jτ           (7.45) 
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7.3.1. Синтез управления при жестком типе сочленений 
 

Представим уравнение (7.5) относительно рассогласования 3e  (7.15): 
 

     ,03
1

3 uAeRLe ++−=−= −∗ φττ &&&          (7.46) 
 
где ,01 >−RL , ,0)(det 0 ≠A  вектор-функция nR∈φ  обозначает 

 
    ,)( 112

1
0

1 ∗∗−∗− −−−−= τΨτφ ω &eKeAARL          (7.47) 

            ∗∗−∗− −+−−−= τΨτφ ω &&)( 112
1

0
1 geKeAARL          (7.48) 

 
при замене переменных (7.14) и (7.31) соответственно. С учетом ограничений (7.9), (7.44) 
полагаем, что 

 
              .0const),( 21 >=≤ ∗∗ kkφφ           (7.49) 

 
Синтез непрерывного управления. 

 
1) В соответствии с методом разделения движений в классе систем с большими коэффи-

циентами, выберем управляющее воздействие в системе (7.46)–(7.47) в виде линейной функ-
ции 

 
             ,33

1
0 eKAu −−=            (7.50) 

 
где .,1,0const),(diag 3333 njkkkK

jj
=>===  

В замкнутой системе (7.46), (7.50) ставится задача определения нижней оценки коэффи-
циента 3k , при которой обеспечиваются: отработка задания (7.19) с точностью (7.28); допре-
дельная декомпозиция верхнего уровня; ε -инвариантность к внешним возмущениям, в каче-
стве которых полагается вектор φ  (7.47). Для решения поставленных задач найдем достаточ-
ные условия замкнутой системы (7.46), (7.50) с помощью второго метода Ляпунова. Для 
производной квадратичной формы 33)2/1( eeV T=τ  в силу (7.49) справедлива следующая 

оценка: ).)(())(( 3
1

333
1

33333 φφτ ++−≤+−−== −− eRLkeeRLekeeeV TT &&  Неравенство 

0<τV&  обеспечивается вне окрестности 3
1

33 )/( δφ ≤+≤ −RLke  при выполнение условия  

 
     1

1123 )/( −∗∗ −> RLkkk ee δφ .          (7.51) 

 
Неравенство (7.51) является нижней оценкой для выбора коэффициента обратной связи. Из 
условия (7.8) определяется верхняя оценка: 

 
             3

1
03 / eAUk −≤ .           (7.52) 

 
Если существует такое значение ,33

∗= kk  которое одновременно удовлетворяет условиям 
(7.51) и (7.52), то поставленная задача считается выполненной.  

2) В соответствии с принципом комбинированного управления для обеспечения экспо-
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ненциальной сходимости (7.41) к заданию (7.39) и полной декомпозиции верхнего уровня 
выберем в системе (7.46), (7.48) управляющее воздействие вида 

 
          ,33

1
0 φ−−= − eKAu           (7.53) 

 
которое линеаризует замкнутую систему (7.46): .3

1
333 eRLeKe −−−=&  Если существует такое 

значение ,33
∗= kk  которое одновременно удовлетворяет условиям 03 >k  (нижняя оценка) и 

3
1

03 /)( eAUk −−≤ φ  (верхняя оценка), то поставленная задача считается выполненной. Для 

реализации алгоритма (7.53), в отличие от алгоритма (7.50), потребуется вычисление 
,3,1),()( =jtg j  ),(),,(),( 1

)(
021

)(
01

)(
0 qGqqCqH jjj  1,0=j  и получение оценок 

),,,( 21
)( tqqf j  .1,0=j  
3) Для одновременного использования допредельных свойств систем с большими коэф-

фициентами и комбинированного управления представим выражение (7.47) в виде суммы 
двух слагаемых fφφφ += 0 , где )( 112

1
0

1
0 eKeAARL ∗−∗− −−−= ωΨτφ  известно, а ∗−= τφ &f  не-

известно, но ограниченно .1 φφ <≤ Tf  В замкнутой системе (7.46), 033
1

0 φ−−= − eKAu  диа-
пазон для выбора коэффициента обратной связи определяется неравенствами 

1
1121 / −∗∗ − RLkkT ee δ 3

1
003 /)( eAUk −−≤< φ . 

 
Синтез разрывных алгоритмов управления. 

 
Сформируем разрывное управляющее воздействие: 

 
           3

1
0 signeMAu −−=            (7.54) 

 
с постоянной амплитудой  

 
          )(diag jmM = , 0,const >== mm j  ,,1 nj =          (7.55) 
 
которое за конечное время обеспечивает стабилизацию замкнутой системы (7.46), (7.54) 

33
1

3 signeMeRLe −+−= − φ&  посредством организации скользящих движений по многообра-
зию 03 =e  при выполнении условий существования скользящих режимов 

,0 1
33 φ>+⇒< −RLmeeT &  из которых определяется нижняя оценка для выбора амплитуды 

(7.55): 
 

              1−−> RLm φ .           (7.56) 

 
Из условия (7.8) определяется верхняя оценка: 

 
      0AUm ≤ .           (7.57) 
 
Если существует такое значение ,∗= mm  которое одновременно удовлетворяет условиям 
(7.56)–(7.57), то поставленная задача считается выполненной. Синтез разрывного управления 
(7.54) обеспечивает точную отработку заданий (7.19), (7.39) и полную декомпозицию верхне-
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го уровня за конечное время. В отличие от алгоритма (7.53) для реализации управления 
(7.54) не требуется вычислять производные )(tg&&& , ),(),,(),( 1021010 qGqqCqH &&&  ).,,( 21 tqqf&  

Замечание 7.3. Использование разрывных управлений (7.54) может привести к автоколе-
баниям и, следовательно, к неидеальному скользящему режиму из-за пренебрежения в моде-
ли объекта управления малыми динамическими неидеальностями. Замыкание обратной связи 
через наблюдатель состояния (см. рис.7.2) способствует повышению частоты переключения 
разрывных управлений, поскольку быстрые движения сосредоточиваются в контуре обрат-
ной связи, не возбуждая неучтенных малых динамик объекта управления. Еще один способ 
приближения реального скользящего режима к теоретическому используется в случае, когда 
существует аппаратурная возможность реализовать разрывное управление с амплитудой 

),(0 eMMM e+=  в которую аддитивно входит переменный компонент ),(eM e  
),,,(col 321 eeee =  стремящийся к нулю при стремлении к нулю невязок ⇒→ 0e .0)( →eM e  

С уменьшением )(eM e  уменьшаются и автоколебания в установившемся режиме.  
 
 

7.3.2. Синтез управления при эластичном типе сочленений 
 

Синтез управления на основе метода разделения движений. 
 
Первая процедура неособых замен переменных, описанная в разделе 7.2, аналогичным 

образом применяется для преобразования модели исполнительных устройств (7.7) относи-
тельно рассогласования (7.15), (7.19) к блочной форме управляемости с учетом возмущений 
вида 

 
       ,14333 η++−= eeKe&           (7.58) 
       ,)( 25434314 η++−−= eeKKeDe&          (7.59) 
    ,0245443325 uAKeDeDeDe ++++= η&          (7.60) 

 
где nRee ∈54 ,  – новые переменные состояния: ωKe =4 ,33eK+  ;44

1
5 eKiKJe += − Ψ  

nnRKK ×∈43 ,  – матрицы коэффициентов обратной связи, подлежащие определению; 

,11
0

−−= LKJA Ψ  ;0)(det 0 ≠A  nn
j RD ×∈  ( 4,1=j ) – диагональные матрицы с постоянными 

коэффициентами: ,2
31 KKD −−=  ),( 2

343
121

2 KKKKLJD +−= −− Ψ  −= −
4

1
3 RKLD  

),( 344
121 KKKLJ −−− −− Ψ  ;1

44 RLKD −−=  вектор-функции ,, 21
nR∈ηη  

,)( 2111
∗∗ −−= τη &eeKK  ∗−= τηη KK 132  трактуются как внешние ограниченные возмущения:  

 
           .2,1,0const =>=≤ jjj ηη           (7.61) 

 
Сформируем линейное управление вида  

 
             ,55

1
0 eKAu −−=            (7.62) 

 
где ),(diag

j
kK µµ =  .5,3,,1,0const ==>== µµµ njkk

j
 

Задача синтеза управления в исполнительных устройствах сводится к последовательно-
му нахождению нижних оценок коэффициентов ,,, 543 kkk  при которых обеспечивается: от-
работка задания (7.19) с точностью (7.28) и ε -инвариантность к внешним возмущениям; до-
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предельные декомпозиции верхнего уровня и процедуры синтеза в замкнутой системе (7.58)–
(7.62). Для решения поставленных задач найдем достаточные условия устойчивости замкну-
той системы (7.58)–(7.62) с помощью второго метода Ляпунова. При анализе квадратичной 
формы  

 
  554433543 )2/1()2/1()2/1( eeeeeeVVVV TTT ++=++=τ         (7.63) 

 
также используем каскадный (пошаговый) принцип. 

Шаг 1. Для производной первого слагаемого квадратичной формы (7.63) в силу (7.58), 
(7.61) справедлива следующая оценка: ).()( 13343133433 ηη +−≤+−= ekeeeKeeV T&  Нера-

венство 03 <V&  обеспечивается вне окрестности  
 

      33143 /)( δη ≤+≤ kee           (7.64) 
 
при выполнение условий 

 
   ,/ 11213 δη ∗∗> eef kkk  ,/ 11243 δ∗∗> eee kkek  .333 ef kkk +=         (7.65) 
 
Первое неравенство (7.65) является нижней оценкой для выбора .33

∗= ff kk  Из второго при 

фиксированном значении ∗= ee kk 33  определяется точность, которую требуется обеспечить в 
блоке (7.59) при стабилизации переменной :4e  

 
           const.411234 ==< ∗∗∗ δδeee kkke           (7.66) 

 
Шаг 2. Для производной второго слагаемого квадратичной формы (7.63) в силу (7.59), 

(7.61), (7.64) справедлива следующая оценка: 
 

≤++−−= ))(( 254343144 ηeeKKeDeV T& ).)(/)(( 2543431414 ηη ++−−+ ∗∗ eekkkeDe  
 
Неравенство 04 <V&  обеспечивается вне окрестности  
 
   43134253114 )//()/( δηη ≤−−++≤ ∗∗∗ kDkkekDe         (7.67) 
 
при выполнении условий ,444 ef kkk +=  

 
     )./(,/)/()/( 112354313112323114 δδηη ∗∗∗∗∗∗∗∗∗ >+++> eeeeeeef kkkekkDkkkkkDk             (7.68) 

 
Первое неравенство (7.68) является нижней оценкой для выбора .44

∗= ff kk  Из второго при 

фиксированном значении ∗= ee kk 44  определяется точность, которую требуется обеспечить в 
блоке (7.60) при стабилизации переменной :5e  

 
         const.5112345 ==< ∗∗∗∗ δδeeee kkkke          (7.69) 

 
Шаг 3. Для производной третьего слагаемого квадратичной формы (7.63) в силу (7.60), 
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(7.61), (7.64), (7.67) справедлива следующая оценка: 
≤+−−+= ))(( 24545433255 ηKeDKeDeDeV T&  

)),(/)()(( 4523215155455
∗∗ ++++++−≤ kDkDDDeDDke ηη  

 
где ).//()/( 31343325

∗∗∗∗ −−+= kDkkDkDD  Неравенство 05 <V&  обеспечивается вне ок-
рестности 
 

511234545452321515 )/())(/)(( δδηη =≤++−+++≤ ∗∗∗∗∗∗
eeee kkkkDDkkDkDDDe  

 
при выполнении условия 

 
     ,/))(/)(( 5411234452321515 DDkkkkkDkDDDk eeee +++++> ∗∗∗∗∗∗ δηη       (7.70) 

 
которое является нижней оценкой для выбора .5k  Из условия (7.8) определяется верхняя 
оценка: 

 
            5

1
05 / eAUk −≤ .           (7.71) 

 
Если существует такое значение ,55

∗= kk  которое одновременно удовлетворяет условиям 
(7.70), (7.71), то поставленная задача считается выполненной. 
 

Синтез комбинированного управления. 
 

Для обеспечения экспоненциальной сходимости (7.41) к заданию (7.39) и полной двух-
уровневой декомпозиции процедуры синтеза в системе (7.7) организуется последовательный 
выбор комбинированных фиктивных управлений (аналогично второй процедуре из раздела 
7.2). В результате неособых замен переменных модель исполнительных устройств (7.7) пре-
образуется относительно рассогласования (7.15), (7.39) к блочно-управляемой форме вида 

 
           ,4333 eeKe +−=&            (7.72) 
           ,5444 eeKe +−=&            (7.73) 

     ,05
1

5 uAeRLe ++−= − φ&           (7.74) 
 

где  
 

       
443

2
31123

1
5

331124

))((

,)(

eKeKgeKeeiJKe

eKgeKeKe

+−−−+−−−=

+−−+−=
∗∗∗−

∗∗

ττΨ

τω

&&&&&&

&&
       (7.75) 

,42321 eDeDD ++=φ  ,0const >=≤ φφ  

,))))(

)))((((((

1
3

12112
1

1
2

12
1111

1
∗∗∗∗∗−

∗∗∗−−−−

−−+−−+−+−

−++++−=

τττΨ

ττΨΨ

&&&&&&&&&&&

&&&&&

geKegeKeK

geKeKJRLJKD
 

,)( 3
3

2
3

1121
3

1
2 KKRLKLJKKRLD +−++−= −−−− Ψ  

,2
44

1121
3 KKRLLJD −+−= −−− Ψ  .11

0
−−= LKJA Ψ  

 
Синтез непрерывного комбинированного управления  
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          φ−−= −
55

1
0 eKAu            (7.76) 

 
обеспечивает в замкнутом блоке (7.74), (7.76) 55

1
5 )( eKRLe +−= −&  экспоненциальную устой-

чивость переменной ,05 →e  ∞→t  при любых .05 >K  Отсюда следует, что в блоке (7.73) 

444 eKe −=&  обеспечивается экспоненциальная устойчивость переменной ,04 →e  ∞→t  при 
любых .04 >K  И, наконец, в блоке (7.72) 333 eKe −=&  обеспечивается соотношение (7.41) 

при любых .03 >K  Если существует такое значение ∗= 55 kk , которое одновременно удовле-

творяет условиям 05 >k  (нижняя оценка) и 5
1

05 /)( eAUk −−≤ φ  (верхняя оценка), то по-

ставленная задача считается выполненной. Для реализации алгоритма управления (7.76) по 
сравнению с линейным алгоритмом (7.62) потребуются более трудоемкие вычисления, в том 
числе вычисление ;5,1),()( =jtg j  3,1,,, )(

0
)(

0
)(

0 =jGCH jjj  и получение оценок 

.3,0),,,( 21
)( =jtqqf j   

 
Синтез разрывных алгоритмов управления. 
 
При формировании разрывного управления, аналогичного (7.54), 

 
          ,sign 5

1
0 eMAu −−=           (7.77) 

 
соотношение 05 =e  обеспечивается за конечное время в замкнутых системах (7.60), (7.77) 

 
     5241345443325 signeMKKKeDeDeDe −++++= ηη&         (7.78) 
 
и в замкнутых системах (7.74), (7.77)  

 
             φ+−−= −

55
1

5 signeMeRLe&           (7.79) 
 
при выполнении условий 

 
   ,0 241344433255 ηη KKKDeDeDmeeT ++++>⇒<&         (7.80) 

             1−−> RLm φ            (7.81) 

 
для систем (7.78) и (7.79) соответственно. Если существуют такие значения амплитуд 

,∗= mm  которые одновременно удовлетворяют неравенствам (7.80) или (7.81) (нижняя оцен-
ка) и неравенству (7.57) (верхняя оценку), то поставленная задача считается выполненной. 
Реализация разрывного управления (7.77) обеспечивает соотношения 00 45 =⇒= ∗

eke  (в от-

личие от алгоритма (7.62)) и не требует вычислений производных ),()5( tg  ,,, )3(
0

)3(
0

)3(
0 GCH  

),,( 21
)3( tqqf  (в отличие от алгоритма (7.76)). Таким образом, приведенные алгоритмы по-

следовательного выбора в каждом блоке коэффициентов обратной связи обеспечивают двух-
уровневую декомпозицию задачи синтеза управления.  

Последовательность этапов синтеза («сверху вниз») изображена на рис. 7.3 для случая 
эластичного сочленения. 
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Рис. 7.3. Декомпозиция процедуры синтеза обратной связи 
 
 Ниже приведена сводная табл. 7.1, позволяющая сравнить априорные предположения, 
требуемые дополнительные вычисления и результаты использования методов разделения 
движений с большими коэффициентами и комбинированного управления для решения зада-
чи слежения применительно к роботу-манипулятору с учетом динамики электроприводов 
постоянного тока с жестким или эластичным типом сочленений. В конкретной системе 
управления выбор того или иного способа синтеза обратной связи зависит от аппаратурных 
возможностей, имеющихся вычислительных и управляющих ресурсов, а также технологиче-
ских требований к качеству установившихся режимов и быстродействию переходных про-
цессов. 
 

                 Таблица 7.1 
Априорные 

предположения 
Тип  

сочленений 
Класс  

управлений u  
Дополнительные 
вычисления 

Результат 

1 2 3 4 5 
Метод разделения движений 

 
непрерывный 

(7.50) 
2

~q  ,jje δ≤  

3,1=j  

жесткий 

разрывный 
(7.54) 

2
~q  ,jje δ≤  

;2,1=j  03 =e  
непрерывный 

(7.62) 
ωτ ~,~,~

2q  ,jje δ≤  

5,1=j  

),(tg  ,1q  i  –  
известны, 

,)( 0Gtg ≤  

,)( 1Gtg ≤&  

,)( Ftf ≤  

,HH ≤  ,CC ≤  

,GG ≤  

0]
2

[ 22 ≡− eCHeT
&

 

эластичный 

разрывный  
(7.77) 

ωτ ~,~,~
2q  ,jje δ≤  

;4,1=j  05 =e  
 

g  τ  

Исполнительные устройства Механическая подсистема 
u  

Блок 1 
1k  

Декомпозиция 
верхнего уровня 

Декомпозиции 
нижнего уровня 

Блок 2 
2k  

Блок 3 
3k  

Блок 4 
4k  

Блок 5 
m  
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Комбинированное управление 
1 2 3 4 5 

непрерывный 
(7.53) 

;~
2q  ,)( jg  ;3,1=j  

,)(
0

jH  ,)(
0

jC  ,)(
0

jG  

,ˆ )( jf  1,0=j  

0→je  при 

,∞→t  3,1=j  

жесткий 

разрывный  
(7.54) 2

~q ; )( jg , ;2,1=j  
f̂  

0→je  при 
,∞→t  ;2,1=j  

03 =e  
непрерывный  

(7.76) 
;~,~,~

2 ωτq  
)( jg , ;5,1=j  

,)(
0

jH  ,)(
0

jC  ,)(
0

jG  

,ˆ )( jf  3,0=j  

0→je  при 

,∞→t  5,1=j  

),(tg  ,,1 iq ,0H  

00 , GC  –  
известны; 

,)()(
j

j Gtg ≤  

;5,0=j  

,),,( 21
)(

j
j Ftqqf ≤

3,0=j  
 

эластичный 

разрывный 
(7.77) 

;~,~,~
2 ωτq  
)( jg , ;4,1=j  

,)(
0

jH  ,)(
0

jC  ,)(
0

jG  

,ˆ )( jf  2,0=j  

0→je  при 

,∞→t  ;4,1=j  
05 =e  

 
 

7.4. Информационное обеспечение базовых алгоритмов управления  
 

В данном разделе решаются задачи информационного обеспечения синтеза непрерывно-
го комбинированного управления при эластичном типе сочленений (7.76) как более трудоем-
кого в смысле вычислений (см. табл.7.1). Задачи информационного обеспечения для осталь-
ных алгоритмов управления, перечисленных в табл.7.1, являются частными случаями и ре-
шаются посредством процедур данного раздела при меньшем числе итераций. Теоретическая 
база для решения задач данного раздела разработана в главах 4, 5. 

Информационное обеспечение алгоритма (7.76) заключается в решении следующих за-
дач. По измерениям выходных переменных iq ,1  получить оценки: 1) переменных ;,,2 ωτq  
2) возмущений ),,( 21 tqqf  (7.36); 3) преобразованных переменных 3e  (7.15) с учетом (7.39), 

,, 54 ee φ  (7.75). Решение последней задачи включает в себя оценивание производных возму-

щающих воздействий 3,1),,,( 21
)( =jtqqf j  и позволяет избежать непосредственных рас-

четов производных задающих воздействий 5,3),()( =jtg j  и оператора объекта управления 
(7.35) .3,1,,, )(

0
)(

0
)(

0 =jGCH jjj  
Для решения поставленных задач разработаны каскадные процедуры синтеза наблюда-

телей состояния с использованием метода разделения движений в классе систем с разрыв-
ными управлениями. Данный подход, как и в задачах управления, позволяет разделить ис-
ходную многомерную задачу наблюдения на независимо решаемые элементарные подзадачи 
размерности n  и последовательно получить оценки неизвестных переменных при мини-
мально возможном количестве измерений. 

Динамическое устройство наблюдения полной размерности для оценки переменных 
,,,2 ωτq  ),,( 21 tqqf  формируется на основе систем (7.1) с учетом (7.7), (7.35) и имеет сле-

дующий вид: 
 

        ],)(~)~,(~)[(~,~~
21022101

1
02121 vqGqqqCqHqvqq +−−=+= − τ&&         (7.82) 
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           ,)~~(~
2 τωτ vqK +−=&  ,)~~(~ 1

ωτΨω viJ +−= −&  ,)~~(~ 1
ivuiRLi ++−−= − ωΨ&        (7.83) 

 
где уравнениями (7.82) описывается наблюдатель состояния механической подсистемы (7.1) 
с учетом (7.35); уравнениями (7.83) – наблюдатель состояния исполнительных устройств 
(7.7); nRiqq ∈~,~,~,~,~

21 ωτ  – переменные состояния, n
i Rvvvvv ∈,,,, 21 ωτ  – корректирующие 

воздействия наблюдателя, служащие для стабилизации системы, записанной относительно 
невязок ,~

111 qq −=ε  ,~
222 qq −=ε  ,~ττετ −=  ,~ωωεω −=  iii

~−=ε  в силу (7.1), (7.35), (7.7), 
(7.82)–(7.83) в виде 

 
                ,121 v−= εε&            (7.84) 
        ],)()[( 221

1
02 vfqH −+−= − εαεε τ&          (7.85) 

        ,)( 2 τωτ εεε vK −−=&           (7.86) 

     ,)(1
ωτω εεΨε vJ i −−= −&           (7.87) 

              ,)(1
iii vRL −−−= −

ωεΨεε&           (7.88) 
 

где ,~)~,(]~)[~,( 2210222210 qqqCqqqC −++= εεα  ,2εα N≤  .0const >=N  
Система (7.84)–(7.88) является блочно-наблюдаемой формой, состоящей из пяти блоков, 

в каждом из которых размерности вектора состояния и корректирующих воздействий совпа-
дают. На основе данной формы предлагаются каскадные (пошаговые) процедуры выбора 
разрывных корректирующих воздействий, позволяющих на каждом шаге последовательно 
решать элементарные подзадачи, которые заключаются в следующем: в каждом блоке неза-
висимо стабилизируется текущая переменная состояния и находится оценка переменной со-
стояния следующего блока. Другими словами, из выходного воздействия текущего блока 
формируется входное (корректирующее) воздействие следующего блока.  
 
 

7.4.1. Каскадный синтез наблюдателя состояния при отсутствии возмущений 
 

В случае, когда в системе (7.35) параметрические и внешние возмущения отсутствуют 
0),,( 21 =tqqf , для получения оценок переменных iq ,,,2 ωτ  необходимо и достаточно из-

мерений положений манипулятора .1q  Пусть ,,,, 21 ωτ MMMM  nn
i RM ×∈  – диагональные 

матрицы с положительными постоянными одинаковыми коэффициентами ( ),(diag jmM =  

njmm j ,1,0const =>== ), которые будут последовательно выбираться сверху вниз по хо-
ду процедуры.  

В уравнениях наблюдателя механической подсистемы (7.84)-–(7.85) подача разрывного 
корректирующего воздействия вида: 

1) 111 signεMv =  за конечное время обеспечивает в блоке (7.84) −= 21 εε& 11signεM  сколь-
зящие движения вдоль многообразия }0{ 11 == εS  и, следовательно, соотношение 11

~qq =  при 
выполнении условия существования скользящих режимов ⇒< 011 εε &T .12 m<ε  Согласно 
методу эквивалентного управления из равенства 0eq121 =−= vεε&  получаем оценку 

,2eq1 ε=v  которая служит для формирования управляющего воздействия в следующем блоке 
(7.85); 

2) eq122 signvMv =  за конечное время обеспечивает в блоке (7.85) 

]sign)()[( 2221
1

02 εεαεε τ MqH −−= −&  скользящие движения вдоль многообразия 
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}0{ 122 SS ∩== ε  и, следовательно, соотношение 22
~qq =  при выполнении условия 

.2m<τε  В соответствии с методом эквивалентного управления получаем оценку ⇒= 02ε&  
,eq2 τε=⇒ v  которая служит для формирования управляющего воздействия в блоке (7.86). 

 В данном параграфе все пошаговые этапы предлагаемых каскадных процедур наблюде-
ния организованы по единому методическому принципу, описанному выше. Чтобы избежать 
повторений, в дальнейшем для каждого блока будем указывать входное (корректирующее) 
воздействие, фиктивные выходные переменные и условия существования скользящих режи-
мов. В уравнениях наблюдателя исполнительных устройств (7.86)–(7.88) подача разрывной 
коррекции вида: 

1) 2eqsignvMv ττ =  обеспечивает в блоке (7.86) стабилизацию переменной ,0=τε  
}0{ 2SS ∩== ττ ε  и выход ωτ εKv =eq  при выполнении условий ,02 =ε  

 
         ;)( 2 τω εε mK <−           (7.89) 
 

2) )v(KMv τeq
1sign −= ωω  обеспечивает в блоке (7.87) стабилизацию переменной ,0=ωε  

}0{ τωω ε SS ∩==  и выход iJv εΨω
1

eq
−=  при выполнении условий ,0=τε  

 
       ;1

ωε mJ i <Ψ−           (7.90) 

 
3) )sign( eq

1
ωJvMv ii

−Ψ=  обеспечивает в блоке (7.89) стабилизацию переменной ,0=iε  
}0{ ωε SS ii ∩==  при выполнении условия  

 
             .1

imL <−
ωεΨ            (7.91) 

 
7.4.2. Каскадный синтез наблюдателя состояния в условиях неопределенности 

 
При действии на систему (7.35) неконтролируемых, но ограниченных возмущений 

0),,( 21 ≠tqqf  их оценку и оценки переменных ωτ ,,2q  можно получить с помощью на-
блюдателя состояния (7.82)–(7.83) при дополнительном измерении токов якоря .i  В этом 
случае синтез осуществляется снизу вверх и в уравнениях наблюдателя исполнительных уст-
ройств (7.83) подача разрывной коррекции вида: 

1) iii Mv εsign=  обеспечивает в блоке (7.88) стабилизацию переменной ,0=iε  

}0{ == iiS ε  и выход ωεΨ1eq
−−= Lvi  при выполнении условия (7.91); 

2) )(sign eq
1

iLvMv −Ψ−= ωω  обеспечивает в блоке (7.87) стабилизацию переменной 
,0=ωε  }0{ iSS ∩== ωω ε  и выход 

 
              τω ε1

eq
−−= Jv            (7.92) 

 
при выполнении условий ,0=iε  (7.90); 

3) )(sign eqωττ JvMv −=  обеспечивает в блоке (7.86) стабилизацию переменной ,0=τε  
}0{ ωττ ε SS ∩==  и выход  

 
               2eq ετ Kv −=            (7.93) 
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при выполнении условий ,0=ωε  (7.89). 

В уравнениях наблюдателя механической подсистемы (7.82) подача разрывного управ-
ляющего воздействия 

 
      )(sign eq

1
22 τvKMv −−=           (7.94) 

 
обеспечивает в блоке (7.85) стабилизацию переменной 02 =ε , }0{ 22 τε SS ∩==  при выпол-
нении условий ,0=τε  20 mF <  и выход  

 
          ),,,( 21eq2 tqqfv =           (7.95) 
 
который является оценкой неконтролируемых возмущений. В описанной процедуре блок 
(7.84) оказался незадействованным. При необходимости данный блок также может быть ис-
пользован для формирования входного воздействия блока (7.85) ( ,sign 1eq22 vMv =  2eq1 ε=v ) 
или для фильтрации измерений 1q  при формировании непрерывной коррекции.  

Замечание 7.4. Для системы (7.1) без учета (7.35) описанная процедура может быть ис-
пользована для получения оценок переменных ωτ ,,2q  по измерениям iq ,1  следующим об-
разом. Второе уравнение наблюдателя механической подсистемы (7.82) принимает вид 

22
~ vq =&  или относительно невязок :~

222 qq −=ε  
 

        .])(~)~,(~)[( 212211
1

2 vqGqqqCqH −+−−= − ητε&         (7.96) 
 
В блоке (7.96) подача коррекции в виде (7.94) (или ,sign eq122 vMv =  2eq1 ε=v ) обеспечивают 
стабилизацию переменной 02 =ε  при выполнении условия 

,])(~)~,(~)[( 212211
1 mqGqqqCqH <+−−− ητ  и выход  

 
],)(~)~,(~)[( 12211

1
eq2 ητ +−−= − qGqqqCqHv  

 
который является совместной оценкой оператора объекта управления (7.1) и внешних воз-
мущений ).(tη  
 
 

7.4.3. Каскадный синтез наблюдателя состояния преобразованных переменных 
 

Как было отмечено, для формирования алгоритма управления (7.76) требуются значения 
преобразованных переменных 3e  (7.15), (7.39), ,, 54 ee  φ  (7.75), которые получены путем 
трехкратного дифференцирования исходных переменных и возмущающих воздействий. Да-
же при наличии постоянных возмущений 0=f&  получение необходимой информации непо-
средственно с помощью вычислений может оказаться достаточно сложной аналитической 
задачей.  

В данном параграфе решается задача оценки преобразованных переменных ,,, 543 eee  φ  
с помощью наблюдателя состояния, сформированного на основе системы (7.72)–(7.74): 

 
,~~~

34333 υ++−= eeKe&  
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        ,~~~
45444 υ++−= eeKe&           (7.97) 

,~~
505

1
5 υ++−= − uAeRLe&  

 
где 5,3,~ =∈ jRe n

j  – переменные состояния, 5,3, =∈ jR n
jυ  – корректирующие воздей-

ствия наблюдателя, служащие для стабилизации системы (7.97), записанной относительно 
невязок 3,1,~ =−= jee jjjξ  в силу (7.72)–(7.74), (7.97) в виде: 

 
,34333 υξξξ −+−= K&  

  ,45444 υξξξ −+−= K&           (7.98) 

=5ξ& .535
1 υφξ −+− −RL  

 
В качестве входного воздействия для систем (7.97), (7.98) принимается невязка ,~

333 ee −=ξ  
где переменная 3e  (7.15), (7.38)–(7.39)  

 
               +−−−+−−+= ∗∗∗ )]())(([ 1

2
1112203 gqKgqKggqKHe &&&τ ),,( 21 tqqf 020 GqC −−   (7.99) 

 
формируется из переменных состояния наблюдателя ττ ~= , 22

~qq =  и эквивалентного управ-
ления (7.95), полученных в предыдущем параграфе. 

Аналогично предыдущим процедурам синтеза задачи наблюдения, подача разрывного 
корректирующего воздействия вида 

1) 333 signξυ M=  (где ),(diag jmM µµ =  ,0const >== µµ mm j  5,3,,1 == µnj ) обеспе-

чивает в первом блоке системы (7.98) при выполнении условия 34 m<ξ  выход ;4eq3 ξυ =   
2) eq344 signυυ M=  обеспечивает во втором блоке системы (7.98) при выполнении усло-

вия 45 m<ξ  выход ;5eq4 ξυ =  
3) eq455 signυυ M=  обеспечивает в последнем блоке системы (7.98) при выполнении ус-

ловия 5m<φ  выходное воздействие .eq5 φυ =  
Таким образом, стабилизация переменных систем (7.84)–(7.88), (7.98) происходит при 

последовательной организации быстрых движений в каждом блоке. Скользящие (медленные) 
движения возникают при конечном значении амплитуд разрывных управляющих воздейст-
вий наблюдателя за теоретически конечное время, что позволяет не учитывать рассогласова-
ние между переменными состояния объекта управления и наблюдателя состояния при синте-
зе алгоритмов управления.  
 Структурная схема формирования разрывных корректирующих воздействий наблюдате-
лей состояния (7.82)–(7.83) и (7.97) представлена на рис. 7.4. Значения эквивалентных управ-
лений равны средним значениям соответствующих разрывных коррекций и, как и раньше, 
определяются с помощью линейных фильтров первого порядка с малой постоянной времени 
(блоки «Ф» на рис.7.4).  
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Рис.7.4. Структурная схема формирования управляющих воздействий наблюдателей  
 
 

7.5. Задачи управления угловым положением маятника  
в условиях неопределенности 

 
В предыдущих разделах данной главы при синтезе системы управления движением ма-

нипуляционных роботов, функционирующих в условиях неопределенности и действия 
внешних возмущений, с учетом динамики исполнительных устройств ключевую роль играют 
два принципа – принцип декомопзиции процедуры синтеза и принцип компенсации неопре-
деленностей оператора объекта управления и внешних неконтролируемых возмущений, не 
принадлежащих пространству управлений. В данном разделе в качестве примера электроме-
ханической системы рассматривается модель маятника с учетом динамики электродвигателя 
с электрическим преобразователем, который имеет ключевую (логическую) природу управ-
ляющих воздействий. Указанные принципы реализуются в решении задачи управления угло-
вым положением маятника в условиях неполной информации о векторе состояний и функ-
ции задания, а также при наличии внешних неконтролируемых возмущений. Применение 
разработанных каскадных процедур синтеза обратной связи позволило: во-первых, получить 
максимум возможной информации о неизвестных параметрах с помощью наблюдателя со-
стояний на скользящих режимах, которую часто не удается получить с помощью наблюдате-
лей с непрерывными корректирующим воздействиями; во-вторых, за счет использования 
скользящих режимов в цепи обратной связи, подавить неподдающиеся восстановлению не-
определенности. Приведены результаты моделирования разработанных алгоритмов на ПК в 
среде MATLAB. 
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7.5.1. Описание объекта управления. Постановка задач 
 
Движение маятника с учетом динамики исполнительных устройств можно описать сис-

темой нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка вида [36]: 
 

   ,,sin, 331221 uxxxxxx =+== &&&           (7.100) 
 

где 1x  – угловое положение маятника (скалярный выход), 2x  – скорость, 3x  – крутящий мо-
мент, приложенный к маятнику на оси подвеса, который развивается электрическим испол-
нительным устройством с разрывном управлением .u  Заметим, что вид системы (7.100) яв-
ляется одновременно и блочно-управляемым и блочно-наблюдаемым относительно выхода 
(см. раздел 2.5).  

Для системы (7.100) ставится задача слежения относительно выходной переменной (в 
частности, стабилизация угла отклонения маятника от верхнего вертикального положения) 
которая сводится к задаче стабилизации системы, записанной относительно невязки выход-
ной переменной ,111 dxxx −=  где задающее воздействие )(1 tx d  является известной функци-
ей времени с ограниченной по модулю первой производной  

 
    const.1 =≤ Dx d&             (7.101) 

 
С учетом сделанных обозначений система (7.100) принимает вид  

 
   .,)sin(, 33112121 uxxxxxxxx dd =++=−= &&&&          (7.102) 

 
Для системы (7.102) в соответствии с разработанными в данной главе каскадными про-

цедурами синтеза решаются: 1) в параграфе 7.5.2 – задача обеспечения заданной точности 
слежения 

 
             const;11 =≤ δx            (7.103) 

 
2) в параграфе 7.5.3 – задача обеспечения экспоненциальной сходимости к заданным 

траекториям: 
 

    .0lim 1 =
∞→

x
t

            (7.104) 

 
Предположения о степени неопределенности объекта управления будут сделаны по ходу 

изложения. 
 

 
7.5.2. Обеспечение заданной точности слежения 

 
В данном параграфе решается задача обеспечения заданной точности (7.103) в предпо-

ложении, что производная задания dx1&  является неизвестной функцией времени, удовлетво-
ряющей (7.101), и трактуется как внешнее возмущение. 

 
Базовый алгоритм управления. 
 
Базовый алгоритм управления (все координаты вектора состояния системы (7.102) пола-

гаются известными) сформируем в соответствии с каскадным принципом следующим обра-
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зом: введем неособые замены переменных 
 

        ,1122 xkxx +=  ,)sin( 22211133 xkxkxxxx d ++++=         (7.105) 
 

где 21 , kk  – положительные коэффициенты обратной связи, подлежащие определению. От-
носительно новых переменных с учетом (7.102) получим следующую систему дифференци-
альных уравнений 

 

,)()())(cos(

,,

121321221
2
2

2
11

3
1112113

11322212111

uxkkxkkxkkkkxkxkxxxx

xkxxkxxxxkx

dd

dd

+−++++−+−+=

−+−=−+−=

&&
&&&&

 (7.106) 

 
где выбор разрывного управления )sign( 3xMu −=  (в исходных координатах системы (7.102) 

1122211133 )()sin( xkkxkkxxxx d +++++= ) с положительной амплитудой  
 

        21121221
2
2

2
11

3
111211 )())(cos( kkxkkxkkkkxkxkxxxM dd ++−++−+−+> &  (7.107) 

 
обеспечивает за конечное время возникновение скользящего режима по поверхности 03 =x , 
что приводит к понижению порядка системы (7.106), поведение которой в скользящем ре-
жиме описывается двумя уравнениями: 

 
 ., 1122212111 dd xkxkxxxxkx &&&& −−=−+−=          (7.108) 

 
Выражение (7.107), где MM <  ( M  – максимально допустимая амплитуда) являются 

верхней оценкой для выбора коэффициентов обратной связи ., 21 kk  Синтез обратной связи 
системы (7.108) сводится к пошаговому выбору коэффициентов обратной связи с целью 
обеспечить заданную точность (7.103). В первом уравнении (7.108) выражение (7.103) или 

1121 /)( δ≤+≤ kDxx  обеспечивается посредством выбора  
 

 ,111 xf kkk +=             (7.109) 
 

где ,/ 11 δDk f >  ,/ 121 δxk x >  откуда получаем точность ,2112 δδ =≤ xkx , которую требует-

ся обеспечить во втором уравнении системы (7.108) 2212 / δ≤≤ kDkx  посредством выбора 

212 /δDkk >  или  
 

   )./( 1112 δxkDkk >            (7.110) 
 
Ниже приведены результаты моделирования данного алгоритма синтеза обратной связи 

в предположении, что на модель объекта управления действует внешнее скалярное возмуще-
ние )(tη , которое полагается неизвестной, ограниченной по модулю функцией времени 

const)( =≤ Фtη  и отделено от управления одним интегратором: 
 

      .,sin, 3312121 uxxxxxxx d =++=−= &&&& η          (7.111) 
 
На рис. 7.5 показана отработка ступенчатого задающего воздействия (единичный скачек 

в 1 рад) при синусоидальном внешнем возмущении t3sin8,0=η  и параметрах обратной свя-
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зи .50,2,10 21 === Mkk  По горизонтальной оси отложено время t  (в секундах), а по вер-
тикальной оси – соответствующие координаты. 

 

0 5 1 0 1 5 2 0
- 0 . 8

- 0 . 6

- 0 . 4

- 0 . 2

0

0 . 2

0 . 4

0 . 6

0 . 8

1

 
 

Рис 7.5. Отработка ступенчатого задающего воздействия, «__  _  __  _» – задание )(1 tx d ; 
«____» – выходная переменная )(1 tx , «~ ~ ~» – внешнее возмущение )(tη  

 
Из диаграмм рис. 7.5,б видно, что при выбранных параметрах обратной связи перевод 

замкнутой системы в заданное положение осуществляется примерно за 2 секунды, внешние 
возмущения подавляются примерно десятикратно, обеспечивается точность слежения 

.05,01 ≈δ  
 
Синтез наблюдателя состояния. 
 
В случае, когда не все координаты вектора состояния доступны измерению, следует 

предварительно решить задачу наблюдения. Сначала рассмотрим ситуацию, когда 0)( =tη  и 
измеряются выходная переменная 1x  и задающее воздействие dx1 . Тогда в терминах систем 
(7.102) или (7.106) координата 1x  – известна, но из-за наличия неизвестного возмущения dx1&  
координаты 32 , xx  (7.102) или 32 , xx  (7.105) ненаблюдаемы. Отсюда следует, что в данном 
случае нет возможности решить задачу управления и наблюдения в одних и тех же перемен-
ных, и для оценивания неизмеряемых координат 32 , xx  за основу наблюдателя состояния 
принимается исходная система (7.100). Наблюдатель состояния на скользящих режимах опи-
сывается динамической системой вида 

 

 
),(sign),(sign

),(sign),(signsin),(sign

1222211111

2331231211121

τττµεττµ
ττ

MM
MuzMzxzzxMzz

+−=+−=
+=++=−+=

&&
&&&

 (7.112) 

 
где iz , 3,1=i  – переменные состояния наблюдателя, 0, 21 →µµ  – постоянные времени, 

21 , ττ  – переменные высокочастотных фильтров первого порядка. С учетом (7.100), (7.112) 
уравнения относительно невязок 3,1, =−= izx iiiε  примут вид 

 
).(sign),(sign),(sign 23312321121 τετεεεεε MMM −=−=−= &&&         (7.113) 

 
При выполнении условия 21 ε>M  в первом уравнении системы (7.112) за конечное 

время решается задача стабилизации переменной 01 =ε , а эквивалентное значение разрыв-
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ного управления, получаемое на выходе первого фильтра, равно переменной второго уравне-
ния (7.113) 21 ετ = . Аналогично решается задача стабилизации переменной 322 0 ετε =⇒= , 
а затем 03 =ε . Малую динамику фильтрующих устройств не учитываем. 

Ниже приведены результаты моделирования возможной практической ситуации, когда 
реальная система отличается от построенной модели (7.100) некоторыми параметрами и на-
личием внешних неконтролируемых возмущений: 

 
        ,,sin,8,0 331221 uxxxxfxx =++=+= &&& η           (7.114) 

 
т.е. при моделировании на реальную систему (7.114) были дополнительно поданы синусои-
дальное и ступенчатое возмущения вида 

 

         




>
≤≤

==
,5при0
,50при9,0

)(,3sin8,0)(
t
t

tfttη           (7.115) 

 
которые не учитывались при решении задачи наблюдения (7.112)–(7.113). Обратная связь в 
системе (7.114)–(7.115) формируется по переменным наблюдателя (7.112) ),(sign 3zMu −=  
где ).()(sin 1112221133 dxzkkzkkzzz −++++=  Параметры наблюдателя выбраны в виде 

50,01,0,10 32121 ===== MMM µµ , а коэффициенты обратной связи такие же, как и в 
системе (7.111): 50,2,10 21 === Mkk . На рис. 7.6 показана отработка ступенчатого за-
дающего воздействия в условиях указанных неопределенностей. Из-за наличия неучтенных 
возмущений задача наблюдения решается с некоторой погрешностью, что, тем не менее, по-
зволило обеспечить стабилизацию замкнутой системы примерно с той же точностью 

,05,01 ≈δ  как и при наличии полной информации о параметрах и компонентах вектора со-
стояний (см. рис.7.5).  
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Рис. 7.6. Отработка ступенчатого задающего воздействия в условиях неопределенностей 

(7.115), «__  _  __  _»  – задание )(1 tx d ; «____» – выходная переменная )(1 tx  
 
 

7.5.3. Обеспечение экспоненциальной сходимости 
 
Базовый алгоритм управления. 
 
Как было показано в предыдущих разделах данной главы, экспоненциальное схождение 

к заданным траекториям (7.104) можно обеспечить, если предполагать существование произ-
водных (в данном случае до третьего порядка включительно) задающего воздействия. Пред-
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положим, что )(),(),( 111 txtxtx ddd &&&&&&  – неизвестные, ограниченные по модулю функции време-
ни. Тогда система (7.102) может быть приведена к минифазному каноническому виду 
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        (7.116) 

 
с помощью неособых замен переменных ,111 dxxx −=  ,11122 dxxkxx &−+=  += 33 xx  

.)()(sin 11211122211 dd xxkkxkkxkkx &&& −+−++++  Выбор разрывного управления  
 

        )(sign 3xMu −=             (7.117) 
 
с амплитудой  
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приведет к возникновению за конечное время скользящего режима по поверхности ,03 =x  
порядок системы (7.116) понизится до второго: 

 
        ,, 2222111 xkxxxkx −=+−= &&            (7.118) 

 
и экспоненциальная устойчивость (7.104) обеспечивается в подсистеме (7.118) при любых 

.0,0 21 >> kk   
 
Наблюдатель преобразованных переменных. 
 
Для синтеза управления (7.117) получим оценки преобразованных переменных, прини-

мая за основу наблюдателя на скользящих режимах систему (7.116), которая является на-
блюдаемой относительно выхода 1x : 
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где iz , 3,1=i  – переменные состояния наблюдателя, 0, 21 →µµ  – постоянные времени, 

21 , ττ  – переменные высокочастотных фильтров первого порядка. С учетом (7.116), (7.119) 
уравнения относительно невязок 3,1, =−= izx iiiξ  примут вид 
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Задача стабилизации системы (7.120) решается за теоретически конечное время при со-
ответствующем выборе амплитуд разрывных корректирующих воздействий.  

В заключение главы кратко перечислим полученные результаты. 
 Предложен методологический подход к каскадному синтезу системы управления мани-
пуляционным роботом, функционирующим в условиях неопределенности и действия внеш-
них возмущений, с учетом динамики электроприводов постоянного тока. Для решения зада-
чи слежения за заданными траекториями предложена алгоритмическая двухуровневая де-
композиция с разделением исходной задачи синтеза управления на независимо решаемые 
подзадачи меньшей размерности: синтез управляющих воздействий в механической подсис-
теме; синтез управляющих воздействий в исполнительных устройствах с дальнейшим разде-
лением задач синтеза в каждой из этих подсистем на элементарные подзадачи.  
 Разработаны два типа каскадных процедур синтеза обратной связи (разделы 7.2–7.3):  
 – первая процедура, которая отличается простотой вычислительного обеспечения, осно-
вана на использовании допредельных свойств систем с большими коэффициентами и позво-
ляет  обеспечить:  движение манипулятора  в заданной окрестности желаемых траекторий; 
ε -инвариантность к возмущениям; допредельную декомпозицию процедуры синтеза. В дан-
ном случае обычные предположения о гладкости производных задающего и возмущающих 
воздействий не требуются;  
 – вторая процедура, требующая информационного обеспечения гораздо большего объе-
ма, основана на методе комбинированного управления и позволяет обеспечить экспоненци-
альную сходимость к заданным траекториям, компенсацию возмущений и полную двух-
уровневую декомпозицию процедуры синтеза. 

Разработаны каскадные процедуры синтеза наблюдателей состояний и возмущений по 
измерениям положений манипулятора и токов якоря электроприводов. 

Разработанные алгоритмы подтверждены результатами моделирования на ПК. 
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Глава 8. ЗАДАЧИ УПРАВЛЕНИЯ ДВИГАТЕЛЕМ ВНУТРЕННЕГО СГОРАНИЯ (ДВС) 
 
 В последнее время все более ужесточаются законодательные нормы на выбросы токсичных 
веществ двигателей внутреннего сгорания (ДВС) автомобилей и топливную экономичность. 
Улучшение токсических показателей может быть обеспечено путем повышения точности кон-
троля состава рабочей смеси, дальнейшим совершенствованием топливной аппаратуры и разра-
боткой эффективных алгоритмов управления. 
 Разработка и применение электронных исполнительных элементов на основе микропроцес-
сорной техники и математического описания работы ДВС пробудили большой интерес к про-
блеме управления ДВС специалистов в области управления. Более того, именно с работами по 
совершенствованию алгоритмов управления в настоящее время связаны уже достигнутые ре-
зультаты по разработке транспортных средств с повышенными характеристиками по экономич-
ности, токсичным выбросам, безопасности движения и их дальнейшему совершенствованию. 
Системы управления двигателем автомобиля постоянно совершенствуются и усложняются в 
связи с необходимостью более точной регулировки токсичности выхлопных газов и в то же 
время для соблюдения требований по экономии топлива без ухудшения управляемости и мощ-
ностных показателей двигателя [25].  
 Факторы, влияющие на экологические, экономические и энергетические показатели авто-
мобильного двигателя с искровым зажиганием многочисленны и разнообразны. Сложность оп-
тимизации рабочего цикла заключается в том, что различные факторы действуют различно, и 
оптимальное влияние одного не совпадает с оптимальным действием другого, а иногда их дей-
ствие противоположно. В количественном отношении влияние этих факторов будет зависеть от 
конструкции, условий эксплуатации, включая стиль вождения, технического состояния автомо-
биля и двигателя, и т.д. Автомобильные двигатели, особенно в условиях городского цикла, ра-
ботают в основном на нестационарных режимах. Проблема управления циклами осложняется 
тем, что на объективные факторы налагаются субъективные факторы в сложной многоплановой 
системе двигатель–автомобиль–среда–водитель. 
 Современные масштабы выпуска ДВС и их использование привели к тому, что их воздей-
ствие на окружающую среду значительно усилилось. Размеры выбросов токсичных веществ 
могут существенно менять концентрации химических веществ, входящих в состав воздуха, во-
ды, почв, которые становятся опасными для жизни человека. Значительное влияние на токсич-
ность отработавших газов (ОГ) оказывает состав горючей смеси. Проблема экологического со-
вершенства ДВС сводится в основном к поиску способов снижения содержания токсичных ве-
ществ в ОГ. К ним относятся: повышение качества изготовления двигателей; совершенствова-
ние систем питания и зажигания; отказ от применения бензинов с содержанием тетраэтилсвин-
ца, переход на газообразные топлива; рециркуляция отработавших газов и, наконец, нейтрали-
зация ОГ – радикальный способ уменьшения токсичности. 
 Каталитический нейтрализатор отработавших газов, применяемый для нейтрализации трех 
компонентов ( XNOCH,CO, ) называется трехкомпонентным или бифункциональным, его эф-
фективность в значительной степени зависит от состава смеси, на которой работает двигатель. 
Существует очень узкий диапазон составов смеси вблизи ,1=α  когда наблюдается высокая сте-
пень преобразования одновременно всех трех основных компонентов, т.е. когда кислорода, ос-
вобождающегося при восстановлении ,NO X  достаточно для окисления CO  и CH.  Кислород-
ный датчик ( λ -зонд или датчик состава выхлопных газов) подает сигнал, изменяющийся почти 
ступенчато в зоне .1=α  Для поддержания состава смеси воздух/топливо в узком диапазоне по 
критерию стехиометрии требуется совершенствовать системы управления топливоподачей. 
 В данной главе разработаны алгоритмы управления подачей топлива в ДВС с обратной свя-
зью по релейному λ -зонду. Существенно, что модель топливоподачи ДВС включает в себя 
транспортное запаздывание, связанное с переносом отработанных газов к месту положения 
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датчика состава выхлопных газов.  
Глава состоит из трех разделов. Раздел 8.1. носит теоретический характер. В нем предложе-

ны различные способы информационного обеспечения и решения задачи стабилизации при ре-
лейных измерениях. Дается краткий обзор известных методов синтеза систем с запаздыванием 
и предлагаются на инженерном уровне методы решения таких задач при релейных измерениях. 
На основе результатов раздела 8.1 в разделе 8.2 разработаны каскадные алгоритмы синтеза сис-
темы управления топливоподачей ДВС с обратной связью по λ -зонду. Приведены результаты 
моделирования различных схем компенсации запаздывания применительно к системе топливо-
подачи ДВС. В разделе 8.3 предложен каскадный синтез наблюдателя переменных воздушного 
тракта ДВС по показаниям датчика давления во впускном трубопроводе.  

 
 

8.1. Каскадный синтез систем управления при релейных измерениях  
 
 

8.1.1. Постановка задач 
 
Часто в системах автоматического управления измерительные устройства имеют на выходе 

дискретный сигнал. Наличие дискретных измерений объясняется недостаточными знаниями о 
физической природе объектов управления. В частности, в экспертных системах и в алгоритмах 
управления системами с нечеткой логикой (fuzzy logic) обычно оперируют понятиями типа 
«лучше»–«хуже», «да»–«нет», которые имеют ключевую природу. При этом качество синтези-
руемых регуляторов в таких системах напрямую связано с количеством описания соответствий 
вход–выход. К классу систем с дискретными выходными воздействиями можно также отнести 
широкий класс задач управления, если учесть, что технически невозможно реализовать непре-
рывные сигналы из-за конечной разрешающей способностью датчиков и генераторов сигналов. 
В частности, это замечание относится к синтезу систем управления на основе ЭВМ в силу кван-
тования сигналов в таких системах по уровню, если рассматривать поведение системы в малой 
окрестности дискретного перехода выходного сигнала [27]. 

К частному случаю дискретных измерений относятся также релейные датчики. Широкое 
использование релейных датчиков с двухуровневыми сигналами типа «больше»–«меньше» [49] 
объясняется, с одной стороны, простотой их реализации, надежностью и меньшей стоимостью 
по сравнению с непрерывными измерительными устройствами. В то же время измерения по-
средством релейных датчиков вызывают ряд трудностей при синтезе алгоритмов управления. В 
частности, определение выходной величины только по знаку не позволяет непосредственно 
использовать методы адаптации и идентификации на основе теории асимптотических наблюда-
телей состояний и динамических компенсаторов. Естественно, возникает вопрос: можно ли на 
основании конечного числа дискретных измерений получить полную информацию о непрерыв-
ном векторе состояний объекта управления, необходимую для эффективного решения задач 
управления, в частности, задачи стабилизации?  

В данном разделе предлагаются следующие пути решения:  
 – выделение класса линейных систем, для которых можно свести задачу к стандартной по-
становке, восстановив непрерывные значения выходных переменных по релейным измерениям. 
Тогда задача оценивания переменных состояния системы решается с помощью наблюдателя 
состояния, по переменным которого синтезируется стабилизирующая обратная связь. Для вос-
становления непрерывных значений измеряемых переменных в параграфе 8.1.2 предложен ап-
паратный способ, подразумевающий доработку объекта управления; 
 – в параграфе 8.1.3 разработаны рекуррентные алгоритмы восстановления начальных усло-
вий по релейным измерениям, которые применяются к разомкнутой системе;  
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 – в параграфе 8.1.4 выделятся класс линейных систем, для которых возможно решение за-
дачи стабилизации при непосредственном замыкании обратной связи по релейным измерения-
ми; 
 – в параграфе 8.1.5 предложено решение задачи стабилизации линейных систем с релейны-
ми измерениями при наличии запаздывания с созданием эффекта вибролинеаризации релейных 
элементов.  

 
 

8.1.2. Аппаратный способ 
 

Рассмотрим линейную динамическую систему управления с релейными измерениями вида 
 

    ,sign,, 111 yyDxyBuAxx d ==+=&        (8.1) 
 

где m
d

pn RyyRuRx ∈∈∈ 11 ,;;  – векторы состояния, управляющих воздействий и выходных 
переменных, соответственно. Без ограничения общности предполагается, что 

.rankdim 1 mDy ==  В качестве измерений принимаются двухуровневые сигналы релейных дат-
чиков .1dy  Ставится задача стабилизации системы (8.1) в предположениях об управляемости 
пары матриц },{ BA  и наблюдаемости пары }.,{ AD   

В данном разделе обсуждаются возможности восстановления непрерывных значений ком-
понент вектора состояния линейной системы при релейных измерениях выходных переменных 
(8.1), которые можно рассматривать как рекомендации по доработке объектов управления.  

Используя идею работы [38], приведем аппаратный способ восстановления непрерывного 
выходного сигнала по его релейным измерениям, который заключается в доработке системы 
управления и аппаратном введении в контур обратной связи дополнительной динамической 
подсистемы вида 

 
              ,),(sign 1111

mRzzyMz ∈−=&        (8.2) 
 
выход которой с отрицательным знаком подается на сумматор, устанавливаемый перед разрыв-
ным элементом дискретного датчика. С учетом (8.1)–(8.2) уравнение относительно невязок 

,111 zy −=ε  mR∈1ε  примет вид 
 

.signsign 1111 εεε MDBuDAxMy −+=−= &&       (8.3) 
 
Тогда при достаточно большой амплитуде DBuDAxyM +=> 1&  в системе (8.3) за конечное 
время возникнет скользящее движение по плоскости ,01 =ε  и переменная )()( 11 tytz =  даст 
оценку непрерывных значений вектора выходных переменных системы (8.1). Таким образом, 
при подсоединении системы (8.2) задачу наблюдения компонент вектора состояния системы 
(8.1) можно свести к стандартной постановке, а именно: в контур обратной связи ввести наблю-
датель состояния  

 
  ),( 1 zyzLBuAzz −++=&         (8.4) 

 
где m

zz RyDzy ∈= , , nRz ∈  – вектор состояния наблюдателя, по которому формируется об-
ратная связь ).(zUu =  Вектор состояния наблюдателя асимптотически сходится к вектору со-
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стояния системы (8.1), .lim xz
t

=
∞→

 Темпы сходимости определяются выбором L  – матрицы при 

корректирующих воздействиях,  
На рис. 8.1 представлена блок-схема приведенного выше алгоритма. Заметим, что описан-

ная схема является дифференциатором выходного сигнала, реализованным на скользящих ре-
жимах с достаточно большой амплитудой разрывных сигналов .M  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Рис. 8.1. Схема аппаратной доработки 
 

Известно, что с ростом амплитуды увеличиваются высокочастотные автоколебания (чатте-
ринг) при движении изображающей точки по плоскости скольжения. В частности, по этой при-
чине непосредственного дифференцирования стараются избегать на практике. Решить пробле-
му чаттеринга можно в принципе несколькими способами. Первый состоит в увеличении часто-
ты переключений разрывных сигналов. Этот путь в данном случае алгоритмически не разре-
шим, поскольку частота переключений определяется характеристиками реальных релейных 
датчиков. Второй способ состоит в уменьшении амплитуды разрывов. В данном случае теоре-
тически удается добиться использования сколь угодно малых амплитуд разрывных сигналов. И, 
наконец, третий способ состоит в фильтрации сигналов 1z  с помощью высокочастотного 
фильтра – путь, который используется в данной работе при синтезе наблюдателя с разрывными 
корректирующими воздействиями. Несмотря на то, что в данной работе стохастическая поста-
новка не рассматривается, отметим, что наблюдатель (8.4) имеет структуру фильтра Калмана и, 
вообще говоря, речь в принципе может идти об оптимальной фильтрации. 

Вторая проблема возникает при решении задачи синтеза наблюдателя (8.4) (выбор коэффи-
циентов матрицы ,L  nnL ×=dim ), размерность которой совпадает с размерностью исходной 
системы, что приводит к известным вычислительным трудностям в многомерном случае. Пока-
жем, как описанная схема аппаратной доработки системы управления может быть использована 
для построения каскадного наблюдателя состояния, позволяющего декомпозировать задачу 
синтеза наблюдателя высокой размерности на независимо решаемые подзадачи меньшей раз-
мерности. 

Сначала рассмотрим частный случай, когда показатель наблюдаемости системы (8.1) 2=υ , 
вектор индексов наблюдаемости ),,( mnm −  где ,mnm −≥  что позволяет представить систему 
(8.1) в блочно-наблюдаемой форме, состоящей из двух блоков: 

   ,, 2222121212121111 uByAyAyuByAyAy ++=++= &&       (8.5) 

)(zUu =  

z  
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)(−  zy  

Наблюдатель 
состояния 

L  

D  

Регулятор 
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где ,1

mRy ∈  .dimrank 212 mnyA −==  На основе представления системы (8.1) в виде (8.5) по-
строим блочный наблюдатель: 

 
       ,, 1222221212112121111 vLuBzAzAzvuBzAzAz +++=+++= &&      (8.6) 

 
где mmnm RvRzRz ∈∈∈ −

121 ,,  – корректирующее воздействие наблюдателя. С учетом (8.5)–
(8.6) запишем систему уравнений относительно невязок zy −=ε  в предположении, что каналы 
действия управления u  на объект известны: 

 
    ., 12222121212121111 vLAAvAA −+=−+= εεεεεε &&       (8.7) 

 
Подача на систему (8.7) разрывного корректирующего воздействия 111 signεMv =  приведет к 
возникновению за конечное время 1t  скользящего режима по поверхности 111 0 zy =⇒=ε , по-
рядок системы искусственным образом понижается, и в скользящем режиме (согласно методу 
эквивалентного управления ( 212eq11 0 εε Av =⇒=& )), поведение замкнутой системы описывается 
уравнением медленных движений: eq122222 vLA −= εε&  или  

 
     .)( 2122222 εε ALA −=&         (8.8) 

 
В системе (8.8) при соответствующем выборе матрицы 2L  обеспечивается асимптотическая 
стабилизация переменных ⇒=

∞→
0lim 2ε

t
.lim 22 yz

t
=

∞→
 По переменным наблюдателя (8.6) 21 , zz  в 

системе (8.1) формируется стабилизирующая обратная связь.  
В отличие от наблюдателя (8.4), в предложенном алгоритме задача синтеза корректирую-

щих воздействий наблюдателя состояния (8.6) декомпозируется на две независимо решаемых 
подзадачи:  

1) выбор амплитуды разрывных управлений на основе неравенства 
⇒< 011 εε &T

2121111 εε AAM +> . Существенно, что на данном этапе допускается отсутствие точ-
ной информации о коэффициентах матриц ., 1211 AA  При наличии точной информации о коэф-
фициентах матрицы B  возможно уменьшение амплитуды разрывных управлений MM <1  по 
сравнению с системой (8.3);  

2) выбор матрицы ,2L  ),()(dim 2 mnmnL −×−=  связанный с решением задачи назначения 
собственных чисел в системе (8.8). Существенно, что размерности данной задачи (требуется 
назначить )( mn −  собственных чисел) меньше, чем в первом способе, где посредством выбора 
коэффициентов матрицы nnL ×=dim  требуется назначить n  собственных чисел. На данном 
этапе требуется информация о коэффициентах матриц ., 1222 AA  

Особенностью описанного алгоритма для частного случая, когда показатель наблюдаемо-
сти 2=υ  (см. раздел 2.2) является отсутствие дополнительных фильтров для непосредственно-
го получения значений .eq1v  В то же время установка таких фильтров позволит упростить зада-
чу синтеза во втором блоке системы (8.6) и, кроме того, появится возможность минимизации 
значения амплитуды 1M  в реальном времени. Рассмотрим такой алгоритм для общего случая, 
когда модель объекта управления (8.1) приводится к блочно-наблюдаемой форме, состоящей из 
υ  блоков,  
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;1,1,
1

11,∑
=

++ −=+=
i

j
iiijiji iyAyAy υ&  ,

1
∑

=

=
υ

υ
j

jij yAy&  

 

где ,,rankdim
1

11,1 ∑
=

+++ ===
υ

i
iiiii nmmAy  im  – индексы наблюдаемости, 2≥υ  – показатель на-

блюдаемости. Построим соответствующий блочный наблюдатель состояния  
 

∑
=

++ ++=
i

j
iiiijiji vzAzAz

1
11, ,&  ,,1 υ=i  

 
где ,01, =+υiA  ,dimdimdim iiii mvyz ===  с разрывными корректирующими воздействиями 

,sign 111 εMv =  )(sign eq)1(,1 −
+
−= iiiii vAMv , .,2 υ=i  В системе, записанной в невязках ,iii zy −=ε  

,im
i R∈ε  ,,1,

1
11,∑

=
++ =−+=

i

j
iiiijiji ivAA υεεε&  решается задача стабилизации за теоретически 

конечное время, при 11, ++> iiii AM ε  в каждом блоке последовательно обеспечиваются соотно-

шения ,0=iε  11,eq0 ++=⇒= iiiii Av εε&  (см. параграф 2.3.2). Значения эквивалентных управлений 

получают с выхода фильтров первого порядка ,iiii v+−= ττµ &  ,0 eqiii v→⇒→ τµ  ,,1 υ=i  что 
позволяет минимизировать амплитуды разрывных корректирующих воздействий в скользящем 
режиме: ,eq iii vM α+=  ,,1 υ=i  где iα  – постоянные положительные, сколь угодно малые ве-
личины. 

Предложенные аппаратные схемы решения задачи оценивания непрерывных значений вы-
ходных переменных 1y  подразумевают доработку объекта управления, что не всегда реализуе-
мо на практике. Покажем, что аналогичные результаты можно получить в системе с использо-
ванием метода расширения пространства состояния при дополнительных непрерывных измере-
ниях. 

Пример 8.1. Рассмотрим задачу стабилизации динамической системы второго порядка, со-
стоящую из двух последовательно соединенных интеграторов 

 
       ),()(),()( 221 tutxtxtx == &&         (8.9) 
 

в предположении, что измеряется только знак первой переменной )(sign 11 txy d =  и непрерыв-
ный сигнал ).(22 txy =  Традиционные способы синтеза посредством наблюдателя состояний 
для такой системы неприемлемы, поскольку система (8.9) не наблюдаема относительно непре-
рывных измерений .2y  Для системы (8.9) введем неособую замену переменных в виде 

),()()( 22 tztxtx −=  где уравнением 
 

     )(sign)()( 11 txMtztz −−=&µ      (8.10) 
 
описывается динамический компенсатор (фильтp первого порядка). За счет уравнения (8.10) 
общий порядок системы управления увеличивается. При 0→µ  система (8.10) становится син-
гулярно возмущенной [5], быстрые движения которой устойчивы, а из уравнения медленных 
движений для любого конечного интервала времени ],[ 00 Tttt +∈  следует, что 
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      ),,()()(sign)( 2111 tOzOtxMtz µτ ++−=      (8.11) 
 

где .,0)(lim,0),(lim 120
µτµ

τµ
===

∞→→
ttzOtO  С практической точки зрения такая замена, так же, 

как и в аппаратном способе, подразумевает фильтрацию релейного сигнала с малой постоянной 
времени .µ  В новых переменных ),,( 21 xzx  система (8.9) примет вид 

 
             ),()()( 21 txtztx +=&       (8.12) 

  ).(/)](sign)([)( 112 tutxMtztx +−−= µ&      (8.13) 
 

Сформировав управление в виде ,/)sign( 2211 xkxMzu −+= µ  получим замкнутую систему (8.13) 
),()( 222 txktx −=&  в которой при 02 >k  обеспечивается стабилизация переменной 

0lim 2 =
∞→

x
t

)()(2 tztx →⇒  с желаемыми темпами. Тогда с учетом (8.11) уравнение (8.12) прини-

мает вид 
 

      ).,()()(sign)( 21111 tOzOtxMtx µτ ++−=&      (8.14) 
 

При выполнении условия существования скользящего режима ),()( 211 tOzOM µτ +>  в системе 
(8.14) возникает скользящий режим по поверхности ,01 =x  и стабилизация релейно измеряемой 
переменной 1x  обеспечивается за конечное время.  

В случае, когда аппаратный способ нельзя реализовать и/или возможность дополнительных 
непрерывных измерений отсутствует, попытаемся решить эту задачу, используя только релей-
ный выход системы (8.1). Вообще говоря, задачу наблюдения можно трактовать как задачу вос-
становления начальных условий в системе (8.1) и именно такая трактовка задачи наблюдения 
рассматривается в следующем параграфе. 

 
 

8.1.3. Восстановление начальных условий по релейным измерениям 
 
Рассмотрим тривиальный частный случай линейных динамических объектов с устойчивы-

ми собственными движениями, т.е. в системе (8.1) спектр матрицы A  целиком расположен в 
левой полуплоскости комплексной плоскости. Тогда решение задачи стабилизации не требует 
никаких измерений, если в замкнутый контур ввести модель объекта управления вида 

 
 .BuAzz +=&        (8.15) 

 
Вектор состояний модели объекта управления nRz ∈  (при произвольных начальных условиях) 
служит оценкой вектора состояний объекта управления, так как уравнение в невязках 

,, zxA −== εεε&  0lim =
∞→t
ε  является устойчивым. Стабилизирующая обратная связь )(zUu =  

формируется из непрерывных компонент модели объекта управления (8.15), которые известны 
и асимптотически сходятся к компонентам вектора состояний объекта, .lim xz

t
=

∞→
 Практическое 

использование такого подхода к оценке вектора состояний ограничено невозможностью повли-
ять на темпы сходимости невязок. Заметим, что если бы мы располагали информацией о на-
чальных условиях системы (8.1), то установка таких же начальных условий в модель (8.15) по-
зволила бы непосредственно получить значения непрерывных компонент вектора состояния в 



 

 173 

реальном времени ,xz =  в том числе и при неустойчивых собственных движениях системы 
(8.1).  

С учетом вышесказанного для системы (8.1) ставится задача аналитического определения 
начальных условий по релейным измерениям. Предлагаемые ниже подходы к синтезу систем 
управления с релейными измерениями могут быть использованы для объектов, оператор кото-
рых точно известен.  

Сначала рассмотрим частный случай, когда выход системы (8.1) скалярный: ,,1 1 dxym ==  
)....,,( 1 nddd =  

Теорема 8.1. Пусть в линейной динамической n -мерной системе вида (8.1) со скалярным 
выходом dxy =1  оператор объекта управления известен и пара },{ Ad  – наблюдаема. Тогда 
для определения вектора начальных условий ))0(...,),0(),0((col 21 nxxx  необходимо и доста-
точно зафиксировать n  переключений релейного датчика .sign 11 yy d =  

Доказательство теоремы 8.1. Применительно к системе (8.1) со скалярным выходом вве-
дем неособое преобразование координат ,~xGx =  где матрица )...,,( 1 nggG =  состоит из столб-

цов ,0≠jg  ,n
j Rg ∈  ,,1 nj =  которые являются собственными векторами матрицы A  и удов-

летворяют условию  
 

    .gAg λ=        (8.16) 
 
В выражении (8.16) число λ  – собственное значение матрицы ,A  отвечающее собственно-

му вектору g  и являющееся корнем характеристического уравнения .0)det( =− IA λ  Будем 
предполагать, что все собственные значения nλλλ ...,,, 21  матрицы A  действительны и раз-
личны. В этом случае собственные векторы nggg ...,,, 21  линейно независимы, следовательно, 

0det ≠G  и обратная матрица 1−G  существует, поэтому векторы nRXx ⊂∈  и nRXx ⊂∈ ~~  свя-
заны однозначной зависимостью, в частности ).0(~)0( xGx =  Таким образом, задачи о наблюдае-
мости в пространствах X  и X~  эквивалентны. В пространстве новых переменных xGx 1~ −=  
поведение системы (8.1) описывается уравнением BuGxAGGx 11 ~~ −− +=&  или с учетом равенства 
(8.16) ΛGAG = :  

 
         ,~~ 1BuGxx −+= Λ&       (8.17) 

 

где 















== −

n

AGG
λ

λ
Λ

0
...

01
1  или ,~~ ubxx giiii += λ&  ,,1 ni =  gib  – i -ая строка матрицы .1BG −  Тогда 

решение системы (8.1) относительно скалярного выхода можно представить в виде 
,~~

1 xqxdGdxy ===  где ,dGq =  ),...,,( 1 nqqq =  ii dgq =  или  
 

              ,))()0(~()(
1

1 ∑
=

+=
n

i
i

t
ii texqty i ψλ      (8.18) 

 

где ∫ −=
t

gi
t

i dubet i

0

)( )()( ξξψ ξλ  – вынужденные составляющие. Введем в контур обратной связи 

наблюдатель состояния, модель которого аналогична преобразованной системе (8.17)  
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               ,1BuGzz −+= Λ&       (8.19) 
 
с вектором состояния ,nRz ∈  произвольными начальными условиями ))0(...,),0((col)0( 1 nzzz =  
и выходом 

 

             .))()0(()(
1

1 ∑
=

+=
n

i
i

t
iiz tezqty i ψλ      (8.20) 

 
С учетом (8.18), (8.20) уравнение выходных переменных, записанное относительно невязок 

),()(~)( tztxt −=ε  ,nR∈ε  принимает вид  
 

              ),()()0( 11
1

tytyeq z

n

i

t
ii

i −=∑
=

λε      (8.21) 

 
где ),0()0(~)0( zx −=ε  )),0(...,),0((col)0( 1 nεεε =  )).0(~...,),0(~(col)0(~

1 nxxx =  
Покажем, что наблюдаемость пары },{ Ad  эквивалентна выполнению в системе (8.21) ус-

ловия ,0≠∀ iq  .,1 ni =  С учетом равенств 1−= qGd  и 11 −− = GAG ii Λ  запишем условия наблю-
даемости Калмана (1.2) в виде 
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где 
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λλλ

λλλ
 – определитель Вандермонда, =Ndet  

.detdetdet 1−= GVQ  Поскольку 0det ≠V  [3], ,0det 1 ≠−G  постольку для выполнения условия 
наблюдаемости 0det ≠N  требуется выполнение условия ,0...det 21 ≠= nqqqQ  т.е. ,0≠∀ iq  

.,1 ni =  В противном случае система является ненаблюдаемой, т.е. если хотя бы одно 0=iq , то 

соответствующая экспонента tieλ  в наблюдении отсутствует, и координату восстановить невоз-
можно. С геометрической точки зрения факт отсутствия наблюдаемости означает, что вектор d  
и один из собственных векторов матрицы A  ортогональны, .00 =⇔= ii dgq   

С физической точки зрения в системе (8.1) имеется только информация о моментах време-
ни переключения релейного датчика, т.е. пересечения выходными переменными нуля. Тогда в 
моменты времени njt j ,1, =  выходы ,0)(1 =jty  )(1 jz ty  – известные величины. Зафиксировав 
n  переключений, можно записать систему из n  алгебраических неоднородных уравнений с n  
неизвестными начальными условиями :)0(ε  

 
 ,)0( 1zq Y−=εΛ        (8.22) 
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где )),(...,),((col 1111 nzzz tytyY =  
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Так как ,0≠∀ iq  собственные числа iλ  и моменты времени jt  различны, то матрица 

nnq ×=Λdim  состоит из линейно независимых рядов, ,rank nq =Λ  ,0det ≠qΛ  и обратная мат-

рица 1−
qΛ  существует. Следовательно, система (8.22) имеет единственное решение 

,)0( 1
1

zq Y−−= Λε  откуда однозначно определяются начальные условия преобразованной системы 
(8.17): )0()0()0(~ zx += ε . Необходимость n  переключений следует из того факта, что при 
меньшем числе переключений nk <  ;rank nkq <=Λ  система (8.22) не определена, т.е. имеет 
бесчисленное множество решений. Достаточность следует из того факта, что при большем чис-
ле переключений ( nk > ) ,dim nkq ×=Λ  .rank nq =Λ  Теорема доказана.  

Пример 8.2. Рассмотрим систему дифференциальных уравнений второго порядка  
 

           иxxxxxx ++=+= 212211 22,3 &&      (8.23) 
 
со скалярным выходом ,2 211 xxy −=  )1,2( −=d  и релейным измерением .sign 11 yy d =  Из ха-
рактеристического уравнения системы (8.23) 
 

0
22

13
)det( =

−
−

=−
λ

λ
λIA 0452 =+−⇔ λλ  

 
находим собственные числа ,41 =λ  ,12 =λ  при последовательной подстановке которых в вы-
ражение (8.16) находим собственные векторы ),11(col1 =g  ).21(col2 −=g  Из выражения 

ii dgq =  находим ,11 =q  .42 =q  Заметим, что система (8.23) наблюдаема относительно выход-
ных переменных. Запишем систему (8.22) из двух алгебраических неоднородных уравнений с 
двумя неизвестными начальными условиями )0(ε  
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решение которой имеет вид 
 









⋅











−

−

−
−=








++ )(

)(44
)(4

1
)0(
)0(

2

1
4444

2

1

12

12

2121 ty
ty

ee

ee
ee z

z
tt

tt

ttttε
ε

. 

 
Продолжим решение поставленной задачи. Полученные с помощью выражения (8.22) на-
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чальные условия подставляем в уравнения  
 

     nitexx i
t

ii
i ,1),()0(~~ =+= ψλ      (8.24) 

 
(которые назовем упредителем состояния), что позволяет рассчитать текущее состояния объек-
та управления на момент времени ,pn ttt +=  где pt  – время выполнения вычислений. Подста-
новка полученных значений )(~

pn ttx +  в модель (8.19) позволяет получить непрерывные значе-
ния вектора состояния ),()(~)( tGztxGtx ==  которые служат для формирования стабилизирую-
щих управляющих воздействий ),(GzUu =  начиная с момента времени .pnu ttt +≥  Структур-
ная схема данного алгоритма представлена на рис. 8.2.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
 

Рис. 8.2. Структурная схема замкнутой системы с упредителем состояния 
 

Замечание 8.1. Чтобы избежать накопления ошибки вычисления, описанный алгоритм це-
лесообразно повторять при каждом новом переключении релейного датчика на интервалах 

...],,[...,],,[],,[ 2211 knknn tttttt +++  в моменты ,knt +  если ,0)()( )11 =≠ ++ knknz tyty  определяя 
состояние объекта на момент )(~

ktx  и переустанавливая текущее состояние наблюдателя 
)(~)( pknpkn ttxttz +=+ ++  (8.24), (8.19).  

Другая ситуация складывается при векторных измерениях, когда в системе (8.1) ,1 Dxy =  

,rankdim 1 mDy ==  ,1 nm <<  ,sign 11 yy d =  где ,))()0(~()(
1

1 ∑
=

+=
n

i
i

t
ikik texqty i ψλ  ,,1 mk =  

,ikki gdq =  kd  – k -я строка матрицы .D  Здесь по аналогии со скалярным случаем система на-
блюдаема, если матрица DG  не содержит нулевых столбцов.  

В случае векторных измерений m  релейных датчиков переключаются в произвольном по-
рядке, и после n  произвольных переключений ( ,0)( 11 =ty α  ,0)( 21 =ty β  …, 0)(1 =nty γ ) в систе-
ме уравнений (8.22) матрица qΛ  ( nnq ×=Λdim ) принимает вид 

 
 
 

x  

)0()0()0(~ zx += ε  

1zy  )( utz  

1y  

)(GzUu =  

)(~)( pnpn ttxttz +=+  

ntt ...,,1  

Объект управления 

1signy   

Регулятор 

Таймер 
переключений 

d  BuAxx +=&  

1
1 ~)0( zq Y−−= Λε  

Упредитель 
состояния 

(8.24) 

BuGzz 1−+= Λ&  

q  
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В частном случае, когда матрица DG  не содержит нулевых элементов, порядок переключе-

ния не важен, поскольку при γβα ...,,,∀  ,rank nq =Λ  и система (8.22) имеет единственное ре-
шение. В противном случае, если после n  переключений ,rank nq <Λ  то следует фиксировать 
следующие переключения до момента времени ,

1 nk tt >  пока не наберется базисной минор мат-
рицы qΛ  ( nkq ×= 1dim Λ ) размерности nn × . Таким образом, только в момент времени 

1kt  на-
чальные условия системы (8.22) определяются однозначно и, начиная с момента времени 

pku ttt +≥
1

 определяются непрерывные значения компонент вектора состояний (8.24), (8.19), 
из которых формируется стабилизирующая обратная связь.  

В заключение раздела заметим, что описанные алгоритмы решения задачи оценивания век-
тора состояния, которые применяется к разомкнутой системе, могут оказаться неприемлемыми 
на практике из-за непредсказуемо большого времени оценивания, в частности, необходимое 
число переключений выходных сигналов вообще может не произойти. Интуитивно ясно, что 
удовлетворительное решение задачи оценивания и синтеза обратной связи в задаче управления 
может быть найдено при совместном рассмотрении обеих задач. Более конкретно, требуется 
организовать с самого начала обратную связь так, чтобы она включала в себя вибролинеари-
зующий высокочастотный сигнал, обеспечивающий высокую частоту переключений релейных 
выходных переменных. При этом, с одной стороны, амплитуда этих высокочастотных сигналов 
должна быть достаточно большой, чтобы получить непрерывную оценку значений выходных 
переменных, а, с другой стороны, в установившемся режиме амплитуда вибролинеаризующего 
сигнала должна быть достаточно малой исходя из требования, например, стабилизации выход-
ных переменных. Такие возможности открываются в системах с разрывными управлениями с 
изменяемой амплитудой, в которых частота переключений в скользящем режиме стремится к 
бесконечности. В следующем параграфе выделяется класс линейных систем, для которых име-
ется возможность непосредственного решения задачи стабилизации выходных переменных по 
релейным значениям с помощью обратной связи по выходу. 

 
 

8.1.4. Непосредственное замыкание обратной связи по релейным измерениям 
 
В данном параграфе предложен новый подход, заключающийся в совместном решении за-

дач наблюдения и стабилизации систем с релейными измерениями. Выделен класс систем, для 
которых непосредственное замыкание релейной обратной связи по выходным переменным 
приводит к возникновению в замкнутых системах скользящих режимов и, как следствие, реша-
ется задача стабилизации всех или некоторых выходных переменных. Получены ранговые ус-
ловия решения данной задачи, которые могут служить рекомендациями при конструировании 
технических систем.  

Пусть в системе (8.1) ,rank 1mD =  ,rank pB =  ,rank 1pDB =  <0 .11 mp ≤  С помощью неосо-
бой замены переменных ),,(col 0xyx →  где 1pRy ∈  (если ,11 mp =  то ,1yy =  если ,11 mp <  то 

),,(col 21 yyy =  y  – укороченный вектор выходных переменных и часть измерений 11
2

pmRy −∈  
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для данного алгоритма является избыточной), 1
0

pnRx −∈  систему (8.1) можно представить в 
виде двух подсистем:  

 
 ,, 00010100001001011101011 uBuBxAyAxuBuBxAyAy +++=+++= &&    (8.25) 

 
где .,0det,),,(col),(sign 11

011101
ppp

d RuBRuuuuyy −∈≠∈==  Введем неособую замену 

переменных ,1010111 vuBuB +−=  ,1pRv ∈  с учетом которой система (8.25) принимает вид 
 

          ,101011 vxAyAy ++=&       (8.26) 

      .)( 010
1

1101001
1

1101000010 uBBBBvBBxAyAx −− −+++=&     (8.27) 
 

Сформируем в блоке (8.26) управление в виде разрывных функций  
 

     dMyyMv −=−= sign1       (8.28) 
 
с амплитудой ,01011 xAyAM +>  что приводит к возникновению скользящего режима по мно-
гообразию .0=y  Таким образом, за конечное время решается задача стабилизации выходных 
переменных (или их части) .y  Поведение системы (8.26) в скользящем режиме в соответствии с 
методом эквивалентного управления описывается уравнениями 

 
      ,010eq1 xAv −=       (8.29) 

          .)()( 010
1

1101000
1

10
1

1101000 uBBBBxABBAx −−− −+−=&     (8.30) 
 

В частном случае, если исходная система (8.1) наблюдаема относительно укороченного вы-
хода y  и показатель наблюдаемости ,2=υ  то .dimrank 1010 pnxA −==  Тогда выражение (8.29) 
служит непосредственной оценкой неизмеряемых переменных  

 
      ,eq1100 vAx +−=       (8.31) 

 
по которой желаемым образом можно сформировать стабилизирующую обратную связь в блоке 
(8.28): )( eq100 vUu =  (если переменные блока (8.28) управляемы относительно укороченного 
вектора управления 0u ). В другом частном случае pp =1  в блоке (8.30) управление отсутствует 

и .)( 010
1

1101000 xABBAx −−=&  Тогда техническими требованиями решения задачи является стаби-

лизируемость переменных ,0x  т.е. спектр матрицы 10
1

110100 ABBA −−  должен находится в левой 
полуплоскости комплексной плоскости, но темпы сходимости 0lim 0 =

∞→t
x  не могут быть выбра-

ны произвольным образом. 
В общем случае ( 2>υ  и pp <1 ) для стабилизации системы (8.26)–(8.27) при непосредст-

венном замыкании обратной связи по релейным измерениям (8.28) требуется выполнение сле-
дующих условий: 1) наблюдаемость пары },{ 0010 AA  (при 11 mp =  это следует из наблюдаемо-

сти пары },{ AD ); 2) управляемость пары )}.(),{( 10
1

110100
1

10
1

110100 BBBBABBA −−− −−  При выпол-
нении данных требований задача сводится к стандартной постанове и заключается в построе-
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нии наблюдателя состояния укороченной системы (8.30) с вектором состояния 1
0

pnRz −∈  (на-
пример, по блочному принципу) с фиктивным выходом (8.31), по переменным которого форми-
руется стабилизирующая обратная связь в блоке (8.30) ).( 000 zUu =  

В реальных системах скользящий режим будет не идеальным (в силу наличия динамиче-
ских неидеальностей в операторе объекта управлений и технических ограничений на частоту 
переключений релейных элементов), а частота переключений релейных элементов ограничен-
ной, что приводит к автоколебаниям выходных сигналов в установившемся режиме. В этом 
случае следует использовать переменные амплитуды в разрывных управлениях 

,sign)( eq11 yvMv −=  .0)(0 eq10 →⇒→ vMx  
Таким образом, выделен класс линейных систем с релейными измерениями, для которого 

удается решить задачу стабилизации при непосредственном замыкании обратной связи по ре-
лейным измерениям. Физическая интерпретация в терминах системы (8.26)–(8.27) состоит в 
том, что приведенный алгоритм управления может быть применен к системам, в которых все 
или часть компонент вектора выходных переменных отделены одним интегрирующим звеном 
от соответствующих компонент вектора управления 1v  (см. рис. 8.3).  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 
Рис. 8.3. Структурная схема замкнутой системы (8.26)–(8.27) с наблюдателем состояния 

 
 

8.1.5. Стабилизация линейных систем с релейными измерениями  
при наличии запаздывания 

 
 Использование скользящих режимов при синтезе систем с релейными измерениями являет-
ся реализацией широко известного в теории управления метода вибролинеаризации релейных 
элементов [6, 47], идея которого состоит в следующем. Если на входной сигнал релейного эле-
мента наложить высокочастотный сигнал небольшой амплитуды, то в малой окрестности пере-
ключений выходной сигнал релейного элемента на низких частотах пропорционален входному 
сигналу датчика, причем коэффициент усиления пропорционален амплитуде высокочастотного 
сигнала. Вопрос о разнесении частот полезного и высокочастотного сигналов решается, как и в 
задаче широтно-импульсной модуляции, с помощью высокочастотного фильтра на выходе ре-
лейного элемента ).(1 ty df =+ ττµ &  Очевидно, что при уменьшении постоянной времени фильт-
ра выполняется условие )()(0 cp1 tyt df →⇒→ τµ , где )(cp1 ty d  представляет собой среднюю 
непрерывную составляющую переключений, пропорциональную входному сигналу. Таким об-

0u  
y  y  

0x  

0x  

0z  )( 000 zUu =  
0u  

0101 xAv eq −=  

Объект управления 

11 signyMv −=  

M−   

Регулятор 
Наблюдатель состояния 

блока (8.30) 
 

1

1

+pµ
 

y  ∫  ∫  
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разом, метод вибролинеаризации осуществляет широтно-импульсную модуляцию входного 
сигнала релейного элемента в разомкнутом контуре, причем амплитуда высокочастотного сиг-
нала должна обеспечивать высокочастотные переключения релейного элемента во всем диапа-
зоне изменений полезного (низкочастотного) сигнала.  
 Использование скользящих режимов позволяет решать задачу широтно-импульсной моду-
ляции в замкнутом динамическом контуре системы. Для наглядности снова рассмотрим блок 
(8.26), где в качестве полезного сигнала будем рассматривать вектор .010 xA  Организация сколь-
зящих движений по поверхности скольжения 0=y  посредством разрывного управления (8.28) 
обеспечивает стабилизацию выходных переменных и в пределе бесконечную частоту переклю-
чений релейных элементов, при этом среднее (или эквивалентное) значение разрывных управ-
лений, получаемое на выходе фильтра, дает оценку полезного сигнала (8.29). В случае, когда 
управления не входят в первый блок системы (8.25) (в терминах исходной системы ),0=DB  
использовать непосредственно скользящие режимы не представляется возможным и требуется 
разработка специальных алгоритмов.  

Рассмотрим более подробно идею вибролинеаризации релейных элементов применительно 
к линейным системам с релейными измерениями при наличии запаздывания. Предварительно 
приведем известные схемы компенсации запаздывания для случая непрерывных измерений 
применительно к линейному объекту с запаздывающим аргументом по входным переменным: 

 
      ).()(),()( tDxtytButAxx =−+= τ&      (8.32) 

 
Известная схема синтеза систем вида (8.32) состоит в следующем [20, 58]. Для системы (8.32) 
строится наблюдатель состояний вида 

 
)),(ˆ)(()()(ˆˆ txDtyLtButxAx −−−+= τ&      (8.33) 

 
где LRx n ,ˆ∈  – матрица с постоянными коэффициентами соответствующей размерности. Вы-
бор управляющих воздействий в виде 

 

    ∫
−

− ++=
0

))()(ˆ()(
τ

ξτ ξξ dtBuetxeFtu AA      (8.34) 

 
обеспечивает следующий вид характеристического полинома замкнутой системы (8.24) с упре-
ждающим управлением (8.34) и наблюдателем (8.33): 

 

       

∫
−

−−−

−−−−
−−−

0
)()exp(0

)exp(
)exp(0

τ

ξ ξτ

τ
τ

BdeFIAF

pBLDApILD
pBApI

ApI

.    (8.35) 

 
После алгебраических преобразований выражение (8.35) сводится к выражению 

 
).det()det( LDApIBFApI −−−−      (8.36) 

 
Предположив, что пара },{ BA  – управляема, а пара },{ AD  – наблюдаема, соответствующим 
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выбором коэффициентов матриц F  и L  можно получить желаемое распределение корней ха-
рактеристического полинома замкнутой системы. Трудности в реализации приведенной схемы 
компенсации запаздывания связаны с вычислением интеграла свертки (8.34), в частности, его 

вычисление посредством следующей аппроксимации ∫
−−

− >+=
ε

ετ

ξ εξξ 0,)()(ˆ dtBuetz A  на интер-

вале ]0,[ τ−  при 0→ε  приводит к появлению погрешности, которая может оказать существен-
ное влияние на качество переходного процесса. Приведенная выше схема компенсации запаз-
дывания за счет расширения пространства состояний обобщает известные приемы, такие как 
моделирование звена запаздывания динамической системой, состоящей из последовательного 
соединения инерционных звеньев с малыми постоянными времени [6] или компенсация запаз-
дывания на основе упредителя Смитта [58], применимость которого ограничена классом устой-
чивых разомкнутых систем. 
 Схема компенсации запаздывания по выходным переменным аналогична случаю наличия 
запаздывания по входным переменным. Рассмотрим эту ситуацию применительно к системе 
вида 

объект управления:  ),()(),()( τ−=+= tDxtytButAxx&       (8.37) 
наблюдатель:   )),(ˆ)(()()(ˆˆ txDtzLtButxAx −−+=&  

упредитель:   ,))()(ˆ()(
0

∫
−

− ++=
τ

ξτ ξξ dtBuetxeDtz AA  

обратная связь:   .x̂Fu =  
Замкнутая система (8.37) относительно переменных zxxx ,ˆ, −=ε  принимает вид 

 

].)()exp())()()([exp()(

),()()()()(),()()()(
0

∫
−

+−+−=

+++−=−+=

τ

ξξξετ

εεε

dtBuAttxADtz

tLztLDAtLDxttBFtxBFAtx &&

 

 
Ее характеристический полином определяется соотношениями 

 

=

−−−+−−−+

++
−−−

−−−

−− 0))()exp((()))()exp(((

)exp()exp(

0

11 AIpIpAIDBFAIpIpAIDBF

ADAD
LLDApILD

BFBFApI

ττ

ττ
 

).det()det( LDAIpBFAIp −−−−=  
 
Следовательно, для управляемой и наблюдаемой замкнутой системы (8.37) можно произволь-
ным образом назначить спектр характеристического полинома. 

Заметим, что в приведенных подходах для компенсации запаздывания используются не-
прерывные измерения, относительно которых только и имеет смысл стандартное понятие на-
блюдаемости систем. В предыдущих разделах было отмечено, что синтеза для систем с релей-
ными измерениями необходимо совместно решать задачи синтеза обратной связи и устройств 
наблюдения для замкнутой системы. Основываясь на этом замечании, рассмотрим задачу ста-
билизации системы 

 
   ,sign)(),(),()()( 111 ytytDxytButAxtx d =−=+= τ&     (8.38) 
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в которой для измерения принимается доступным лишь вектор .1dy  Ставится задача стабилиза-
ции системы (8.38) в предположениях об управляемости пары матриц },{ BA  и наблюдаемости 
пары }.,{ AD  Попытаемся свести задачу к известным методам компенсации запаздывания, ос-
нованным на использовании непрерывных значений выходных переменных. Кроме того, пока-
жем, что при выполнении в системе (8.38) условия 0=DB  (т.е. управление отделено от выход-
ных переменных несколькими интеграторами и алгоритм стабилизации, предложенный в пара-
графе 8.4, нельзя использовать) задачу можно решить при непосредственном замыкании обрат-
ной связи по релейным измерениям с добавлениям вибролинеаризующего сигнала. Для нагляд-
ности рассмотрим систему с одним входом и одним выходом третьего порядка вида: 

 
          )].([sign,,, 133221 τ−==== txyuxxxxx &&&     (8.39) 

 
Используя идею вибролинеаризации релейных элементов с помощью высокочастотных 

сигналов, введем замену переменных вида const,sin111 =+= ωωtMxx  и применим процедуру 
метода разделения движений [13] к системе (8.39). Относительно новой переменной с учетом 
(8.39) получим дифференциальное уравнение .cos121 tMxx ωω+=&  Полагая в этом уравнении 
переменные 2x  в качестве фиктивных управлений, введем новую переменную ++= 1122 xkxx  

,cos1 tM ωω+  описываемую уравнением .sin)( 1
2

211132 tMxxkkxx ωω−+−+=&  И, наконец, 
рассматривая в этом уравнении переменную 3x  в качестве фиктивных управлений, введем за-

мену переменных вида .sin1
2

2233 tMxkxx ωω−+=  В новых переменных система (8.39) при-
мет вид 

 
        .cos)(,, 1

3
3222332222111 tMxxkkuxxxkxxxkx ωω−+−+=+−=+−= &&&   (8.40) 

 
Выбор истинных управлений в виде vtMu += ωω cos1

3  приводит систему (8.40) к автономной 
форме относительно фиктивных управлений: 

 
        ).(,, 3222332222111 xxkkvxxxkxxxkx +−+=+−=+−= &&&    (8.41) 

 
Введем дополнительный фильтр, описываемый уравнением 

 
)].([sign 1eqeq τµ −+−= txyy&      (8.42) 

 
Значение выходной переменной фильтра (8.42) eqy  – суть среднее значение переменной 

),(1 τ−tx  которое может быть использовано для компенсации запаздывания приведенными 
выше известными методами в задаче стабилизации системы (8.41) и (8.42). Отметим, что при 

0sin111 =+= tMxx ω  регулируемая переменная 1x  будет колебаться относительно нуля с ам-
плитудой 1M , что противоречит требованию ее стабилизации. Для решения этой проблемы, 
можно использовать переменную амплитуду вибролинеаризующего сигнала (как функцию вы-
ходной переменной фильтра), удовлетворяющую условию 0)( eq1 →yM  при .0eq →y  Естест-
венно, что с математической точки зрения, такая доработка схемы может потребовать увеличе-
ния порядка фильтра. 
 Эффекта вибролинеаризации удается также добиться при использовании вместо предло-
женной выше непрерывной обратной связи релейных сигналов. В этом случае вибролинеариза-
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ция осуществляется за счет быстрых переключений входных релейных сигналов конечной ам-
плитуды. 

В заключение данного раздела кратко перечислим предложенные способы синтеза линей-
ных систем при релейных измерениях:  

– аппаратный способ (параграф 8.1.2), требующий доработки объекта управления, не всегда 
осуществимой на практике;  

– восстановление начальных условий по релейным измерениям применительно к разомкну-
той системе, что может оказаться неприемлемым на практике из-за непредсказуемо большого 
времени оценивания (параграф 8.1.3); 

– новый подход, заключающийся в совместном решении задач наблюдения и стабилизации. 
Выделен класс систем, для которых непосредственное замыкание релейной обратной связи по 
выходу приводит к возникновению в замкнутых системах идеальных скользящих режимов и, 
как следствие, решает задачу стабилизации выходных переменных (параграф 8.1.4); 

– решение задачи стабилизации линейных систем с релейными измерениями при наличии 
запаздывания с использованием вибролинеаризации релейных элементов, что позволило обес-
печить высокочастотные переключения релейного выхода в замкнутой системе и использовать 
среднюю составляющую релейного выхода для компенсации запаздывания на низких частотах 
известными методами, для реализации которых необходим непрерывный сигнал выходных пе-
ременных (параграф 8.1.5). 

 
 

8.2. Управление топливоподачей в ДВС с обратной связью по λ -зонду 
 

8.2.1. Модель объекта управления. Постановка задачи 
 
 В качестве объекта управления рассматривается двигатель внутреннего сгорания с искро-
вым зажиганием, укомплектованный топливными форсунками с центральной или распределен-
ной (по цилиндровой) системой впрыска и трехкомпонентным нейтрализатором выхлопных 
газов с λ -зондом непрерывного или релейного типа. Упрощенная модель объекта управления 
представлена на рис. 8.4 и состоит из двух подсистем – модели топливоподачи, рассматривае-
мой как основной, и модели воздухоподачи, которая является внешней по отношению к основ-
ной. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рис. 8.4. Структурная схема топливоподачи ДВС 
 
Изменение давления в воздуховоде в результате поступления отработавших газов во впуск-
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ной воздуховод за счет перекрытия клапанов [67] моделируется генератором синусоидального 
сигнала.  

Знание массового расхода воздуха ( am&  – через дроссельную заслонку; cm&  – цикловое на-
полнение) позволяет более точно поддерживать заданное соотношение воздух/топливо и улуч-
шает реакцию системы на скачок по воздействию внешнего контура (управление по скорости 
ДВС), задаваемый положением дроссельной заслонки )(αA . В разделе 8.3 более подробно опи-
сана модель воздухоподачи, на основе которой предложены методы оценки массового расхода 
воздуха, поступающего в каждый цилиндр ДВС. 
 Модель топливоподачи включает в себя динамику подачи топлива в цилиндр с учетом вы-
падения части топлива в пленку и последующим его испарением, описываемую уравнениями 
(модель Акино) [55]: 

 
            ,)1(, fffcfffff muXmubmmT +−=+−=&     (8.43) 
 
где fm  – масса топлива, выпадающая в виде пленки на стенках впускного воздуховода, fcm  – 
масса топлива, подаваемая в цилиндр, fu – масса впрыскиваемого топлива (входной сигнал); 

ff bT ,  – числа, характеризующие динамику контура топливоподачи. Отметим, что поскольку 
система (8.43) описывает динамику не только собственно форсунки, но и динамику массового 
расхода топлива через впускной клапан, связанную с изменением концентрации паров топлива 
и массы топливной пленки на стенках впускного коллектора, постоянная времени впрыска 

)(ωfT  рассматривается как функция частоты вращения .ω  Коэффициент ),( ωαXX =  слабо 
зависит от угла открытия дроссельной заслонки α  и угловой скорости вала двигателя и прини-
мается константой. Управляющее воздействие здесь – суть момент времени и продолжитель-
ность открытия топливной форсунки. 
 Динамика сгорания топливо-воздушной смеси ( λ ) в цилиндре описывается уравнением 
первого порядка 

 
           ,incexexc bT λλλ +−=&       (8.44) 
 
где cc bT ,  – числа, характеризующие динамику сгорания. 
 Предполагается, что кислород и топливо сгорают в стехиометрической пропорции 14,7. 
Несгоревший кислород 

 
        )(7,14)()( tmtmtx fcc && −=       (8.45) 
(если он имеется) проходит через двигатель, выпускной коллектор и участок выхлопной трубы, 
находящийся перед λ -зондом. Это вносит в измерения транспортную задержку .τ  Динамика 
λ -зонда описывается уравнением exssss bT λλλ +−=&  [25], где ss bT ,  – числа, характеризующие 
динамику λ -зонда. 

Задача управления заключается в выработке такого задания на впрыск топлива ,fu  которое 
обеспечивает заданноt соотношение воздух-топливо, в частности, стехиометрическое соотно-
шение )0)(( =tx  при использовании трехкомпонентных нейтрализаторов. 
 Описанная выше модель топливоподачи ДВС принадлежит классу линейных систем с за-
паздывающим аргументом и релейными измерениями вида (8.38). В следующем параграфе ал-
горитмы, разработанные в разделе 8.1, применяются к системе (8.43)–(8.45).  
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8.2.2. Результаты моделирования 
 
 В данном параграфе представлены результаты моделирования различных схем реализа-
ции обратных связей в системе управления топливоподачей в ДВС. Учитывая, что постоян-
ные времени в уравнениях (8.44) и (8.45) существенно меньше, чем постоянная времени в 
уравнении Акино (8.43), ,, fsc TTT <<  будем рассматривать в качестве модели объекта 
управления вместо системы (8.43)–(8.45) следующую динамическую систему: 

 
)],([sign,)(7,14, 221211 τ−=+−+=+−= txyfxuxxTukxxT cofofo &&          (8.46) 

 
где 3,0,1,5,0,05,0,1 ===== τcofocofo kkTT  – нормированные коэффициенты, принимаемые 
далее при моделировании, 14,7 – коэффициент стехиометрического состава смеси.  

В качестве модели воздушного тракта принято следующее уравнение: 
 

,α+−= ff&              (8.47) 
 
где f  – масса воздушного заряда, поступающая в камеру сгорания, α  – угол открытия дрос-
сельной заслонки. Ставится задача стабилизации переменной 

 
    fuxx p ++= )(7,14 1             (8.48) 

 
в предположении, что доступны для измерения переменные ., αy   

На рис. 8.5–8.8 приводятся структурные схемы (а) и результаты моделирования (б) раз-
личных схем реализации обратных связей в системе управления топливоподачей в среде 
MATLAB. Результаты моделирования показывают реакцию систем (переходные процессы по 
переменным ),(tx p  ))(2 tx  на скачкообразное изменение угла открытия дроссельной заслон-
ки от 0 до 2 в момент времени 2 сек.  

1) Непосредственное замыкание обратной связи. Рассмотрим простейший способ управ-
ления подачей топлива [61] с непосредственным замыканием обратной связи по выходным 
сигналам λ -зонда без компенсации запаздывания. На рис. 8.5,а показана структурная схема 
модели объекта управления и обратных связей с релейным (блок «Relay») и непрерывным 
(эталонным, блок «Saturation») λ -зондом. На рис. 8.5,б приведены результаты моделирова-
ния обоих случаев, из которых видно, что при непрерывных измерениях ограничено быстро-
действие из-за возможной потери устойчивости при увеличении коэффициента усиления в 
цепи обратной связи (поведение регулируемой переменной )(tx p  описывается синусоидаль-
ной кривой); при релейных измерениях наличие запаздывания приводит к неудовлетвори-
тельному процессу из-за возникновения автоколебаний в установившемся режиме (кусочно-
непрерывная часть диаграммы на рис. 8.5,б). 

2) Компенсация запаздывания на основе упредителя Смитта. Использование классиче-
ской схемы компенсации запаздывания с упредителем Смитта (8.37) (тонированные блоки на 
рис. 8.6,а) позволяет получить положительный эффект по быстродействию по сравнению с 
непосредственным замыканием обратной связи (см. рис. 8.5,б). В установившемся режиме 
колебательность процесса и с непрерывной, и с релейной обратной связью существенно 
меньше. В представленной на рис. 8.6,б двойной диаграмме сплошной линией приводится 
результат, полученный при непрерывных измерениях выходной переменной (блок «Satura-
tion» на рис. 8.6,а), а пунктирной – при релейных измерениях (блок «Relay» на рис. 8.6,а).  
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Рис.8.5. Схема (а) и диаграммы (б) моделирования системы управления  
без компенсации запаздывания 
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Рис. 8.6. Схема (а) и диаграммы (б) моделирования системы управления 
с компенсацией запаздывания с помощью упредителя Смитта 

 
3) Синтез управления с использованием модели объекта управления и скользящих режи-

мов. За счет расширения пространства состояний система (8.46)–(8.48) относительно пере-
менных uxx p ,, 2  принимает следующий вид: 

 

 

)].([sign,,

,)(7,14

,])[(7,14

2

212

1

τα

α

−==+−=

+−+=

+−++−=

txyvuff

fxuxxT

fvukxx

co

fop

&&
&

&

           (8.49) 

 
Построим наблюдатель состояния в виде 

 
        .,)(7,14, 21211 α+−=+−+=+−= zzzxuxxTukxx cofo &&&           (8.50) 

 
Выберем новые управляющие воздействия в виде 

 

.)(7,14,sign,)(
7,14

1
1111 zuxssMvvzukxv fo ++=−=+−+−= α          (8.51) 

 
Тогда уравнение (8.48) примет вид 

 
,sign)()(7,14 11 sMzfxxx p −−−−−=&            (8.52) 

 
и при достаточно большой амплитуде разрывных воздействий M  в системе (8.52) возникнет 
скользящее движение по плоскости ,0)(7,14 1 =++= zuxs  что при условии сходимости пе-
ременных наблюдателя (8.50) к переменным объекта управления (8.46) будет означать реше-
ние задачи стабилизации переменных 0→px  и, следовательно, решает поставленную зада-
чу. В свою очередь, сходимость оценок наблюдателя к истинным значениям объекта управ-
ления следует из устойчивости системы, записанной относительно невязок ,111 xxe −=  

zfexxe f −=−= ,222  с учетом (8.46), (8.47) и (8.50) в виде 
 

       .,7,14, 21211 fffco eeeeeeTee −=+−=−= &&&           (8.53) 
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На рис. 8.7. представлены предложенная схема управления (а) и результат моделирова-
ния – переходный процесс по переменной 2x  (б). Быстродействие полученной системы при-
мерно такое же, как и в случае использования схемы с упредителем Смитта. В то же время, 
качество переходного процесса (перерегулирование и точность) по переменным ),(tx p  )(2 tx  
на порядок выше.  
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Рис. 8.7. Схема (а) и диаграмма (б) моделирования системы управления  
с использованием модели объекта и разрывной обратной связи 

 
Существенным недостатком предложенной схемы управления является не грубость к па-

раметрическим неопределенностям. Эксперименты показали, что допустимый для обеспече-
ния устойчивости разброс параметров составляет 10–20% от номинальных значений. Такие 
свойства системы управления обуславливаются тем, что данная схема управления не являет-
ся управлением по обратной связи. На возможность синтеза системы управления по обрат-
ной связи указывает следующее наблюдение. Переменная )(2 tx  в окрестности нуля имеет 
колебательный характер, и релейный датчик переключается с высокой частотой. Отметим, 
что высокая частота этих переключений обусловлена именно наличием скользящих движе-
ний, локализованных в контуре наблюдатель–управляющее реле. Если на выходе релейного 
датчика поставить фильтр, то его выходной сигнал будет равен входному непрерывному 
сигналу. Таким образом, в малой окрестности нуля имеет место эффект вибролинеаризации 
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релейного датчика и появляется возможность управления на низких частотах по обратной 
связи. Такие возможности изучаются в следующем пункте.  

4) Управление по релейной обратной связи. На рис. 8.8,а представлена схема управления 
с наблюдателем состояния (тонированные блоки) с коррекцией по вибролинеаризованному 
сигналу релейного датчика (коэффициенты усиления 1L  и 2L ). Приведены результаты моде-
лирования – переходные процессы по переменной )(2 tx  (рис. 8.8,б) и невязке )(2 te  (рис. 
8.8,в). Наличие высокочастотной модуляции, связанной с перекрытием клапанов, сыграло 
положительную роль вибролинеаризующего сигнала разрывного элемента, что позволило 
синтезировать систему со свойствами, близкими к системе с идеальным непрерывным λ -
зондом. Из приведенных диаграмм видно, что высокочастотные переключения релейного 
датчика (переменная dy ) начинаются с момента времени t =10с, и с этого момента времени 
начинается процесс сходимости в нуль невязки ).(2 te  Как показали эксперименты, точность 
стабилизации в данной схеме управления переменной )(2 tx  повышается по сравнению со 
схемой без обратной связи (см. рис. 8.8,б), кроме того, обеспечивается грубость к параметри-
ческим возмущениям в пределах до 30–40 % от номинальных значений. Таким образом, при-
веденные результаты моделирования позволили наглядно выявить эффект вибролинеариза-
ции и показали эффективность разработанных в параграфе 8.1.5 алгоритмов управления для 
систем с релейными измерениями при наличие запаздывания.  
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Рис. 8.8. Схема (а) и диаграммы (б, в) моделирования системы управления  
с наблюдателем и его коррекцией по среднему значению релейного датчика 
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8.3. Каскадный синтез наблюдателя переменных воздушного тракта ДВС 
 

В данном разделе разработанные каскадные алгоритмы синтеза наблюдателей состояния 
применяются для решения следующих задач. В разомкнутом контуре воздухоподачи ДВС 
решена задача оценки переменных воздушного тракта (в том числе, циклового наполнения) 
по показаниям датчика давления во впускном трубопроводе. В замкнутом контуре управле-
ния топливоподачей проведена дополнительная коррекция вычисленного значения циклово-
го наполнения по показаниям датчика состава отработавших газов. 

Оценки переменных воздушного тракта (в том числе, циклового наполнения) необходи-
мы для формирования программного управления топливоподачей. Как было отмечено, 
управление топливоподачей в ДВС при заданном соотношении воздух/топливо заключается 
в формировании управляющего сигнала в замкнутом контуре по измерениям датчика состава 
отработавших газов ( λ -зонд) и программного управления в разомкнутом контуре по величи-
не циклового наполнения. Величина циклового наполнения, характеризующая количество 
воздуха, поступившего в цилиндры двигателя в процессе впуска, является одним из первич-
ных управляющих параметров, который определяет возможный характер протекания рабоче-
го цикла [25]. Проблема заключается в том, что величину циклового наполнения невозможно 
измерить непосредственно. Косвенные методы расчета циклового наполнения по показаниям 
датчика массового расхода воздуха через дроссельную заслонку носят вероятностный харак-
тер и содержат существенные динамические ошибки, связанные с тем, что большинство па-
раметров, определяющих цикловое наполнение, не могут быть непосредственно измерены 
даже в лабораторных условиях.  

В данном разделе предлагаются методы оценки переменных воздушного тракта ДВС с 
помощью наблюдателя состояния на скользящих режимах. В качестве объекта управления 
рассматривается четырехцилиндровый ДВС с искровым зажиганием, с системой распреде-
ленного впрыска бензина и комплексной антитоксичной системой. Модель объекта управле-
ния состоит из двух подсистем: основной модели топливоподачи и внешней модели возду-
хоподачи (см. рис. 8.4). Динамическая модель воздухоподачи (объект наблюдения) описыва-
ется системой дифференциальных уравнений пятого порядка, содержащих нелинейные эле-
менты. В качестве измерений (скалярного выхода) рассматриваются показания датчика дав-
ления во впускном трубопроводе. Использование традиционных методов расчета коэффици-
ентов асимптотического наблюдателя состояния в данном случае затруднительно в связи с 
высокой размерностью модели и неточным определением ее параметров. Разработанный в 
главе 4 подход, основанный на методе разделения движений в классе систем с разрывными 
управлениями, позволил разделить данную многомерную задачу наблюдения на последова-
тельно независимо решаемые одномерные подзадач. Полученные за теоретически конечное 
время оценки переменных воздушного тракта позволяют рассчитать цикловое наполнение в 
каждом из четырех цилиндров. Погрешность вычисления циклового наполнения, связанная с 
параметрическими неидеальностями объекта наблюдения, устраняется с помощью сигнала, 
сформированного в замкнутом контуре топливоподачи по показаниям релейного λ -зонда. 

 
 

8.3.1. Описание динамической модели воздухоподачи 
 

Принятые обозначения технологических переменных: 
am&  – массовый расход воздуха через дроссельную заслонку; 

cm&  – массовый расход воздуха в цилиндре (цикловое наполнение); 
α  – положение дроссельной заслонки; 
θ  – угол поворота коленчатого вала; 
V  – объем входного воздуховода; 
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cV  – объем цилиндра; 

ap  – атмосферное давление; 

mp  – давление во впускном воздуховоде; 

cp  – давление в цилиндре; 

Lift  – положения впускного клапана цилиндра; 
η  – коэффициент наполнения цилиндра. 
T  – температура; 
R  – газовая постоянная; 

sm TT ,  – постоянные времени. 
 На рис. 8.9 представлена структурная схема воздухоподачи в один из четырех цилиндров 
ДВС, которая включает взаимосвязанные динамические субмодели, составленные на основе 
анализа газодинамических процессов во впускной системе ДВС.  

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 8.9. Структурная схема динамической модели воздухоподачи 
 

Блок « aW » на рис. 8.9 обозначает динамическую модель дроссельного узла. Модель 
дроссельной заслонки может быть представлена скачкообразным сигналом (предельный слу-
чай), характеризующим изменение ее положения. Положение дроссельной заслонки является 
входным воздействием α=u  внешнего контура управления по скорости. Массовый расход 
воздуха через дроссельную заслонку может быть непосредственно измерен с помощью тер-
моанемометрического датчика или достаточно точно вычислен через нелинейную функцию 
[69] ),,()( am ppdAm αα =&  где ,23,0275,22215,0)( 2ααα +−−=A  

×= )/2(),( πam ppd )].1/(12[arctg −am pp   
Блок « pmW » на рис. 8.9 обозначает динамическую модель распространения воздушного 

потока во впускном трубопроводе, которая строится в предположении, что выполняется ос-
новной закон для идеального газа: ).()/1( cam mmRTVp &&& −=  
 Цикловое наполнение cm&  – количество воздуха, поступившее в цилиндр двигателя из 
впускной системы в конкретном рабочем цикле или при установившемся положении режим-
ной точки. Пренебрегая неравномерностью распределения воздуха по цилиндрам, определим 
цикловое наполнение, как долю одного цилиндра в общей массе воздуха, поступившей в ци-
линдры двигателя за рабочий цикл, соотнесенную с цикличностью работы двигателя. Термо-
динамическую модель наполнения i -го цилиндра ( 4,1=i ) в некоторых предположениях 
удается записать в аналитическом виде для конкретного типа ДВС следующим образом [69]: 

 
    ),,(),()( mcmciic ppppdLiftm ϕθη ==&            (8.54) 
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Предполагается, что коэффициенты наполнения являются постоянными, известными вели-
чинами .4,1,0 == iiη&  В дальнейших построениях используется упрощенный вид выраже-
ния (8.54), который получен посредством линеаризации в окрестности режимной точки 

:),(
nn cm pp  

 
   ,),,,(),,,( ccmicmcmimc pppgpppgm

nnnn
θηθη +≈&           (8.55) 

 
где cm gg ,  – коэффициенты линеаризации.  
 Изменение давления во впускном воздуховоде зависит также от изменения давления за 
счет поступления отработавших газов во впускной воздуховод в результате перекрытия кла-
панов. В момент перекрытия клапанов имеет место выброс некоторого количества остаточ-
ных газов во впускной трубопровод и свежий заряд, поступающий в цилиндр, разбавляется 
остаточными газами. Это перетекание достигает значительной величины на низких скорост-
ных режимах и существенно осложняет точную оценку общей массы воздуха во впускном 
трубопроводе. Перекрытие клапанов синхронизировано с частотой вращения двигателя и 
возникает на пересечении тактов впуска и выпуска отработавших газов, когда выпускной и 
впускной клапаны открыты одновременно (перекрытие клапанов по длительности наблюда-
ется в диапазоне до 20 градусов поворота коленчатого вала). Аналогичное явление связано с 
вытеснением воздушного заряда из цилиндра во впускной трубопровод за счет движения 
поршня вверх на пересечении тактов впуска и сжатия [55]. После открытия дроссельной за-
слонки расход газа сначала линейно возрастает, но после нескольких оборотов коленчатого 
вала отмечаются циклические колебания величины мгновенного расхода, синхронизирован-
ные с процессом впуска. С увеличением скорости расход газа меняется менее интенсивно и 
колебания расхода происходят с меньшей амплитудой. Таким образом, блок « 0pW » на рис. 
8.9 характеризует волновые явления во впускном воздуховоде, в том числе явление перекры-
тия клапанов. Экспериментальные данные показывают, что уравнения относительно пере-
менных 0201 , pp  (генератора синусоидального сигнала) 

 

01
2

020201 , pppp ω−== &&             (8.56) 
 
достаточно хорошо отражают природу этих явлений.  

С учетом выше сказанного динамическая модель изменения давления во входном возду-
ховоде принимает следующий вид: ,]),()[/( 01pmpamVRTppT cmammm +−+−= &&&  где 

const,=mT  или с учетом выражения (8.55) 
 

         ).]),([(1
01ppgpgpm

V
RTp

T
p ccmmmm

m
m +−−+−= αα&&           (8.57) 

 
Блок « pcW » на рис. 8.9 обозначает динамическую модель изменения давления в цилинд-

ре, которая составлена в предположении, что выполняется основной закон идеального газа 
для переменного объема ],)())[(/1( ccccc pVmRTVp θθ &&& −=  или с учетом выражения (8.55) 

 
).(/),(/))((, 2121 θθθ cmcccmcc VRTgqVVRTgqpqpqp =−=+= &&          (8.58) 
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Изменение и скорость изменения объема цилиндра )(Vc θ&  являются функциями угла пово-

рота коленчатого вала и для конкретного типа двигателя могут быть выражены аналитически 
[69]. 

Блок « psW » на рис. 8.9 обозначает динамику измерительного устройства. Измеряемой 
величиной является сигнал датчика давления ,spy =  установленного во впускном трубопро-
воде, который с учетом собственной динамики описывается уравнением 

 
         ,mssss pappT +−=&             (8.59) 
 
где const., =ss aT   

Таким образом, в качестве модели воздухоподачи ДВС принимаются уравнения (8.56)–
(8.59). Ставится задача получения оценок переменных воздушного тракта cm pppp ,,, 0201  
по измерениям датчика давления во впускном трубопроводе spy =  с помощью наблюдателя 
состояния на скользящих режимах. Полученные оценки используются для вычисления мас-
сового расхода воздуха cm&  (8.54), поступающего в i -й цилиндр ).4,1( =i  Процедура, предла-
гаемая в следующем разделе для одного цилиндра, аналогичным образом повторяется для 
каждого из четырех цилиндров ДВС. 

 
 

8.3.2. Синтез наблюдателя состояния на основе модели  
разомкнутого контура воздухоподачи 

 
За основу динамического устройства наблюдения принимается модель объекта наблюде-

ния (8.56)–(8.59), которая с помощью неособых замен переменных  
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130211230131 )(,,)/(, pqyppqygVRTqppqy cc ω+=−==−=          (8.60) 
 
приводится к блочно-наблюдаемой форме (см. раздел 4.2), состоящей из пяти одномерных 
блоков вида  
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Система уравнений (8.61) принимается за основу динамического наблюдателя состояния 

вида 
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где скалярные переменные с чертой обозначают оценки одноименных переменных, пере-
менные ,, ms vv  321 ,, vvv  – разрывные корректирующие воздействия наблюдателя, которые 
формируются так, чтобы решить задачу стабилизации уравнений, записанных относительно 
невязок ,mmm pp −=ε  ,sss pp −=ε  ),,(),( mamaa pmpm ααε && −=  iii yy −=ε  ),3,1( =i  
вида  
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В соответствии с каскадным методом (см. раздел 4.3) разработана пошаговая процедура 

выбора разрывных корректирующих воздействий. На каждом шаге процедуры последова-
тельно решаются элементарные подзадачи синтеза. Они заключаются в следующем: в каж-
дом блоке независимо стабилизируется переменная данного блока и находится динамическая 
оценка переменной состояния следующего блока, из которой формируется корректирующее 
воздействие следующего блока наблюдателя состояния. 

 
Каскадная процедура выбора корректирующих  воздействий наблюдателя состояния. 

 
1) На первом шаге процедуры рассматривается первый блок системы (8.63), для которого 

комбинированное корректирующее воздействие формируется из компенсирующей и разрыв-
ной составляющих по невязке относительно измеряемой переменной +−= sss Tv /ε  

,sign ssM ε+ где 0const >=sM  – амплитуда разрывного управления, 
 

 .sign ssm
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T
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εεε −=&             (8.64) 

 
В блоке (8.64) за конечное время обеспечиваются скользящие движения по поверхности 

}0{ == ssS ε ⇒ ss pp =  при выполнении условия существования скользящего режима 
0<ssεε & .)/( smss MTa <⇒ ε  Согласно методу эквивалентного управления из равенства 

0)/( )eq( =−= smsss vTa εε&  получаем значение эквивалентного управления ,)/()eq( msss Tav ε=  
которое служит для формирования корректирующего воздействия во втором блоке системы 
(8.63). Существенно для приложений, что скользящий режим возникает за конечный проме-
жуток времени при конечной амплитуде разрывного управления. Эквивалентное управление 
может быть получено как выходной сигнал фильтра первого порядка. 
 Процедура, описанная на первом шаге, аналогичным образом повторяется для каждого 
блока системы (8.63). 
 2) На втором шаге комбинированное корректирующее воздействие  
 

+−+−= ])[(1
mmam

m
m g

V
RT

T
v εεε ,sign mmM ε  

 
где ,/)eq( sssm aTv=ε  0const >=mM  – амплитуда разрывного компонента, за конечное время 
обеспечивает во втором блоке системы (8.63) 1)/1( εε mm T−=& mmM εsign−  скользящие дви-
жения по поверхности }0{ smm SS ∩== ε mm pp =⇒  при выполнении условия 

1)/1( εmm TM >  и соотношение статики ⇒= 0mε& mm Tv /1)eq( ε= . 
3) На третьем шаге комбинированное корректирующее воздействие 111 εqv = 11signεM+ , 

где eq)(1 mmvT=ε , 0const1 >=M , за конечное время обеспечивает в третьем блоке системы 
(8.63) 21 εε =& 11signεM−  скользящие движения по поверхности }0{ 11 mSS ∩== ε 11 yy =⇒  
при выполнении условия 21 ε>M  и соотношение статики ⇒= 01ε& .2eq1 ε=v  
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 4) На четвертом шаге комбинированное корректирующее воздействие +−= eq112 vqv  

eq12signvM+  за конечное время обеспечивает в четвертом блоке системы (8.63) 

32 εε =& 22signεM−  скользящие движения вдоль поверхности }0{ 122 SS ∩== ε 22 yy =⇒  
при выполнении условия 32 ε>M  и соотношение статики ⇒= 02ε& .3eq2 ε=v  
 5) На последнем шаге комбинированное корректирующее воздействие += eq213 vqv  

eq23signvM+  за конечное время обеспечивает в пятом блоке системы (8.63) 333 signεε M−=&  
скользящие движения вдоль поверхности }0{ 233 SS ∩== ε 33 yy =⇒  при произвольной 
амплитуде разрывного компонента управления .0const3 >=M  
 Таким образом, стабилизация системы (8.63) осуществлена посредством организации 
быстрых движений, которые последовательно возникают в ее блоках. Соотношения, обрат-
ные (8.60), сформированные из переменных наблюдателя состояния, позволяют вычислить 
значения исходных переменных :),,,(col 0201 cm ppppp =  ),/( 22

1301 ω+=∗ qyp  =∗
02p  

,)/( 23
22

11 yyqq −+= ω ,/)]/([ 3
22

131 qqyypc ω++=∗  которые за теоретически конечное вре-
мя сходятся к переменным состояния модели объекта наблюдения (8.56)–(8.58), что позволя-
ет рассчитать цикловое наполнение по формуле (8.54): 

 
            ).,( ∗∗ = cmc ppm ϕ&             (8.65) 
 
По расчетному значению циклового наполнения (8.65) в прямом контуре топливоподачи 
ДВС рассчитывается количество топлива, которое нужно впрыскивать в каждый цилиндр 
для обеспечения заданного соотношения воздух/топливо (программное управление). 
 
 

8.3.3. Дополнительная коррекция по обратной связи 
 

 Задачи оценки переменных воздушного тракта и вычисления циклового наполнения в 
разомкнутом контуре системы воздухоподачи были решены на основе упрощенной модели 
объекта наблюдения с использованием расчетных значений части параметров, которые могут 
в точности не соответствовать реальным значениям. Неопределенность в составленную мо-
дель (8.56)–(8.59) также вносят неучтенные остаточные члены линеаризации (8.55). По этим 
причинам вычисленное значение циклового наполнения (8.65) может несколько отличаться 
от реального crm&  на величину :

cm∆  .
cmccr mm ∆±= ∗&&  

Для коррекции расчетного значения циклового наполнения и повышения эффективности 
управления топливоподачей на переходных режимах используем оценки переменных, полу-
ченные в замкнутой системе управления, включающей контур топливоподачи с обратной 
связью по показаниям релейного λ -зонда (см. рис. 8.10). λ -зонд показывает недооценку или 
переоценку циклового наполнения при заданном соотношении воздух/топливо с некоторым 
запаздыванием, которое связано в том числе с конечным временем переноса отработавших 
газов от выпускного коллектора к месту установки датчика. В параграфе 8.1.5 были рассмот-
рены методы синтеза компенсатора запаздывания в виде асимптотического наблюдателя со-
стояния, использование которых в системе управления топливоподачи (см. раздел 8.2) по-
зволит восстановить непрерывный сигнал λ -зонда, не содержащий запаздывания: 

 
        .

cmccr mmy ∆λ =−= ∗&&             (8.66) 
 
Сигнал (8.66) рассматривается как входное воздействие для дополнительного нелинейного 
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наблюдателя состояния (блок « ∗
cmW & » на рис. 8.10): 

 
   ,),,,( 01 λykmpppfm

cmccmc += ∗∗∗∗ &&&            (8.67) 
 

где ,0const >=
cmk  .)/()/( mmcc ppppf && ∂∂ϕ∂∂ϕ += ∗∗  Наблюдатель (8.67) выполняет двойную 

функцию: осуществляет фильтрацию расчетного значения циклового наполнения (8.65); с 
ростом коэффициента 

cmk  уменьшается ошибка 
cm∆  вычисления циклового наполнения. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Рис.8.10. Структурная схема замкнутой системы управления топливоподачей 

 
Таким образом, предложенный метод получения оценок переменных состояния воздуш-

ного тракта ДВС с помощью наблюдателя состояния на скользящих режимах позволяет ре-
шить задачу оценивания за теоретически конечное время при минимально возможном коли-
честве датчиков. Отличительной чертой данного подхода является возможность декомпози-
ции задачи оценивания высокой размерности на независимо решаемые подзадачи меньшей 
размерности. Такая декомпозиция существенна с точки зрения реализации приведенных ал-
горитмов на микропроцессорной технике с учетом ограничений по быстродействию и на 
объем вычислительных ресурсов. Другой важной чертой предложенных методов получения 
оценок воздушного тракта является, с одной стороны, использование методов систем с раз-
рывными управлениями, обеспечивающих инвариантность к внешним и параметрическим 
возмущениям, а с другой – использование дополнительной коррекции получаемых оценок по 
преобразованному сигналу λ -зонда, порождаемому в контуре управления топливоподачей. 

В заключение данной главы кратко перечислим полученные результаты. На основе ре-
зультатов раздела 8.1 разработаны алгоритмы синтеза системы управления топливоподачей 
двигателя внутреннего сгорания с обратной связью по λ -зонду. Показано, что наличие вы-
сокочастотной модуляции, связанной с перекрытием клапанов, может сыграть положитель-
ную роль вибролинеаризующего сигнала при использовании разрывного элемента, что по-
зволяет синтезировать систему со свойствами, близкими к системе с непрерывным датчиком. 
Результаты моделирования системы управления топливоподачей ДВС (параграф 8.2.2) пока-
зали эффективность предложенных алгоритмов синтеза систем с релейными измерениями 
при наличие запаздывания. В разомкнутом контуре воздухоподачи ДВС решена задача оцен-
ки переменных воздушного тракта (в том числе, циклового наполнения) по показаниям дат-
чика давления во впускном трубопроводе на основе каскадного синтеза наблюдателя состоя-
ния на скользящих режимах. В замкнутом контуре управления топливоподачей проведена 
дополнительная коррекция вычисленного значения циклового наполнения по показаниям 
датчика состава отработавших газов (раздел 8.3). 
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