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1. ВВЕДЕНИЕ 

 
Традиционно в теоретико-игровых моделях и/или в моделях принятия коллективных решений 

используется одно из двух предположений о взаимной информированности агентов. Либо считается, 
что вся существенная информация и принципы принятия агентами решений всем им известны, всем 
известно, что всем это известно и т. д. до бесконечности (так называемая концепция общего знания, 
используемая, например, при определении равновесия Нэша [1]). Либо предполагается, что каждый 
агент в рамках своей информированности следует некоторой процедуре принятия индивидуальных 
решений и почти «не задумывается» над тем, что знают и как ведут себя остальные агенты. Первый 
подход является каноническим для теории игр (см., например, [1-3]), второй – для моделей коллек-
тивного поведения (см., например, [4-6]). Но между двумя этими «крайностями» существует доста-
точно большое разнообразие возможных ситуаций. Предположим, что некоторый агент осуществил 
акт рефлексии – попытался спрогнозировать поведение других агентов и выбирает свои действия с 
учетом этого прогноза (будем считать, что такой агент обладает первым рангом рефлексии). Другой 
агент (обладающий вторым рангом рефлексии) может знать о существовании агентов первого ранга и 
прогнозировать их поведение. И так далее. Возникает ряд вопросов: «Как поведение коллектива аген-
тов зависит от их распределения по рангам рефлексии, т. е. от того, сколько в коллективе имеется 
агентов того или иного ранга? Если долями рефлексирующих агентов можно управлять, то каковы 
эти доли, оптимальные с точки зрения того или иного критерия эффективности, определенного на 
множестве действий агентов?» 

В «классических» теоретико-игровых моделях предполагается, что в игре в нормальной форме 
агенты выберут равновесные по Нэшу действия. Однако исследования в области экспериментальной 
экономики1 (experimental economics) свидетельствуют, что это далеко не всегда так (см., например, [7] 
и обзор [8]). Возможных объяснений отличиям поведения, наблюдаемого в экспериментах, от пред-
сказанного теорией, может быть несколько: 

                                                           
1 В России сегодня существуют несколько лабораторий экспериментальной экономики в вузах и академических институтах, например: 
МФТИ-ВЦ РАН – www.eelab.ru, ГУ ВШЭ – http://epee.hse.ru, РЭШ – http://fir.nes.ru/~abremzen/experiments, ЦЭМИ РАН – 
http://www.cemi.rssi.ru/structure/science_divisions/lab101.php. 

mailto:novikov@ipu.ru)
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http://epee.hse.ru
http://fir.nes.ru/~abremzen/experiments
http://www.cemi.rssi.ru/structure/science_divisions/lab101.php
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– ограниченность когнитивных возможностей агентов [1, 9, 10] (вычисление, тем более децентра-
лизованное, равновесия Нэша трудоемко2 [11]); 

– необходимость уверенности каждого агента в том, что все его оппоненты могут вычислить рав-
новесие Нэша и сделают это; 

– неполная информированность; 
– наличие нескольких равновесий. 
Таким образом, существуют как минимум два основания (описанных выше – «теоретическое» и 

«экспериментальное») для рассмотрения моделей коллективного поведения агентов, обладающих 
различными рангами рефлексии. 

Структура изложения материала настоящего обзора следующая: во втором разделе кратко описа-
ны «крайности» – подходы теории игр и теории коллективного поведения к построению моделей 
рационального поведения и коллективного принятия решений. Третий и четвертый разделы содержат 
изложение «промежуточных» концепций – соответственно информационной и стратегической реф-
лексии. Пятый раздел посвящен структуризации предметной области, которую можно условно на-
звать «рефлексия в теории игр и моделях коллективного поведения», а также проведению параллелей 
между стратегической и информационной рефлексией. Шестой раздел содержит классификацию и 
краткий обзор частных моделей стратегической рефлексии. В седьмом разделе формулируется задача 
рефлексивного управления – выбора оптимального разбиения агентов на ранги стратегической реф-
лексии, в восьмом разделе описаны результаты решения этой задачи для некоторых прикладных 
ситуаций. В заключении обсуждаются основные результаты и перспективы дальнейших исследова-
ний. 

 
2. МОДЕЛИ РАЦИОНАЛЬНОГО ПОВЕДЕНИЯ 

 
Описание модели. Рассмотрим множество N = {1, …, n}, состоящее из n агентов. Агент i выби-

рает свое действие xi ∈ ℜ1 (для простоты здесь и ниже, если не оговорено особо, считается, что огра-
ничения на действия агентов отсутствуют). Вектор x = (x1, …, xn) ∈ ℜn действий агентов, называемый 
ситуацией игры [2], определяет их выигрыши, задаваемые целевыми функциями Fi(x), где 
Fi(⋅): ℜn → ℜ1, i ∈ N. 

Рациональность поведения агента заключается в стремлении к максимизации своей целевой 
функции выбором собственного действия [2]: 
(1) xi ∈ BRi(x-i) = Arg 

1
max
y∈ℜ

 Fi(y, x-i), i ∈ N, 

где x-i = (x1, …, xi–1, xi+1, …, xn) ∈ ℜn–1 – обстановка игры для i-го агента, BRi(⋅) – его наилучший ответ 
(best response) [3], i ∈ N. Предположим, что функции Fi(⋅) таковы, что для любого агента при любой 
обстановке игры существует единственный наилучший ответ. 
Теория игр. Из выражения (1) следует, что наилучший ответ каждого агента зависит в общем 

случае от обстановки игры, поэтому трудно однозначно сказать априори, какое действие выберет 
конкретный агент, так как он вынужден предсказывать поведение оппонентов – устранять так назы-
ваемую игровую неопределенность [13]. Основным предметом теории игр [1-3] является поиск рав-
новесия (решения игры), определяемого как устойчивый в том или ином (оговариваемом в каждом 
конкретном случае) смысле исход взаимодействия агентов – вектор их равновесных действий [2]. 

Введение определенных предположений об информированности агентов (о той информации, ко-
торой они обладают на момент выбора действий) приводит к соответствующим концепциям равнове-
сия. Так, например, если считать, что каждый агент ориентируется на наихудшую для него обстанов-
ку игры, то получим равновесие в гарантирующих стратегиях [2]. Если считать, что все описание 
игры (множество агентов, их целевые функции и множества допустимых действий) являются общим 
знанием [1] среди агентов (для таких агентов в англоязычной литературе используется термин super-
intelligent players), принимающих решения однократно, одновременно и независимо, то можно ис-
пользовать концепцию равновесия Нэша в игре Г = {N, Fi(⋅)i ∈ N} в нормальной форме. Равновесием 

                                                           
2 Равновесие Нэша не всегда адекватно описывает реальное поведение агентов в лабораторных экспериментальных одношаговых играх, 
в том числе потому, что агенты не успевают «исправить» свои неправильные представления о существенных параметрах игры [12] – 
например, концепция рационализуемых стратегий Д. Бернхейма требует от агентов неограниченной рациональности (высоких когни-
тивных возможностей). 
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Нэша называется такой вектор действий xN, что действие каждого агента i ∈ N является наилучшим 
ответом на Нэшевскую обстановку N

ix− : 
(2) N

ix  ∈ BRi( N
ix− ). 

Коллективное поведение. В отличие от теории игр теория коллективного (группового) поведе-
ния [4-6] занимается исследованием динамики поведения рациональных агентов при достаточно 
слабых предположениях относительно их информированности. Так, например, не всегда требуется 
наличие среди агентов общего знания относительно множества агентов, множеств допустимых дейст-
вий и целевых функций оппонентов. Или считается, что агенты не предсказывают поведение всех 
оппонентов, как это имеет место в теории игр (см. выше). Более того, зачастую агенты, принимая 
решения, могут «не знать о существовании» некоторых других агентов или иметь о них агрегирован-
ную информацию. 

Наиболее распространенной моделью динамики коллективного поведения является модель инди-
каторного поведения [1, 5, 6], суть которой заключается в следующем. Предположим, что каждый 
агент в момент времени t наблюдает действия всех агентов { 1t

ix − }i∈N, выбранные ими в предыдущий 
момент времени t – 1, t = 1, 2, … (начальный вектор действий x0 = ( 0

1x , …, 0
nx ) считается заданным). 

Каждый агент может рассчитать свое текущее положение цели – такое его действие, которое 
максимизировало бы его целевую функцию при условии, что в текущем периоде все агенты выбрали 
бы те же действия, что и в предыдущем: 
(3) wi( 1t

ix −
− ) = arg 

1
max
y∈ℜ

 Fi(y, 1t
ix −

− ), t = 1, 2, … , i ∈ N. 

В рамках гипотезы индикаторного поведения каждый агент в каждый момент времени будет де-
лать «шаг» от своего предыдущего действия к текущему положению цели: 
(4) t

ix  = 1t
ix −  + t

iγ  [wi( 1t
ix −

− ) – 1t
ix − ], i ∈ N, t = 1, 2, … , 

где t
iγ  ∈ [0; 1] – «величины шагов». Такое коллективное поведение можно условно назвать «оптими-

зационным», подчеркивая тем самым его отличие от игрового. Очевидно, что если t
iγ  ≡ 0, то динами-

ка отсутствует; если t
iγ  ≡ 1, то каждый агент на каждом шаге выбирает свой наилучший ответ (см. 

(1)), однако в последнем случае соответствующая динамика может быть неустойчивой. Условия схо-
димости процедуры (4), области притяжения равновесий, условия на величины шагов { t

iγ }, обеспе-
чивающие сходимость, и т. д. можно найти в [1, 5, 6, 14]. 

Подходы теории коллективного поведения и теории игр согласованы в том смысле, что и та, и 
другая исследуют поведение рациональных агентов (ср. (1) и (4)), а равновесия игры, как правило, 
являются и равновесиями динамических процедур коллективного поведения (например, равновесие 
Нэша (2) является равновесием динамики (4) коллективного поведения). 

Для полноты картины отметим, что в теории коллективного поведения существует и другой (вы-
ходящий за рамки настоящей работы) подход – эволюционная теория игр [15], которая исследует 
«поведение больших однородных групп (популяций) индивидуумов в типичных повторяющихся 
конфликтных ситуациях, причем каждую стратегию применяет множество игроков, а функция выиг-
рыша характеризует успех отдельных стратегий, а не отдельных участников взаимодействия» [16, 
с. 296]. Русскоязычный обзор базовых результатов теории эволюционных игр можно найти в [16]. 

Таким образом, теория игр зачастую использует, условно говоря, максимальные предположения 
об информированности агентов (например, гипотезу о существовании общего знания), а теория кол-
лективного поведения – минимальные. Промежуточное место занимают рефлексивные модели, по-
этому перейдем к обсуждению роли рефлексии – информационной и стратегической – в принятии 
агентами решений. 

 
3. ИНФОРМАЦИОННАЯ РЕФЛЕКСИЯ 

 
Стратегическая и информационная рефлексия. Рефлексивной является игра, в которой ин-

формированность игроков не является общим знанием. С точки зрения теории игр и рефлексивных 
моделей принятия решений целесообразно разделять стратегическую и информационную рефлексию 
[1]. 
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Информационная рефлексия – процесс и результат размышлений игрока о том, каковы значения 
неопределенных параметров, что об этих значениях знают и думают его оппоненты (другие игроки). 
При этом собственно «игровая» компонента отсутствует, так как никаких решений игрок не принима-
ет. 

Иными словами, информационная рефлексия относится к информированности агента о природ-
ной реальности (какова игра) и о рефлексивной реальности (какой видят игру другие). 

Информационная рефлексия логически предшествует рефлексии несколько иного рода – страте-
гической рефлексии. 

Стратегическая рефлексия – процесс и результат размышлений игрока о том, какие принципы 
принятия решений используют его оппоненты (другие игроки) в рамках той информированности, 
которую он им приписывает в результате информационной рефлексии. 

Таким образом, информационная рефлексия имеет место только в условиях неполной информи-
рованности, и ее результат используется при принятии решений (в том числе при стратегической 
рефлексии). Стратегическая рефлексия имеет место даже в случае полной информированности, пред-
варяя принятие игроком решения о выборе действия. Другими словами, информационная и стратеги-
ческая рефлексии могут изучаться независимо, однако в условиях неполной информированности обе 
они имеют место. 

Рассмотрим сначала информационную рефлексию, в рамках которой взаимная информирован-
ность агентов описывается структурой информированности, а равновесием их игры является инфор-
мационное равновесие. 
Структура информированности. Если при взаимодействии агентов присутствует неопределен-

ный параметр θ ∈ Ω (будем считать, что множество Ω является общим знанием), от значения которо-
го зависят целевые функции {fi(θ, x)}i ∈ N агентов, то структура информированности Ii (как синоним 
употребляют термины «информационная структура» и «иерархия представлений») i-го агента вклю-
чает в себя следующие элементы [1]. Во-первых, представление i-го агента о параметре θ – обозначим 
его θi, θi ∈ Ω. Во-вторых, представления i-го агента о представлениях других агентов о параметре θ – 
обозначим их θij, θij ∈ Ω, j ∈ N. В-третьих, представления i-го агента о представлении j-го агента о 
представлении k-го агента – обозначим их θijk, θijk ∈ Ω, j, k ∈ N. И так далее. 

Таким образом, структура информированности Ii i-го агента задается набором всевозможных зна-
чений вида 

ljij ...1
θ , где l пробегает множество целых неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 

lii ...1
θ  ∈ Ω. 

Аналогично задается структура информированности I игры в целом – набором значений 
lii ...1

θ , 
где l пробегает множество целых неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 

ljij ...1
θ  ∈ Ω. Подчеркнем, что 

структура информированности I «недоступна» наблюдению агентов, каждому из которых известна 
лишь некоторая ее часть (а именно – Ii). 

Обозначим через Σ+ множество всевозможных конечных последовательностей индексов из N, че-
рез Σ – объединение Σ+ с пустой последовательностью. 

Наряду со структурами информированности Ii, i ∈ N, можно рассматривать структуры информи-
рованности Iij (структура информированности j-го агента в представлении i-го агента), Iijk и т. д. Ото-
ждествляя структуру информированности с характеризуемым ею агентом, можно сказать, что, наряду 
с n реальными агентами (i-агентами, где i ∈ N) со структурами информированности Ii, в игре участ-
вуют фантомные агенты (Ψ-агенты, где Ψ ∈ Σ+, |Ψ| ≥ 2) со структурами информированности 
IΨ = {θΨσ}, σ ∈ Σ. Фантомные агенты, существуя в сознании реальных и других фантомных агентов, 
влияют на их действия [1]. 

Помимо структуры I имеется счетное множество структур IΨ, Ψ ∈ Σ+, среди которых можно при 
помощи отношения тождественности выделить классы попарно нетождественных структур. Количе-
ство этих классов естественно считать сложностью структуры информированности. Будем гово-
рить, что структура информированности I имеет конечную сложность v, если существует такой ко-
нечный набор из v попарно нетождественных структур, что для любой структуры найдется 
тождественная ей структура из этого набора. 

Таким образом, структура информированности – бесконечное n-дерево, вершинам которого соот-
ветствует конкретная информированность реальных и фантомных агентов. Рефлексивной игрой ГI 
называется игра, описываемая следующим кортежем: ГI = {N, fi(⋅)i ∈ N, Ω, I}, где N – множество реаль-
ных агентов, fi(⋅): Ω × ℜn → ℜ1 – целевая функция i-го агента, i ∈ N, Ω – множество возможных зна-
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чений неопределенного параметра, I – структура информированности [1]. Рефлексивная игра является 
обобщением понятия игры в нормальной форме, задаваемой кортежем {N, fi(⋅)i ∈ N}, на случай, когда 
информированность агентов отражена иерархией их представлений (информационной структурой I). 
В рамках принятого определения «классическая» игра в нормальной форме является частным случаем 
рефлексивной игры – игрой с общим знанием. 
Информационное равновесие. Если задана структура I информированности игры, то тем самым 

задана и структура информированности каждого из агентов (как реальных, так и фантомных). Выбор 
Ψ-агентом своего действия xΨ в рамках гипотезы рационального поведения определяется его струк-
турой информированности IΨ, поэтому, имея перед собой эту структуру, можно смоделировать его 
рассуждения и определить это его действие. Выбирая свое действие, агент моделирует действия дру-
гих агентов (осуществляет рефлексию). Поэтому при определении исхода игры необходимо учиты-
вать действия как реальных, так и фантомных агентов. 

Набор действий xΨ
*, Ψ ∈ Σ+, называется информационным равновесием [1], если выполнены сле-

дующие условия: 
1) структура информированности I имеет конечную сложность ν; 
2) Σ∈∀ µλ,  Iλi = Iµi ⇒ xλi

* = xµi
*; 

3) ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ   )...,,,,...,,(maxArg *
,

*
1,

*
1,

*
1

*
niiiiiiiiiXxi xxxxxfx

ii
σσσσσσ θ +−∈

∈ . 

Первое условие в определении информационного равновесия означает, что в рефлексивной игре 
участвует конечное число реальных и фантомных агентов. Второе условие отражает требование того, 
что одинаково информированные агенты выбирают одинаковые действия. И, наконец, третье условие 
отражает рациональное поведение агентов – каждый из них стремится выбором собственного дейст-
вия максимизировать свою целевую функцию, подставляя в нее действия других агентов, которые 
оказываются рациональными с точки зрения рассматриваемого агента в рамках имеющихся у него 
представлений о других агентах. 

Таким образом, при рассмотрении информационной рефлексии отказ от предположения о нали-
чии среди агентов общего знания приводит к моделям рефлексивных игр [1]. При этом равновесие 
Нэша «превращается» в более общее информационное равновесие, в рамках которого каждый агент 
осуществляет информационную рефлексию – при принятии решений использует не только свою 
информацию о существенных параметрах, но и свои представления о представлениях других агентов 
об этих параметрах, представления о представлениях о представлениях и т. д. 

Имея зависимость информационного равновесия от структуры информированности, можно ста-
вить и решать задачи информационного управления – формирования допустимых структур информи-
рованности, приводящих к наиболее выгодным для управляющего органа информационным равнове-
сиям [17]. 

Ниже будем считать, что имеет место полная информированность агентов (неопределенные па-
раметры отсутствуют), т. е. сконцентрируем внимание только на стратегической рефлексии3. В то же 
время достаточно полно исследованная на сегодняшний день логика анализа информационной реф-
лексии может служить «точкой отсчета» и источником аналогий при разработке гораздо менее изу-
ченных моделей стратегической рефлексии. 

 
4. СТРАТЕГИЧЕСКАЯ РЕФЛЕКСИЯ: РЕФЛЕКСИВНЫЕ РАЗБИЕНИЯ 

И ОБЩАЯ МОДЕЛЬ РЕФЛЕКСИВНОГО КОЛЛЕКТИВНОГО ПОВЕДЕНИЯ 
 

Рефлексивные разбиения. В рамках гипотезы индикаторного поведения [5, 6] неявно предпола-
гается, что агент, выбирая свои действия в соответствии с процедурой (4), не задумывается о том, что 
и другие агенты действуют так же. Если бы он об этом задумался (осуществил рефлексию), то ему 
следовало бы искать, принимая решения в момент времени t, наилучший ответ на прогнозируемые им 
в рамках выражения (4) действия других агентов. Т. е. положение цели определялось бы уже не вы-
ражением (3), а следующим образом: 
(5) wi( t

ix− ) = arg 
1

max
y∈ℜ

 Fi(y, t
ix− ), 

                                                           
3 Совместное рассмотрение информационной и стратегической рефлексии представляется перспективным направлением будущих 
исследований. 
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где t
ix−  определяется выражением (4). При этом можно полагать, что рефлексирующий агент первого 

ранга считает всех остальных нерефлексирующими (что соответствует принятой в [1, 17-19] традиции 
считать, что агент, имеющий некоторый ранг стратегической рефлексии, считает всех остальных 
имеющими ранг на единицу меньше его собственного). Другие возможные предположения о пред-
ставлениях агентов о рангах рефлексии оппонентов обсуждаются ниже (например, можно считать, 
что интеллектуальные агенты одного ранга рефлексии разыгрывают равновесие Нэша [20] и т. д.). 

Аналогично можно рассматривать агентов и более высоких рангов рефлексии (в англоязычной 
литературе почти как синонимы термина «ранг рефлексии k» используются термины «step k player», 
«level k player», «k-level player», «smart k-player» [20-26]). Для этого определим ℵ = {N0, …, Nm} – 
разбиение множества агентов N, где Ni – множество агентов i-го ранга рефлексии, i = 0, m , m – мак-

симальный ранг рефлексии, ni = |Ni|, i ∈ N, 
0

m

i
i

n
=
∑  = n. Назовем ℵ рефлексивным разбиением [27]. 

Будем пока считать, что агент некоторого ранга рефлексии k достоверно знает множества (или 
долю – см. ниже) агентов всех более низких рангов k’ (где k’ < k – 1) и считает всех агентов своего и 
бóльших рангов (k’’ ≥ k) имеющими ранг на единицу меньше себя (т. е. ранг k – 1). Этим отражается 
предположение, что агент не допускает существования агентов, имеющих такой же или более высо-
кий ранг рефлексии, чем он сам. При этом агент может неправильно оценивать множества агентов k –
 1-го, k-го и более высоких рангов рефлексии. 

Пусть задан вектор x0 «начальных» действий агентов. Рассмотрим следующую динамическую 
модель рефлексивного принятия ими решений, параллельно помня при этом, что соответствующие 
выражения для одношаговой «игровой» модели могут быть получены как частный случай, в котором 
решения принимаются однократно при 1

iγ  ≡ 1, i ∈ N. 
Нулевой ранг рефлексии. Будем считать, что агенты с нулевым рангом рефлексии (принадле-

жащие множеству N0) выбирают свои действия, считая, что действия остальных агентов будут такими 
же, что и в предыдущем периоде. Тогда из (4) следует, что 
(6) t

ix  = 1t
ix −  + t

iγ  [wi( 1t
ix −

− ) – 1t
ix − ], i ∈ N0, t = 1, 2, … . 

Если рефлексирующих агентов нет (N0 = N), то в итоге все агенты пронаблюдают реализованную 
траекторию (x0, …, xt, …) векторов действий агентов, определяемых (6). 
Первый ранг рефлексии. Агент j, обладающий первым рангом рефлексии (j ∈ N1), считает всех 

остальных агентов обладающими нулевым рангом рефлексии и в соответствии с (6) «предсказывает» 
их выбор. Поэтому его собственный выбор 1t

jx  будет ориентирован на наилучший ответ на ту обста-
новку, которая с его точки зрения должна сложиться: 
(7) 1t

jx  = 11t
jx −  + t

jγ  [wj( t
jx− ) – 11t

jx − ], j ∈ N1. 

Для агента j ∈ N1 прогнозируемой является траектория (x0, …, ( 1t
jx , t

jx− ), …), а на самом деле 

реализуется траектория (x0, …, (
1

1t
j Nx ∈ , 

0

t
i Nx ∈ ), …). Т. е. реализованная траектория может не совпадать 

с траекториями, прогнозируемыми как агентами нулевого, так и первого рангов рефлексии. О воз-
можном несовпадении прогнозируемой и реализованной траекторий (и последствиях такого несовпа-
дения) речь пойдет ниже – см. «условие стабильности рефлексивного разбиения» в седьмом разделе. 

В качестве отступления отметим, что всюду в настоящей работе считается, что агенты любого 
ранга рефлексии достаточно «интеллектуальны» – они выбирают действия, стремясь максимизиро-
вать свои целевые функции. Можно допустить наличие и менее интеллектуальных агентов – агентов-
имитаторов (условно обладающих минус первым рангом рефлексии), действия которых определя-
ются известной функцией от текущих или прошлых действий других агентов (примеры: выбор дейст-
вия, равного среднему арифметическому действий остальных агентов; или агентов, связанных с дан-
ным; или некоторого другого фиксированного агента). Наверное, подобные модели могут адекватно 
описывать такое явление, как диффузия инноваций и др. 
Второй ранг рефлексии. Будем считать, что каждый агент j, обладающий вторым рангом реф-

лексии (j ∈ N2), знает достоверно множество N0 и считает всех агентов из множества N1 ∪ N2 \ {j} 
обладающими первым рангом рефлексии (отметим, что в общем случае, когда имеются несколько 
агентов второго ранга рефлексии, данный агент ошибочно приписывает им первый ранг). В силу 
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этого он может «прогнозировать» поведение всех своих оппонентов. Поэтому его выбор будет наи-
лучшим ответом на ту обстановку, которая с его точки зрения должна сложиться: 
(8) 2t

jx  = 12t
jx −  + t

jγ  [wj( 0

t
i Nx ∈ , 

1 2 \{ }1t
l N N jx ∈ ∪ ) – 12t

jx − ], j ∈ N2. 

Для агента j ∈ N2 прогнозируемой является траектория (x0, …, ( 2t
jx , 

1 2 \{ }1t
l N N jx ∈ ∪ , 

0

t
i Nx ∈ ), …), а на 

самом деле реализуется траектория (x0, …, (
2

2t
j Nx ∈ , 

1
1t

l Nx ∈ , 
0

t
l Nx ∈ ), …). 

k-й ранг рефлексии (k ≤ m). Поведение агентов k-го ранга рефлексии описывается аналогично 
рассмотренным выше трем случаям (нулевого, первого и второго рангов рефлексии) с учетом сле-
дующей рефлексивной структуры агентов. Обозначим через ℵjk – субъективное рефлексивное раз-
биение – представления агента j, обладающего k-м рангом рефлексии, о разбиении всех агентов на 
ранги рефлексии: 
(9) ℵjk = (N0, N1, …, Nk-2, Nk-1 ∪ Nk ∪ … ∪ Nm \ {j}, {j}, ∅ , …, ∅ ), j ∈ Nk 

 m – k – 1 k 

. 

Агент k-го ранга будет выбирать действия в соответствии с процедурой 
(10) t

jxk  = 1t
jxk −  + t

jγ  [wj( 0

t
l Nx ∈ , 

1
1t

l Nx ∈ , …, 
1 ... /{ }[ 1]

k k m

t
l N N N jx k

−∈ ∪ ∪ ∪− ) – 1t
jxk − ], j ∈ Nk. 

В «статическом» случае агент k-го ранга выберет действие 
(11) *

jxk (ℵjk) = arg 
1

max
y∈ℜ

 Fj(y, 
0

1
l Nx ∈ , 

1

11l Nx ∈ , …, 
1

1
... /{ }[ 1]

k k ml N N N jx k
−∈ ∪ ∪ ∪− ), j ∈ Nk. 

Итак, рефлексивная структура определяется совокупностью субъективных рефлексивных раз-
биений всех агентов. Если предположить, что представления агентов о рангах рефлексии друг друга 
описываются выражением (9), то рефлексивная структура однозначно задается рефлексивным раз-
биением ℵ. Отметим, что рефлексивная структура (9), введенная в рамках рассмотрения стратегиче-
ской рефлексии, в некотором смысле аналогична структуре информированности, используемой в 
моделях информационной рефлексии – см. выше и [1]. 

Вектор действий агентов 
(12) x*(ℵ) = { *

jxk (ℵjk)} , 0,kj N k m∈ =
 

назовем рефлексивным равновесием игры Гℵ = {N, Fi(⋅)i ∈ N, ℵ} [28]. В силу введенных выше предпо-
ложений о существовании и единственности наилучших ответов рефлексивное равновесие всегда 
существует. Отметим, что рефлексивное равновесие достаточно экзотично в том смысле, что в нем 
действия агентов в общем случае не являются наилучшими ответами на действия, выбираемые оппо-
нентами. 

Изменяя рефлексивное разбиение, можно менять действия агентов, т. е. осуществлять рефлексив-
ное управление (см. также теоретико-игровые модели рефлексивного управления в [1, 17]). 

Вспомним, что при определении рефлексивного равновесия были введены следующие предполо-
жения: 

– вектор x0 начальных действий агентов фиксирован и является общим знанием; 
– агент ранга k имеет правильные представления о рангах рефлексии всех агентов, имеющих 

ранг, меньший его собственного; 
– агент ранга k считает всех агентов своего и более высоких рангов имеющими ранг k – 1. 

Можно определять представления агентов о рангах рефлексии оппонентов по-другому (см. подраздел 
6.1 ниже); при этом соответствующим образом изменятся выражения для наилучшего ответа, текуще-
го положения цели и рефлексивного равновесия (12), однако общая схема построения последнего 
сохранится. 

Приведенная в настоящем разделе общая модель рефлексивного коллективного поведения вряд 
ли допускает получение в ее рамках каких-либо столь же общих аналитических выводов. Тем не 
менее она может служить базисом для создания частных аналитических или общих имитационных 
моделей (например, в соответствии с классификацией, приведенной в [29]), позволяющих описывать 
и прогнозировать групповое поведение (людей, мобильных роботов, программных агентов) в разно-
образных ситуациях – см., например, рефлексивные имитационные модели эвакуации в [30], рефлек-
сивные модели транспортных потоков [31] и примеры из других прикладных областей в [27]. 
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5. РЕФЛЕКСИЯ В ТЕОРИИ ИГР И МОДЕЛЯХ КОЛЛЕКТИВНОГО ПОВЕДЕНИЯ: 
СТРУКТУРА ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ 

 
Теория игр и теория коллективного поведения изучают модели взаимодействия рациональных 

агентов. Подходы и результаты этих теорий можно рассматривать с точки зрения трех взаимосвязан-
ных  гносеологических уровней (соответствующих различным функциям моделирования) – см. рис. 1: 

– феноменологического уровня, на котором модель строится с целью описать поведение иссле-
дуемой системы (коллектива агентов); 

– прогностического уровня (цель – прогноз поведения исследуемой системы); 
– нормативного уровня (цель – обеспечение требуемого поведения системы). 
Для теории игр традиционной является схема, когда сначала описывается «модель игры» (фено-

менологический уровень); затем выбирается концепция равновесия, определяющая, что понимается 
под устойчивым исходом игры (прогностический уровень); после чего может формулироваться та или 
иная задача управления – выбора значений управляемых «параметров игры», приводящих к реализа-
ции требуемого равновесия (нормативный уровень) – см. рис. 1. 

Учет информационной рефлексии приводит к необходимости построения и анализа структур ин-
формированности, что в итоге дает возможность определить информационное равновесие и в даль-
нейшем ставить и решать задачи информационного управления – см. рис. 1. 

Учет стратегической рефлексии приводит к аналогичной цепочке, выделенной на рис. 1 жирными 
линиями: «модели стратегической рефлексии» – «рефлексивная структура» – «рефлексивное равнове-
сие» – «рефлексивное управление». 

 

 

 
 
 
 
 

«Оптимизационные» 
модели коллективного 

поведения 

Модели игр  

 
Теория игр 

Модели 
коллективного 
поведения 

Структуры 
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принятия решений 
Рефлексия 

 
Рис. 1. Дескриптивные и нормативные модели информационной и стратегической рефлексии 
 
Сравнение подходов к моделированию информационной и стратегической рефлексии проводится 

в следующей таблице 1. 
 
Табл. 1 

ПАРАМЕТР Стратегическая рефлексия Информационная рефлексия 
«Модель игры» Рефлексивная структура Структура информированности 
Равновесие Рефлексивное равновесие Информационное равновесие 
Управление Рефлексивное управление Информационное управление 
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6. КЛАССИФИКАЦИЯ И КРАТКИЙ ОБЗОР ЧАСТНЫХ МОДЕЛЕЙ 
 
6.1. Классификации моделей стратегической рефлексии 

 
Обозначим через nijl представления агента i, обладающего j-м рангом рефлексии, о ранге рефлек-

сии l-го агента. Для случая однородных агентов обозначим через qijk представления i-го агента j-го 
ранга рефлексии о доле агентов, имеющих ранг k, qk = nk / n – «истинная» доля агентов k-го ранга. 

Общий постулат, принимаемый практически во всех моделях рефлексивного коллективного по-
ведения: агент некоторого ранга рефлексии «не знает» о существовании других агентов его ранга или 
более высоких рангов, т. е. ∀ k > j qijk = 0, qijj = 1 / n. 

Основания системы классификаций моделей стратегической рефлексии. 
1) Множество возможных действий агента (конечно или «бесконечно» – например, отрезок ℜ1). 
2) Принцип выбора действий агентами нулевого ранга рефлексии: 

– фиксированные (априори заданные) действия, например фокальная точка [17]; 
– наилучший ответ на некоторые фиксированные (априори заданные) действия (например, ре-

зультаты прошлого периода); 
– случайные в соответствии с заданным распределением (как правило, равномерным). 

3) Агенты одинаковые (однородные, т. е. различаются только рангами рефлексии) или различные 
(отличаются еще и целевыми функциями). 

4) Распределение (объективное) агентов по рангам рефлексии: 
– произвольное фиксированное; 
– случайное (в соответствии с вероятностным распределением Пуассона qk = eτ τ k / k!, где τ > 0 

– параметр распределения Пуассона). 
5) Информированность агента k-го ранга относительно общего числа (множества) агентов: 

– знает множество N достоверно и считает, что эта информация является общим знанием; 
– имеет свои представления относительно общего числа (множества) агентов. 

Отметим, что практически все известные на сегодняшний день модели рефлексивного коллективного 
поведения используют первое предположение. 

6) Информированность агента k-го ранга относительно агентов более низких рангов (от 0 до k – 1 
включительно): 

– знает достоверно (или с некоторой погрешностью – см. в [32] модель для m ≤ 2); 
– предполагает, что эти агенты распределены по рангам рефлексии от 0 до k – 1 включительно в 

соответствии с некоторым нормированным (∀ k < j qijk = 1

0

( 1)j
j

l
l

n
n

n
−

=

−

∑
) вероятностным распределением 

– как правило, распределением Пуассона) – см., например, [21]; 
– считает что все (!) остальные агенты имеют ранг k – 1 – см., например, модели k-level reasoning 

[20, 33], а также развитие и дальнейшее экспериментальное исследование этих моделей в [25, 34]. 
7) Информированность агента k-го ранга относительно других агентов своего и более высоких 

рангов: 
– считает их всех принадлежащих нулевому рангу; 
– считает их всех принадлежащих k – 1-му рангу; 
– предполагает, что эти агенты распределены по рангам рефлексии от 0 до k – 1 включительно в 

соответствии с некоторым вероятностным распределением (как правило – распределением Пуассона); 
– знает ранги их рефлексии (отметим, что при этом введенный выше «постулат» не выполнен) и 

при выборе своего действия устраняет неопределенность относительно их поведения, рассчитывая на 
выбор ими наихудших для него действий. 

Как отмечалось выше, при любых значениях признаков данной системы классификаций рефлек-
сивное равновесие строится по общей схеме, приведенной в четвертом разделе. 

Все известные на сегодняшний день зарубежные (см. подразделы 6.2 и 6.3) и отечественные (см. 
подраздел 6.4) модели стратегической рефлексии укладываются в рамки предложенной системы их 
классификаций. 
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6.2. Краткий обзор теоретических зарубежных исследований 
 
За рубежом в середине 90-х г. XX века появились работы по моделям стратегической рефлексии 

– так называемые k-уровневые модели (level k models) [32, 33, 35]. Затем в 2004 году возникло их 
обобщение – модель когнитивных иерархий (Cognitive Hierarchies Model – CHM) [21]. 

В обзоре [8] выделены четыре основные подхода к построению и исследованию моделей страте-
гической рефлексии в рамках теории игр и экспериментальной экономики (ниже указаны основопо-
лагающие работы, ссылки на их последователей можно найти в обзоре [8]): 

– k-уровневый [25]; 
– равновесий квантового наилучшего ответа [36]. 
– квантовый k-уровневый [35]; 
– когнитивных иерархий [21]. 
Рассмотрим эти четыре подхода. Во всех моделях, во-первых, все агенты одинаковые (имеют 

одинаковые целевые функции и множества допустимых действий) и отличаются только своими ран-
гами рефлексии. Во-вторых, агент k-го ранга не знает о существовании (не допускает существования) 
других агентов того же или более высоких рангов рефлексии. В-третьих, агенты нулевого ранга вы-
бирают свои действия случайным образом (в соответствии с равномерным распределением на множе-
стве своих допустимых действий). В ряде экспериментальных работ (см., например, [33, 37-41]) учи-
тывается структура взаимодействия агентов – кто из агентов о чьих действиях имеет информацию. 

k-уровневые модели. Поставим в соответствие каждому агенту i ∈ N ранг его рефлексии – число 
ki ∈ {0; 1; 2; …}. Агент k-го ранга считает всех (!) остальных агентов имеющими ранг k – 1 и выбира-
ет свой наилучший ответ на их действия. Если его наилучший ответ не единствен, то он выбирает 
равновероятно любой из них. 

Одним из вариантов k-уровневой модели является так называемая Lk-модель, в которой предпола-
гается, что существуют только агенты нулевого, первого и второго рангов, и что каждый агент ранга 
k > 0 характеризуется вероятностью εk «ошибиться» и выбрать неоптимальное действие – равноверо-
ятно любое из не принадлежащих соответствующему наилучшему ответу на действия агентов k – 1-го 
уровня [8]. Таким образом, Lk-модель описывается четырьмя параметрами (на сегодняшний день 
подробно исследованы только двухуровневые модели этого класса) – долями q1 и q2 агентов первого 
и второго рангов рефлексии и их «ошибками» ε1 и ε2. 
Равновесие квантового наилучшего ответа. Для случая конечных множеств допустимых дей-

ствий агентов квантовый наилучший ответ (QBR – Quantal Best Responce) [36] QBRi(p-i; λ) i-го агента 

определяют как его смешанную стратегию с вероятностями pi(xi) = exp ( ( , ( )))
exp ( ( , ( )))

i

i i i

i i i
y

F x p
F y p

λ
λ

−

−

⋅
⋅∑

, где пара-

метр λ отражает чувствительность агентов к изменениям их целевых функций. Используя концепцию 
квантового наилучшего ответа, можно определить квантовое равновесие [36] (QRE) как профиль 
смешанных стратегий p* = ( *

1p , …, *
np ), таких, что ∀ i ∈ N  *

ip  = QBRi( *
ip− (·), λ). В [36] доказано, что 

для любой игры в нормальной форме для любого неотрицательного λ квантовое равновесие сущест-
вует. 
Квантовые k-уровневые модели (QLk) являются «пересечением» QRE и Lk моделей [35] (причем 

в отличие от Lk-моделей каждый агент считает, что агенты более низких уровней иерархии «ошибок» 
не делают) и описываются, соответственно, пятью параметрами – q1, q2, ε1, ε2 и λ. 

CHM-модели. Агент выбирает наилучший ответ, зависящий от распределения всех агентов более 
низких рангов рефлексии по этим рангам. Если предполагается, что распределение агентов по рангам 
рефлексии описывается распределением Пуассона с параметром τ, то Poisson-СHM описывается 
единственным параметром τ. 

В [8] перечисленные четыре класса моделей сравниваются на основании экспериментальных 
данных авторов соответствующих моделей. Делается вывод о неадекватности предположений о целе-
сообразности использовании распределений пуассоновского типа для описания рангов рефлексии 
агентов, а также статистически обосновывается сравнительно более высокая эффективность QLk-
модели. 
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6.3. Краткий обзор экспериментальных зарубежных исследований 
 
Типовая схема организации экспериментального исследования следующая: берется некоторая иг-

ра, как правило достаточно простая, для которой выбирается теоретическая модель, описывающая 
предполагаемое поведение участников; затем проводится серия розыгрышей – участниками обычно 
являются либо сами исследователи, либо студенты или аспиранты; после чего полученные экспери-
ментальные результаты обрабатываются с использованием статистических методов с целью иденти-
фикации параметров модели. 

Почти все исследователи признают, что существенным является тип аудитории, среди которой 
проводится эксперимент: так, например, студенты, изучавшие теорию игр, демонстрируют в среднем 
более высокий ранг рефлексии [42] (сравнение результатов игры «конкурс красоты» для различных 
групп агентов можно найти в [24]). 
Игра «конкурс красоты». Игра «конкурс красоты» (beauty contest game) является одним из хре-

стоматийных примеров, иллюстрирующих и модель когнитивных иерархий [21] (современный обзор 
зарубежных экспериментальных исследований по CHM можно найти в [43]), и другие модели страте-
гической рефлексии [8, 33, 44]. 

Пусть каждый из агентов (которых конечное число n) выбирает число от 0 до 100. Обозначим че-
рез xi ∈ {0, …, 100} действие i-го агента. Победитель – агент, выбравший число, наиболее близкое к 

заданной доле α ∈ (0; 1] от среднего действия всех агентов 
1

1 n

i
i

x
n =
∑ , – получает приз, остальные аген-

ты не получают ничего. Если «победителей» несколько, то приз делится между ними поровну. 
Если α = 1 и агентов больше двух, то любой вектор одинаковых действий агентов является рав-

новесием Нэша. Ситуация усложняется, если α < 1, при этом единственное равновесие Нэша – выбор 
всеми агентами нулевых действий. 

В моделях когнитивных иерархий предлагаются следующие рассуждения для определения «рав-
новесного» исхода [21]. Пусть действия агентов нулевого ранга распределены равномерно и α < 1. 
Тогда их среднее действие равно 50. Или можно предположить, что агенты нулевого ранга выберут 
действие 50 как фокальную точку [45]. Или в случае повторяющейся игры можно считать, что агенты 
нулевого ранга выберут свои действия на основе наблюдаемых действий агентов в прошлом периоде. 
Наилучшим ответом (см. (1)) агентов первого ранга рефлексии будет действие 50 α, агентов второго 
ранга – 50 α2, третьего – 50 α3 и т. д. Результаты различных экспериментов, подтверждающих нали-
чие этих характерных точек, можно найти в [21, 24, 43], анализ и сравнение различных моделей, а 
также исследование их соответствия экспериментальным данным – в [8]. 
Игра «11-20». В игре «11-20» участвуют два агента, которые одновременно и независимо выби-

рают число от 11 до 20. Каждый агент получает сумму денег, равную названному им числу, кроме 
того, если некоторый агент назвал число, на единицу меньшее выбора оппонента, то первый получает 
дополнительно 20 единиц [42]. 

Разумно считать действием агентов нулевого ранга выбор числа 20. Наилучшим ответом на такой 
выбор, т. е. действием игроков первого ранга, будет 19, второго – 18 и т. д. 

Условия игры (выплаты в зависимости от комбинаций действий агентов) можно модифицировать 
тем или иным образом или строить по аналогии похожие игры (например, «91-100») [42] 
Другие «экспериментальные» игры: 
– «сороконожка» (centipede game) с игроками нулевого, первого и второго рангов [46-48]; 
– «вход на рынок» (market entry game) [22, 49]. 
Некоторые результаты экспериментальных исследований. Наиболее часто в CHM использу-

ется распределение Пуассона, в том числе по следующим причинам: оно достаточно простое (с ним 
легко производить вычисления), доля соответствующих агентов быстро убывает (когнитивные огра-
ничения) с ростом ранга (причем qk / qk – 1 убывает как 1 / k) и, наконец, это распределение хорошо 
соответствует экспериментальным данным – см. [21], где доказано, что при τ → +∞ вектор действий 
агентов в Poisson-CHM сходится к равновесию Нэша, получающемуся последовательным исключени-
ем слабо доминируемых действий [3] (в общем случае – при непуассоновском распределении – этот 
результат не имеет места). 
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В дискретном распределении Пуассона qk = eτ τ k / k! параметр τ является и средним, и дисперси-

ей, кроме того 2

1 1
k

k

q
q k

τ−

−

=
−

. Поэтому его «среднее» экспериментальное значение может интерпретиро-

ваться как «средний ранг» рефлексии агентов. Большинство экспериментов свидетельствуют, что это 
значение лежит от 1 до 2, обычно – около 1,5 (см. в [8, 21] результаты экспериментов в игре «конкурс 
красоты»). 

В [42] для игры «11-20» (для 108 участников) получено следующее распределение агентов по 
рангам рефлексии: 

 
Табл. 2 

«Ранг» 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Действие 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 
Доля агентов (%) 6 12 30 32 6 1 6 3 0 4 

 
В [50] описаны результаты экспериментов, в соответствии с которыми от 40 % до 60 % агентов 

имеют ненулевой ранг рефлексии (выбирают действия, отличные и от действий агентов нулевого 
ранга, и от равновесия Нэша). В [23] приводится и обсуждается следующая сводка распределений 
агентов по рангам рефлексии: 

 
Табл. 3 

Ранг Доля агентов [32] Доля агентов [51] Доля агентов [25] 
0 0,25 0,42 0,21 
1 0,12 0,44 0,21 
2 0,12 0,11 0,27 
3 0,12 0,03 0,19 
4 0,12 0,01 0,09 
5 0,12 0 0,03 
6 0,12 0 0,01 
7 и выше 0 0 0 

 
Стоит подчеркнуть, что делаемые на основании экспериментов выводы о наличии (и доле) агентов 
пятого, шестого и других более высоких «рангов» рефлексии представляются сомнительными (про-
тиворечащими здравому смыслу). В целом, получаемые в результате экспериментов распределения 
агентов по рангам рефлексии различны и, наверное, сильно зависят как от самой игры, так и условий 
проведения эксперимента, состава участников и т. д. 

 
6.4. Стратегическая рефлексия в биматричных играх 

 
В исследованиях советских и российских авторов основной акцент при изучении стратегической 

рефлексии был сделан на теорию биматричных игр. 
Рассмотрим игру двух агентов, число действий каждого из которых конечно. Как известно, такие 

игры называются биматричными [2, 3] и целевые функции первого и второго агентов в них обычно 
задаются матрицами A = (aij) и B = (bij), вместе составляющими матрицу игры (A, B) = (aij, bij). 

Обозначим X1 = {1, 2, ..., r1} – множество действий первого агента, X2 = {1, ..., r2} – множество 
действий второго агента. Введем следующие предположения: 

– матрицы выигрышей не содержат доминируемых стратегий4; 
– для каждого агента существует однозначное отображение, ставящее в соответствие любой стра-

тегии оппонента единственный наилучший ответ данного агента; кроме того, максимальный гаранти-
рованный результат каждого агента достигается ровно на одном действии. 

Поясним, что будет пониматься под рангом рефлексии (точнее, под рангом стратегической реф-
лексии). В рефлексивных биматричных (и не только биматричных [1]) играх выбор стратегий агента-
ми осуществляется на основании знания рангов рефлексии оппонента. Ранги рефлексии определяются 
                                                           
4 Если отказаться от этого предположения, то приведенные в настоящем разделе результаты останутся в силе, если под r1 и r2 понимать 
число соответствующих недоминируемых стратегий. 
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следующим образом. «Игрок имеет нулевой ранг рефлексии, если он знает только матрицу платежей. 
Игрок обладает первым рангом рефлексии, если он считает, что его противники имеют нулевой ранг 
рефлексии, т. е., знают только матрицу платежей. Вообще, игрок с k-м рангом рефлексии предполага-
ет, что его противники имеют k – 1-й ранг рефлексии. Он проводит за них необходимые рассуждения 
по выбору стратегии и выбирает свою стратегию на основе знания матрицы платежей и экстраполя-
ции действий своих противников» [19]. 

В [52] доказано, что в биматричных играх неограниченное увеличение ранга рефлексии заведо-
мо нецелесообразно, т. е. существует так называемый максимальный целесообразный ранг рефлексии 
[1], превышение которого не приводит к новым действиям агентов. Максимальный целесообразный 
ранг рефлексии не превышает max {min {r1, r2 + 1}, min {r2, r1 + 1}} [52]. 

Из последнего утверждения следует, что множество допустимых действий по выбору ранга ко-
нечно. Поэтому можно перейти из исходной игры к игре рангов, в которой действием агента являет-
ся выбор ранга стратегической рефлексии. Верхняя оценка количества возможных попарно различ-
ных пар действий составляет r = r1 × r2. Тогда исходную биматричную игру можно преобразовать в 
биматричную игру r × r. Ясно, что некоторые строки и столбцы этой новой матрицы могут совпадать 
(это означает, что выбор агентами разных рангов приводит к одному и тому же действию в исходной 
игре). Отождествив совпадающие строки и столбцы, получают матрицу новой игры, которую будем 
называть игрой выбора ранга стратегической рефлексии, или для краткости игрой рангов. В [53] 
доказана справедливость следующих утверждений: 

– матрица выигрышей в игре рангов является подматрицей матрицы исходной биматричной иг-
ры; 

– для произвольной биматричной игры переход к игре рангов не приводит к появлению новых 
равновесий; 

– в игре рангов существует не более двух равновесий. 
 
 

7. ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ 
 

Рассмотрим рефлексивное разбиение в качестве управляемого параметра. Можно сформулиро-
вать задачу управляемости: пусть задано множество ℑ допустимых рефлексивных разбиений; требу-
ется найти множество X(ℑ) = *( )x

ℵ∈ℑ

ℵ∪  векторов действий агентов, которые могут быть реализованы в 

результате рефлексивного управления – выбора рефлексивного разбиения ℵ. Обратной является зада-
ча поиска «минимального» в том или ином смысле множества допустимых рефлексивных разбиений, 
позволяющего реализовать заданный вектор действий агентов как рефлексивное равновесие. 

Рассмотрим теперь собственно задачу управления. Пусть предпочтения управляющего органа – 
центра – описываются его действительнозначной целевой функцией F0(Q(x*)), заданной на множест-
ве агрегированных ситуаций игры (Q: ℜn → ℜ1), т. е. F0(⋅): ℜ1 → ℜ1. Тогда, воспользовавшись выра-
жением (12), эффективность рефлексивного разбиения ℵ можно определить как K(ℵ) = F0(Q(x*(ℵ))). 

Следовательно, формально задачу рефлексивного управления (в терминах рефлексивных разбие-
ний) можно сформулировать в виде 
(13) K(ℵ) → max

ℵ∈ℑ
. 

Обозначим через Km максимальное значение критерия эффективности в задаче (13) при фиксиро-
ванном максимальном ранге рефлексии m. По аналогии с тем, как это делалось для моделей стратеги-
ческой рефлексии в [1], можно сформулировать задачу о максимальном целесообразном ранге реф-
лексии – таком, больше которого центру (с точки зрения задачи управляемости или/и эффективности 
рефлексивного управления) использовать не имеет смысла: 

m* = min {m | m ∈ Arg 
0,1, 2, ...

max
w=

 Kw}. 

Обсудим согласованность субъективных рефлексивных разбиений агентов. Предположим, что 
каждый агент наблюдает только агрегированную ситуацию игры. Как отмечалось выше в четвертом 
разделе при рассмотрении общей модели рефлексивного коллективного поведения, прогнозируемые 
агентами траектории могут отличаться от реализованной. Это может служить для агентов основанием 
для того, чтобы усомниться в правильности своих субъективных рефлексивных разбиений. Если 
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агенты наблюдают (помимо собственных действий) только агрегированную ситуацию игры, то по 
аналогии с условием стабильности информационного управления [17] можно ввести условие ста-
бильности рефлексивного разбиения – потребовать, чтобы агрегированная ситуация для реализован-
ной траектории для всех агентов совпадала с прогнозируемыми ими агрегированными ситуациями. 
Отметим, что стабильность рефлексивного разбиения тесно связана с обучением в играх [40] – на-
блюдая поведение оппонентов, отличное от прогнозируемого, агенты могут менять свои представле-
ния о рангах рефлексии оппонентов или могут переходить на более высокие уровни рефлексии – см. 
частные эксперименты в [26] (наиболее ярко эти эффекты проявляются в динамических играх – см. 
dynamic level-k games в [47]). 

При фиксированном рефлексивном разбиении ℵ ∈ ℑ реализуется вектор действий, определяемый 
выражением (12). Соответственно реализуется агрегированная ситуация Q(x*(ℵ)). 

С точки зрения j-го агента, обладающего k-м рангом рефлексии, реализуется вектор 
( )jk jkx ℵ%  = (

0l Nx ∈ , 
1

1l Nx ∈ , 
2

2l Nx ∈ , …, 
1 ... \{ }[ 1]

k k ml N N N jx k
−∈ ∪ ∪ ∪− , xkj), j ∈ Nk, k = 0, m . 

Условие стабильности рефлексивного разбиения ℵ ∈ ℑ примет вид 
Q( ( )jk jkx ℵ% ) = Q(x*(ℵ)), j ∈ Nk, k = 0, m . 

Задачу рефлексивного управления (13) можно ставить на множестве стабильных рефлексивных 
управлений (если таковое не пусто). Содержательно это будет означать, что центр формирует такое 
оптимальное разбиение агентов по рангам рефлексии, что ни один из агентов на основании наблюде-
ния агрегированных результатов «игры» не имеет оснований усомниться в справедливости своих 
представлений о рангах рефлексии оппонентов. 

В заключение настоящего раздела кратко обсудим, каким образом центр может управлять раз-
биением агентов по рангам рефлексии. На сегодняшний день в литературе описаны два возможных 
подхода. Первый подход предполагает, что агенты безусловно верят центру и воспринимают сооб-
щаемую им информацию как истинную, независимо от своих первоначальных представлений. Тогда 
центр, последовательно сообщая ту или иную информацию различным группам агентов, может фор-
мировать различные (но не любые! – см. [54]) структуры информированности (см. также примеры в 
[1, 17]) и, соответственно, рефлексивные структуры. Второй подход заключается в том, что агенты не 
просто заменяют свои представления теми, которые сообщает центр, а сообщения центра лишь сни-
жают для агентов неопределенность – сокращают множество возможных с их точки зрения «миров» 
[55]. В целом, разработка моделей формирования рефлексивных структур под влиянием поступаю-
щей к агентам информации представляется чрезвычайно перспективным направлением будущих 
исследований. 

 
8. ПРИМЕРЫ ВОЗМОЖНЫХ ПРИЛОЖЕНИЙ 

 
На сегодняшний день известен ряд прикладных моделей, иллюстрирующих эффекты стратегиче-

ской рефлексии в моделях группового поведения (прикладные модели, учитывающие информацион-
ную рефлексию агентов, можно найти в [56]). Перечислим кратко основные результаты, которые 
свидетельствуют, что наличие рефлексирующих агентов может изменять групповое поведение суще-
ственным образом. 

Модель «Олигополия Курно» (в качестве базовой используется классическая модель олигопо-
лии [57]) демонстрирует, что при определенном диапазоне значений начальных действий агентов 
можно реализовать эффективные по Парето или равновесные по Нэшу уровни производства или 
увеличить суммарный объем производства за счет введения определенного числа агентов первого и 
второго рангов рефлексии [27, 58]. 

Второй пример – «Задача о консенсусе», содержательная интерпретация которой следующая: 
действиям агентов соответствуют их положения на прямой (координаты в пространстве или мнения и 
т. д. – см. обзоры в [59-61]), агрегированной ситуации – среднее значение координат агентов. Целевой 
функцией агента является его «отклонение» от агрегированной ситуации, а критерием эффективности 
– «дисперсия» положений агентов (в данном примере целевая функция центра зависит не только от 
агрегированной ситуации игры, но и от всего вектора действий агентов). Оказывается, что в этом 
случае введение рефлексирующих агентов расширяет множество векторов действий, которые могут 
выбрать агенты, и приводит к росту значения критерия эффективности [27]. 
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В модели «Активная экспертиза» наличие рефлексирующих агентов даже первого ранга суще-
ственно расширяет диапазон возможных результатов экспертизы [13], которыми может манипулиро-
вать ее организатор, т. е. наличие рефлексирующих агентов может приводить к последствиям, нега-
тивным, условно говоря, с точки зрения группы в целом (см. также модели формирования команд в 
[62]). Второй ранг рефлексии позволяет реализовать равновесие Нэша [27]. 

В модели «Транспортные потоки и эвакуация» наличие рефлексирующих агентов первого ран-
га позволяет достичь минимального (оптимального с «централизованной» точки зрения) времени 
эвакуации из здания группы агентов, принимающих решения децентрализовано [27]. В [30, 31, 58] 
можно найти описание имитационных моделей транспортных потоков и эвакуации, учитывающих 
рефлексию агентов. 

В модели «Диффузная бомба» число агентов, достигших цели, монотонно растет с увеличением 
доли рефлексирующих агентов первого ранга [63]. 

Для модели «Фондовый рынок» (следует подчеркнуть, что именно фондовый рынок является 
объектом моделирования, для которого, наверное, наиболее часто используют «рефлексивные» рас-
суждения – см., например, [64-66]) показано, что изменить рыночную цену (по сравнению с нереф-
лексивным принятием решений) может только определенная «критическая масса» рефлексирующих 
агентов [27]. 

 
9. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 
Метод рефлексивных разбиений множества рациональных агентов на подмножества агентов, об-

ладающих различными рангами стратегической рефлексии, позволяет: 
• с точки зрения теории принятия решений – расширить класс моделей коллективного поведения 

интеллектуальных агентов, осуществляющих совместную деятельность в условиях неполной инфор-
мированности и отсутствия общего знания; 

• с дескриптивной точки зрения – расширить множество ситуаций, которые в рамках модели мо-
гут быть «объяснены» как рефлексивные равновесия – устойчивые исходы взаимодействия агентов; 
соответственно, в рамках задач рефлексивного управления – расширить область управляемости; 

• с нормативной точки зрения – ставить и решать задачи рефлексивного группового управления. 
Современный уровень исследований моделей стратегической рефлексии таков, что пока не суще-

ствует универсального «аппарата» поиска аналитических решений для широких классов задач реф-
лексивного управления – все успехи ограничены набором частных и достаточно простых моделей 
(см. ссылки в восьмом разделе). Видятся два направления возможных будущих прорывов. Первое – 
экспериментальные исследования принятия агентами решений и поиск общих закономерностей на 
основе анализа результатов экспериментов. Второе направление (теоретическое) – разработка языка 
описания рефлексивных моделей, позволяющего достаточно просто и единообразно ставить и решать 
различные задачи рефлексивного управления. 

Задачи рефлексивного управления, поиска максимального целесообразного ранга рефлексии и др. 
можно и нужно ставить и решать в рамках и других (отличных от рассмотренных выше) модифика-
ций предложенной модели рефлексивного коллективного поведения, что представляется перспектив-
ным направлением будущих исследований. В первую очередь, это – задачи активного прогноза [67], в 
рамках которого агенты по информации центра о будущем состоянии системы «восстанавливают» 
текущее состояние (осуществляя информационную рефлексию) и принципы принятия оппонентами 
решений (осуществляя стратегическую рефлексию), а потом на основании этой новой информации 
принимают решения. Здесь введение рефлексивных разбиений выглядит очень многообещающим. 

Почти все авторы, исследующие модели стратегической рефлексии в коллективах агентов, схо-
дятся во мнении, что перспективной областью прикладного использования этих моделей являются 
мультиагентные системы. С одной стороны, так как эти системы искусственные, то наделение раз-
личных агентов теми или иными рангами рефлексии не представляет проблемы (в отличие от рефлек-
сивного управления коллективами людей – см. краткое описание методов информационных воздей-
ствий выше) и может производиться на этапе проектирования мультиагентной системы. Задача 
«управления» при этом заключается в выборе оптимальной доли рефлексирующих агентов с учетом 
того, что повышение их «интеллектуальности» требует затрат на наделение этих агентов соответст-
вующими вычислительными, коммуникационными и другими ресурсами. С другой стороны, анализ 
литературы по мультиагентным системам свидетельствует, что использование искусственных авто-
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номных агентов, наделенных способностью к рефлексии, не получило еще массового распростране-
ния (исключение составляют модели эвакуации, а также некоторые другие частные модели группово-
го поведения – см. восьмой раздел и [27]). 
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