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ДИСКРЕТНОСТЬ ПРОТИВ НЕПРЕРЫВНОСТИ  
В ИНФОРМАЦИОННЫХ ТЕХНОЛОГИЯХ:  

КВАНТОВОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ И ЕГО АЛЬТЕРНАТИВЫ 
С.Л. Блюмин 

Обсуждается роль квантового исчисления, «дифференциального исчисле-
ния без взятия пределов», как дискретного аналога непрерывного матема-
тического анализа, ориентированного на информационные технологии. 
Рассмотрены различительные исчисления, которые альтернативны кванто-
вому исчислению и связывают конечные различители значений аргумента 
с конечными различителями значений функции при их различных сочета-
ниях.   
  
Введение 
 
     В [1] подчеркивается приоритетность дискретного похода в теории и 
практике систем управления. Приведенная мотивация в полной мере отно-
сится и к информационным (компьютерным) технологиям (по классифика-
ции УДК: 004.9 – прикладные информационные (компьютерные) техноло-
гии). Хорошо известен междисциплинарный характер информационных 
технологий, использующих новейшие достижения математики, физики и 
других наук. С информационными технологиями уже традиционно связы-
ваются разделы дискретной математики – математическая логика, теория 
конечных множеств, теория графов, теория конечных автоматов  и др. Ме-
жду тем продолжает иметь место отмеченная еще в [2] «традиционность 
«непрерывностного» мышления», связанная с тем, что базой классического 
математического образования является математический анализ – диффе-
ренциальное и интегральное исчисление [3], основной «непрерывностной» 
операцией которого является предельный переход.   
     Дискретным аналогом классического непрерывного математического 
анализа, ориентированным на информационные технологии, может слу-
жить квантовый  анализ, или квантовое исчисление, образно характеризуе-
мое как «математический анализ, или дифференциальное исчисление, без 
взятия пределов». Его элементарное изложение [4] написано на уровне 
базовых курсов математического анализа и линейной алгебры и рассчитано 
на подготовку студентов и аспирантов в области прикладной математики, 
информатики и физики, учитывая тем самым междисциплинарный харак-
тер проблематики. 
     Квантовое исчисление изложено в [4] в двух вариантах: h-исчисление и 
q-исчисление. Буква h используется как напоминание о постоянной План-



  

ка, которая является наиболее важной физической константой в квантовой 
механике (физике микроскопического мира). Буква q используется как 
первая буква слова «quantum». Эти два квантовых параметра связаны соот-
ношением heq = .  
     Для числовой функции y=f(x),  x,y∈R, в h-исчислении роль производной 
играет h-производная 

h
f(x)h)f(xf(x)hD −+=  -  

общепринятое в дифференциальном исчислении [3] допредельное выраже-
ние производной: если а и b – два значения аргумента, то их конечная раз-
ность h=b-a, и при этом b=a+h=a+(b-a). 
     В q-исчислении роль производной играет q-производная 

xqx
f(x)q)f(xf(x)qD

−⋅
−⋅=   -  

выражение, отличающееся тем, что если а и b – два значения аргумента, то 
их конечное частное q=b/a, и при этом b=a⋅q=a⋅(b/a), а разность b-a=a⋅q-a.  
     Незначительное на первый взгляд отличие приводит к весьма разли-
чающимся вариантам квантового исчисления. В соответствии с терминоло-
гией,  используемой ниже, h-исчисление сочетает аддитивные конечный 
различитель и переход, тогда как в q-исчислении мультипликативные ко-
нечный различитель и переход сочетаются с аддитивным конечным разли-
чителем. 
     Цель данной работы – рассмотреть некоторые из возможных сочетаний 
подобного рода и возникающие в этих случаях исчисления.  
 
Связь квантового и дифференциального исчислений 

 
     Учитывая отмеченную выше «традиционность «непрерывностного» 
мышления», уместно указать очевидную связь квантового и дифференци-
ального исчислений, считая h не конечным, а «аддитивно» бесконечно 
малым, то есть h→0, а q – не конечным, а «мультипликативно» бесконечно 
малым, то есть q→1.  
     Взятие пределов h- и q-производных, если эти пределы существуют, 
приводит к обычной производной: 

(x)ff(x)qD1qlimf(x)hD0hlim ′=→=→ . 

     Ниже систематически используется связь квантового и дифференциаль-
ного исчислений, имеющая место и без взятия пределов, при конечных h и 
q, основанная на формуле конечных приращений Лагранжа [3] (теореме о 
промежуточной точке, теореме о среднем значении): 



  

(c)f
ab
f(a)-f(b) ′=

−
. 

В соответствии с ней h- и q-производные выражаются через обычную про-
изводную: 

(c)f
h

f(x)h)f(xf(x)hD ′=−+= , 

(c)f
xqx
f(x)q)f(xf(x)qD ′=

−⋅
−⋅= , 

где с – точка, промежуточная между a и b, х и х+h или х и х⋅q. В первом из 
этих соотношений общепринята аддитивная параметризация промежуточ-
ной точки с=х+α⋅h, 0≤α≤1; во втором возможны как аддитивная, 
с=x+α⋅[x⋅q-x]=x⋅[1+α⋅(q-1)], так и мультипликативная, с=x⋅qβ, 0≤β≤1, пара-
метризации. Параметры α и β  взаимосвязаны соотношением 1+α⋅(q-1)=qβ, 
откуда α=[qβ-1]/[q-1], β=[ln(1+α⋅(q-1))]/[lnq]. 
     Наряду с разностью h=b-a и частным q=b/a в приведенных соотношени-
ях может быть использована относительная разность r=(b-a)/a=h/a=q-1; в 
этом случае 1+α⋅r=(1+r)β, откуда α=[(1+r)β-1]/r,  β=[ln(1+α⋅r)]/[ln(1+r)]. 
     Выражения для параметра α допускают истолкование в терминах функ-
ции  f(x)=xβ, например, 

1xxxq

βxβ(xq)
1x)β(xqD

1-q
1βqα =−

−===−=
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     Отправной для дальнейшего является следующая запись формулы ко-
нечных приращений: 

a)-(b(c)ff(a)-f(b) ⋅′=  .                           (1) 
 
Различительные исчисления 
 
     Одной из основных в поле действительных чисел R является аддитивная 
операция – сложение +. Обратная к ней операция вычитания - определяет 
используемые в формуле (1) аддитивные различители (разности) значений 
аргумента h=b-a и функции H=f(b)-f(a). Вообще говоря, H≠f(h), f(b)-f(a)≠f(b-
a), но если по функции f(x)  можно определить вспомогательную функцию 
δ[f](x) такую, что H=δ[f](h), то δ[f] является аддитивной различительной 
функцией функции  f. Функции γ(х), для которых H=γ(h), γ(b)-γ(a)=γ(b-a), 
являются аддитивными гомоморфизмами [5] поля R, удовлетворяют пер-
вому функциональному уравнению Коши [6] γ(a+b)=γ(a)+(b) и имеют 
структуру γ(x)=k⋅x. Если δ[f] такова, то она является аддитивным различи-
тельным гомоморфизмом γ[f] функции f. Это именно так в формуле (1),  
причем γ[f] определяется данной функцией f тем, что значение параметра  
k= (c)f ′ . Поэтому может быть записана 



  

– основная формула аддитивного различительного исчисления 
a).(b(c)ff(a)f(b)  :γ[f](h)H −⋅′=−=       (1) 

     Другой основной в поле действительных чисел R является мультипли-
кативная операция – умножение ⋅. Обратная к ней операция деления / оп-
ределяет (при условии ее выполнимости) мультипликативные различители 
(частные) значений аргумента q=b/a и функции Q=f(b)/f(a).  
     Простейшей задачей различительных исчислений является установле-
ние связей между теми или иными различителями значений аргумента и 
функции. 
     Так, простыми «арифметическими» следствиями формулы (1), получае-
мыми «домножением/делением» и «прибавлением/вычитанием», являются 
выражения: 

a),(b
f(a)
(c)f1

f(a)
f(b):δ[f](h)Q −⋅′+==              (2’) 

,1
a
ba(c)ff(a)f(b):δ[f](q)H 







 −⋅⋅′=−=      (3’) 
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f(b):δ[f](q)Q 







 −⋅⋅′+==         (4’) 

Эти выражения решают поставленную задачу, однако вспомогательные 
функции в них не являются гомоморфизмами. Действительно, если выра-
жению (1) соответствует первое функциональное уравнение Коши,  то вы-
ражениям (2’) – (4’) соответствуют следующие функциональные уравнения 
Коши [6]: 

- второе γ(b)γ(a)b)γ(a ⋅=+  или a),γ(b
γ(a)
γ(b) −=  решения которого –  адди-

тивно-мультипликативные гомоморфизмы поля R – имеют структуру 
xkγ(x) = ; 

- третье γ(b)γ(a)b)γ(a +=⋅  или  ,
a
bγγ(a)γ(b) 







=−  решения которого –  

мультипликативно-аддитивные гомоморфизмы поля R – имеют структуру  
ln(x)kγ(x) ⋅= ; 

- четвертое γ(b)γ(a)b)γ(a ⋅=⋅  или  ,
a
bγ

γ(a)
γ(b)








= решения которого –  муль-

типликативные гомоморфизмы поля R – имеют структуру .kxγ(x) =  
     Выражения искомого типа, использующие именно гомоморфизмы, мо-
гут быть получены из того же выражения (1), но путем не «домноже-
ния/деления» и «прибавления/вычитания», а путем «логарифмирова-
ния/экспоненцирования»  аргумента и/или функции, и имеют следующий 
вид: 



  

– основная формула аддитивно-мультипликативного различительного ис-
числения 
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– основная формула мультипликативно-аддитивного различительного ис-
числения 

,
a
blnc(c)ff(a)f(b):γ[f](q)H 







⋅⋅′=−=     (3) 

– основная формула мультипликативного различительного исчисления 
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В них значения параметра k соответствующего гомоморфизма определя-
ются данной функцией f следующим образом: 

- в выражении (2)     






 ′= f(c)
(c)fexpk ; 

- в выражении (3)    c(c)fk ⋅′= ; 

- в выражении (4)   
f(c)

c(c)fk ⋅′=  . 

     Для функции нескольких переменных y=f(x1,…,xn),  x1,…,xn,y∈R, могут 
быть получены выражения, соответствующие (1) – (4). Так, выражению (1) 
соответствует 
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а выражению (4) –  

∏ =
∂

⋅∂

=

=













n
1i

)nc,...,1/f(c
ix

ic)nc,...,1f(c

ia
ib

)na,...,1f(a
)nb,...,1f(b

.    (5) 

     До сих пор при установлении связей между различителями значений 
аргумента и функции не учитывалось то, как осуществляется переход от 
значения а к значению b и как после этого определяется различитель этих 
значений. Естественным представляется сочетание аддитивного перехода с 
аддитивным различителем, когда b=a+h и b-a=(a+h)-a=h, или сочетание 



  

мультипликативного перехода с мультипликативным различителем, когда 
b=a⋅q и b/a=(a⋅q)/a=q.  
     Первый случай имеет место в h-исчислении и является общепринятым в 
дифференциальном исчислении; ему соответствует аддитивное различи-
тельное исчисление и его основная формула в записи 

h.h)α(aff(a)h)f(a  :γ[f](h)H ⋅⋅+′=−+=   
     В отличие от этого, в q-исчислении мультипликативный переход соче-
тается с аддитивным различителем: b=a⋅q, b-a=a⋅q-a; аддитивным является 
и различитель значений функции.  Из вышеупомянутых этому случаю со-
ответствует мультипликативно-аддитивное различительное  исчисление, из 
основной формулы которого следует связь 

a).q(a1)]-lnq/(qβq)βq(af[

f(a)q)f(a
  :δ[f](h)H

−⋅⋅⋅⋅⋅′=

=−⋅
=

       

     В мультипликативном исчислении в смысле [7] аддитивные переход и 
различитель значений аргумента сочетаются с мультипликативным разли-
чителем значений функции, что соответствует вышеупомянутому аддитив-
но-мультипликативному различительному исчислению, основная формула 
(2) которого в этом случае записывается в виде (мультипликативная теоре-
ма о среднем значении из [6]) 
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f(c)
(c)fexp
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h)f(a:γ[f](h)Q



















 ′=+= , 

причем допредельное выражение мультипликативной производной 

h
1

f(x)
h)f(xf(x)hQ 









 +=  

связано с h-производной соотношением  
lnf(x)hDf(x)hlnQ = . 

     Наконец, в исчислении «частные вместо разностей» в смысле [8] естест-
венным образом сочетаются  мультипликативные переходы и различители, 
что соответствует мультипликативному различительному исчислению, 
основная формула (4) которого в этом случае записывается в виде 

( ) f(c)
c(c)f

q
f(a)

q)f(a:γ[f](q)Q
⋅′

=⋅= . 

К этой же связи приводят результаты работы [9], в которой основные 
арифметические операции сложения и умножения рассматриваются как 
звенья «естественной цепи бинарных арифметических операций» так, что 
если обычное умножение трактовать как «сложение», x⊕y=x⋅y, то соответ-



  

ствующим ему (в смысле распределительного закона) «умножением» ока-
зывается операция (над положительными числами) lnyxyx =⊗ ; «обоб-
щенная производная» определяется «обычным» образом, но при указанной 
трактовке операций. 
  
«Квантовая» экономика 
 
     Бытуют разнообразные трактовки термина «квантовая экономика» (см., 
например, [10]). Естественной можно считать трактовку, присущую эконо-
мическому факторному анализу [11] и состоящую в том, что экономиче-
ские факторы и зависящие от них показатели претерпевают, вообще гово-
ря, не бесконечно малые, но конечные изменения – изменяются 
«квантами». Именно этому соответствует  систематически используемая в 
данной работе формула конечных приращений.  
     Разность h трактуется в этом контексте обычным образом как прираще-
ние, а частное q – как индекс экономической величины; отношение относи-
тельных приращений r=(b-a)/a  и R=(f(b)-f(a))/f(a) трактуется как эластич-
ность E(f)=R/r зависимости y=f(x), а ее предел при b→a – как предельная 

эластичность 
f(a)

a(a)fa)(ef ⋅′=>< . Именно эта характеристика в промежуточ-

ной точке с фигурирует в формулах (4), (5) (в (5) – частные эластичности). 
Аналогично дифференциальному разработано эластичностное исчисление. 
     Связи между различителями h, q, r  и H, Q, R могут быть установлены 
подобно тому, как выше установлены связи между различителями h, q и H, 
Q, например, 








⋅⋅′==
a
blnf(a)

c(c)f
f(a)

f(a)-f(b):δ[f](q)R . 

 
Заключительные замечания 
 
     Истоки «различителей» и «переходов» восходят к Евдоксу (мультипли-
кативный вариант) и Гамильтону (аддитивный вариант), а истоки «цепи 
арифметических операций» – к Абелю; см. [12].  
     Мультипликативное исчисление [7] является одним из представителей 
не-ньютоновых исчислений, основы которых представлены в [13].  
     Аддитивное различительное исчисление связано с исчислением конеч-
ных разностей [14]; с этой точки зрения различительные исчисления могут 
быть охарактеризованы как «исчисления конечных разностей и/или конеч-
ных частных и/или конечных относительных разностей». 



  

     В данной работе не затронуты вопросы, связанные с новой быстро раз-
вивающейся и популярной областью исследований – теорией квантовых 
вычислений и квантовых компьютеров (см., например, [15]). 
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