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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Динамичные изменения экономических 
условий, характеризующие российскую действительность в течение 
последних десяти лет, привели к существенному повышению роли 
и усложнению систем управления. При этом все более существен­
ным становится зависимость успешности функционирования орга­
низаций — активных систем (АС) -  не только от самого механизма 
управления, но и от состава управляющего и исполнительного 
звеньев.

Проблемы эффективности функционирования АС исследуются 
в работах В.Н. Буркова, Ю.Б. Гермейера, В.А. Ирикова,
В.В. Кондратьева, А.Ф. Кононенко, Д.А. Новикова, Д. Бенрнхейма, 
А. Диксита, П. Милгрома, М. Питерса, М. Уинстона, О. Харта, 
Б. Хелстрома и др. В то же время, отсутствие обоснованных, адек­
ватных моделей и методов управления составом АС (под составом 
понимается множество участников АС) делает актуальным разра­
ботку и исследование механизмов формирования и изменения 
состава.

Цель работы состоит в исследовании, разработке и внедрении 
механизмов эффективного управления составом активных систем.

Достижение поставленной цели требует решения следующих 
основных задач:

1. Постановка общей задачи управления составом активных 
систем, введение системы классификаций задач управления соста­
вом.

2. Разработка оптимальной унифицированной системы стиму­
лирования для заданного состава активных систем;

3. Разработка моделей и методов эффективного управления 
исполнительным составом.

4. Разработка моделей и методов эффективного управления 
руководящим составом.

5. Внедрение разработанных моделей и методов в практику 
управления реальными социально-экономическими системами.

Основным методом исследования является математическое 
моделирование, то есть разработка и исследование математических 
моделей управления составом активных систем с использованием
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подходов и результатов теории активных систем, теории игр, сис­
темного анализа и исследования операций.

Связь с планом. Исследования по теме диссертационной ра­
боты проводились в соответствии с плановой тематикой работ 
Института проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН.

Научная новизна работы. В результате проведенных теоре­
тических исследований и обобщения практического опыта:

1. Сформулирована общая теоретико-игровая модель управ­
ления исполнительным и управляющим составом активных систем; 
выделены задачи формирования и оптимизации состава (задача об 
увольнении, задача о приеме на работу, задача замены состава).

2. Решена задача синтеза оптимальной унифицированной сис­
темы стимулирования, которая в непрерывном случае сведена к 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений.

3. Решена задача управления исполнительным составом ак­
тивных систем; разработана и исследована модель динамического 
управления, для которой предложен алгоритм последовательной 
максимизации ожидаемой «прибыли» от изменения состава.

4. Получены условия существования и Парето-оптимальности 
равновесий игры управляющих органов.

5. На основании анализа моделей сотрудничества и конкурен­
ции решена задача управления управляющим составом активных 
систем.

Практическая значимость работы определяется разработан­
ными автором методическими рекомендациями по построению 
эффективных механизмов управления составом активных систем. 
Эти рекомендации могут использоваться для решения задач управ­
ления широким классом организаций и промышленных предпри­
ятий.

Реализация результатов работы. Результаты теоретического 
исследования моделей и методов управления составом активных 
систем использовались при реализации кадровой политики в про­
цессе реформирования и реструктуризации ряда организаций и 
промышленных предприятий, что подтверждено актами о внедре­
нии.

Личный вклад. Все основные результаты получены автором.
Апробация работы. Основные результаты, полученные в дис­

сертационной работе, докладывались на: семинарах Института

4



проблем управления им. В.А. Трапезникова РАН (1999-2003), 
Московского физико-технического института (1999-2001), между­
народной научно-практической конференции «Теория активных 
систем» (Москва, 2001), международной научно-практической 
конференции «Управление безопасностью при чрезвычайных 
ситуациях» (Москва, 1999), международных научно-технических 
конференциях «Современные системы управления предприятием» 
(Липецк, 2001; Старый Оскол, 2002; Воронеж, 2003).

Публикации. По теме диссертационной работы автором опуб­
ликовано 15 печатных работ общим объемом 9,6 печатных листов.

Структура и объем работы. Диссертационная работа состоит 
из введения, четырех глав, заключения, списка литературы и при­
ложений. Работа содержит 151 стр. текста, список литературы 
включает 78 наименований. Приложения содержат: обзор извест­
ных моделей и методов управления составом АС, решение задачи 
динамического формирования состава АС, методические рекомен­
дации по управлению составом АС, а также акты о внедрении 
результатов диссертационной работы.

Содержание работы

Во введении обоснована актуальность темы диссертационной 
работы, определены цель и задачи исследования, охарактеризованы 
используемые методы, описаны структура работы, взаимосвязь и 
краткое содержание ее разделов.

В первой главе рассматриваются проблемы управления соста­
вом активных систем.

В разделе 1.1 "Классификация задач управления составом" 
анализируется место задачи управления составом АС в совокупно­
сти задач управления АС. Показывается, что для решения задачи 
управления составом АС необходимо уметь решать задачу управ­
ления фиксированным составом АС, которая фактически является 
задачей об оптимальном стимулировании управляемых субъектов
— активных элементов (АЭ).

Выделим три общих подхода к решению задач формирования 
состава АС на основании рассмотрения задач стимулирования. 
Первый подход заключается в «лобовом» рассмотрении всех воз­
можных комбинаций потенциальных участников АС. Его достоин-
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ство -  нахождение оптимального решения, недостаток -  высокая 
вычислительная сложность. Второй подход основывается на мето­
дах локальной оптимизации. Используемые при этом эвристиче­
ские методы в общем случае не дают оптимального решения и 
поэтому требуют оценивания их гарантированной эффективности. 
И, наконец, третий подход заключается в исключении заведомо 
неэффективных комбинаций АЭ на основании анализа специфики 
задачи стимулирования.

Во всех трех описанных подходах задачей центра является 
максимизация математического ожидания функционала, характери­
зующего результат деятельности всей системы в целом, на множе­
стве допустимого состава.

В работе впервые предпринимается попытка систематического 
рассмотрения механизмов управления составом АС. Для этого 
проводится обзор основных результатов отечественных и зарубеж­
ных авторов, полученных в рассматриваемой области АС (Прило­
жение 3). вводится классификация задач управления составом (см. 
рисунок 1).

Рис.  1. Задачи  управления  со ст ав ом  АС

Задача формирования состава АС (характеризуется отсутст­
вием начального состава) формулируется как задача поиска допус­
тимого состава, эффективность управления которым была бы мак­
симальна. При формировании нового состава для существующей
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АС решается задача оптимизации состава (при фиксированном 
начальном составе).

Среди задач оптимизации состава выделим как частные случаи 
задачи расширения состава (иногда ее называют задачей о приеме 
на работу, которая отличается тем, что в ней решается вопрос о 
включении в АС новых элементов), задачи сокращения состава 
(иногда ее называют задачей об увольнении, в ней решается вопрос 
об уменьшении состава АС до некоторого уровня, максимизирую­
щего эффективность) и задачи замены состава (заключается в 
поиске множеств увольняемых и нанимаемых сотрудников, макси­
мизирующих эффективность).

В разделе 1.2 осуществляется постановка основных задач дис­
сертационного исследования.

Выделим задачу управления составом исполнительного звена 
АС (АЭ) и задачу управления составом управляющего звена АС 
(центров). Данные задачи различны с точки зрения проявляющихся 
эффектов при поиске равновесий: при решении задачи формирова­
ния исполнительного звена основной акцент делается на эффектив­
ность деятельности каждого АЭ (тип АЭ), на влияние так называе­
мого неблагоприятного отбора (adverse selection). При поиске 
равновесий в задаче формирования исполнительного звена сущест­
венную роль играет игра, возникающая между центрами, которые 
конкурируют за действие, выбираемое АЭ.

Рассмотрим задачу управления составом исполнительного зве­
на. Основным ограничением при решении данного класса задач 
является использование унифицированной системы стимулирова­
ния, применение которой объясняется необходимостью одинаковой 
политики стимулирования всех АЭ или невозможностью точно 
определить типы АЭ.

Рассмотрим двухуровневую АС веерного типа, состоящую из
одного центра и п АЭ. Обозначим Н (х ) :  Х п -> R l+ функцию 
(непрерывную) дохода центра в зависимости от действия 
х  = (xl , x 2,...,xn) е  X , реализованного всей системой в целом
(вектора действий АЭ), где X  — (компактное) множество возмож­
ных действий системы. Задачей центра является максимизация 
своей прибыли путем выбора унифицированной функции стимули­
рования <т(х), а  : X  —> R [ .
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Каждый АЭ, зная функцию стимулирования ст(х) и функцию 
своих затрат с(. (х(.,г() ,  выбирает действие х. из множества воз­
можных действий X .

Про функцию затрат мы будем предполагать, что она неотри­
цательна, равна нулю при х — 0, с положительной первой и второй 
производными по х .

Пусть каждый АЭ полностью характеризуется своим типом
r{ е  Q , где Q с  R 1 -  множество всех возможных типов, и функция 

затрат ci(ri, x i) = с ^ х , . )  зависит от типа АЭ, который, зная 
функцию стимулирования ст(х) и функцию своих затрат, выбирает 
действие х(-, стремясь максимизировать свою целевую функцию:

В АС действует следующий порядок сообщения информации и 
выплат. Сначала центр, в общем случае не зная конкретных типов 
АЭ (виды его знаний о типах мы обсудим позже), но зная свою 
функцию дохода I I ( х )  и функции затрат, задает функцию стиму­
лирования. АЭ на основании своих функций стимулирования ре­
шают, какое из возможных действий им реализовать.

Будем предполагать, что множество X  является подмножест­
вом действительной оси, и функцией агрегирования действий 
является сумма всех действий.

Центр будет выбирать такие функции стимулирования, чтобы 
при рациональном выборе АЭ своих действий доставить максимум 
своей целевой функции (или ее математическому ожиданию)

В дальнейшем будем считать, что АЭ упорядочены по возрас­
танию типов. Назовем АЭ, имеющий наименьшее значение типа, 
"наихудшим", имеющий наибольшее значение типа -  "наилучшим".

При решении задачи управления исполнительным составом 
(которую решает центр) учитывается зависимость функции дохода

х,. е Argmax(a(x.) -  сДх.)).
x,eXj



от состава S  с  /  = {1,2,..., лг}, и тогда центр максимизирует

 ̂ieS J ieS

Введем классификацию АС по следующим признакам:
1. Количество АЭ -  конечное или бесконечное;
2. Детерминированные АС (типы АЭ фиксированы и известны 

центру) и АС с неопределенностью (типы АЭ являются 
случайными величинами, имеющими некоторый известный 
центру закон распределения);

3. АС с информированным центром и АС с неинформирован­
ным центром.

Исходя из проведенной классификации, выделим семь типов 
АС (см. таблицу 1).

Табл. 1. Классификация АС
Дискретные 

АС „ 
(раздел 2.3)

Непрерывные 
АС 

(раздел 2.4)
Центр знает типы АЭ АС1 АС 5
Центр знает множество типов 
АЭ

АС2 АС6

Центр знает функцию распре­
деления типов АЭ

АСЗ АС7

Случайное количество АЭ, 
Центр знает функцию распре­
деления типов АЭ

АС4

Лемма 1.2.1. Решение задачи стимулирования для АС2 сво­
дится к решению задачи стимулирования для АСЗ.

Лемма 1.2.2. Решение задачи стимулирования для АС6 сво­
дится к решению задачи стимулирования для АС7.

Рассмотрим постановку задачи управления составом управ­
ляющего звена -  множеством центров.

Будем рассматривать двухуровневую АС, состоящую из п > 1 
центров и одного АЭ. Обозначим через Н р(х) : X  —> R[ функцию

дохода р  -го центра, р  = 1 , п , в зависимости от действия х  е  X  ,
9



I

выбранного АЭ, где X  -  множество возможных действий, с{х) -  
функция затрат АЭ в зависимости от выбранного им действия. 
Задачей р  -го центра является максимизация своей целевой функ­
ции Н р( х ) - а р(х) путем выбора функции стимулирования АЭ

сгр (х) ,  р  = 1 , п .
Примем следующий порядок функционирования АС. Сначала 

центры, зная функцию затрат АЭ и функции дохода всех центров, 
но не зная, какие функции стимулирования выберут другие центры, 
задают функции стимулирования. АЭ, на основании функций 
стимулирования и функции затрат выбирает некоторое действие х  
из множества своих возможных действий, максимизирую свою

П
целевую функцию ^  сті (х) -  с(х) .

1=1
Каждый центр будет выбирать такую функцию стимулирова­

ния, чтобы при рациональном выборе АЭ доставить максимум 
своей целевой функции. Будем предполагать, что ни один из цен­
тров не может предложить стимулирование больше чем его функ­
ция дохода (блеф запрещен) и функция стимулирования не может 
быть отрицательной (трансферты запрещены).

Задача управления составом АС в данном случае заключается в 
том, чтобы, перераспределяя полномочия между центрами в зави­
симости от реализуемого действия, добиться наибольшей эффек­
тивности функционирования АС.

Во второй главе "Унифицированные системы стимулирова­
ния" решается задача синтеза оптимальных унифицированных 
систем стимулирования.

В разделе 2.1 рассматриваются свойства возможных производ­
ственных функций АЭ, под которыми понимается зависимость 
выбранного действия (количества произведенной продукции) от 
типа АЭ и затрат: у  = F(r ,  с) , где г -  тип АЭ, с -  затраты. Для 
производственной функции естественно предполагать выполнение 
следующих свойств: F(r , 0) = 0 , возрастание (по типу и затратам), 
вогнутость по затратам, положительность второй смешанной про­
изводной.
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Определим минимально необходимые затраты на реализацию 
действия Ү  как c ( r , y ) = min{c > 0 | F ( r , c ) > 3̂ } . Функция затрат 
является обратной функцией к производственной функции: 
у  = F(r ,  с(г,  ^)) при фиксированном типе.

Лемма 2.1.1. Функция затрат удовлетворяет следующим свой­
ствам: с{г ,0) = 0 ; су( г , у ) >  0; сг( г , у ) <  0 ; суу( г , у ) >  0 . При
дополнительном условии постоянства отдачи от масштаба смешан­
ная производная суг (г, у)  < 0 .

В разделе 2.2 для случая унифицированных функций стимули­
рования проводится исследование свойств функции дейст­
вия: j \ r )  е  argmax(cr(x) - с { г , х ) ) .

хеХ

Лемма 2.2.1. Для любой функции стимулирования функция 
действия является неубывающей функцией.

Лемма 2.2.2. Для любой функции стимулирования целевая 
функция АЭ <х(/(г)) -  c(r,  f  (г)) является возрастающей функци­
ей типа г АЭ.

Утверждение 2.2.3. Пусть функции стимулирования сг(х) со­
ответствует функция действия / ( г ) .  Тогда существует такая 
функция стимулирования <т(х), функция действия которой совпа­
дает с функцией действия функции сг(х), и значения которой в 
любой точке не меньше значения любой функции стимулирования 
с функцией действия f  (7*) . Более того, для любого фиксированно­
го значения типа АЭ размер вознаграждения при использовании 
сг(х) и сг(х) совпадают.

Таким образом, любую функцию стимулирования сг(л:) без 
изменения реализуемого действия АС можно заменить на а ( х ) , 
причем это соответствие определено единственным образом с 
помощью функционала

^ 0 ) 0 )  = in f (cr(f (r))  -  c(r, f  (г)) + c (r, x ) ) ) .reQ
Без ограничения общности можно считать, что функции сти­

мулирования, которые при отображении функционалом Т(с7)(л;) 
имеют один образ, совпадают.
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Утверждение 2.2.4. Если для некоторой функции стимулиро­
вания определены две различные функции действия, то они отли­
чаются только в своих точках разрыва (которые по Лемме 2.2.1 
являются точками разрыва первого рода).

Утверждение 2.2.5, Пусть функция / ( г )  имеет разрыв в неко­
торой точке Я: lim f i r )  = / ( Я - ) ^  /(Я + ) -  lim f i r ) .  Тогда

r->r- r->?+
функция стимулирования а ( х )  непрерывна на l f ( r —) , f ( f + ) ]  и 
более того, a ( x )  = a ( f ( r ) )  + c ( r , x ) - c ( r , f ( f ) )  при 
x e [ f ( r - ) , f  (?+)].

Утверждение 2.2.6. Пусть f i r ) -  функция действия для 
функций стимулирования ег(х) и <т(х), причем 
<т(/(г)) = <т(/(г)) для любого г .  Тогда
сг(х) = 0 ( a ) (x )  > &(f { r ) ) ,  т.е. функцию а (х )  нельзя увеличить 
ни в одной точке, чтобы она осталась функцией стимулирования 
для функции действия / ( г )  с такими же выплатами.

В разделе 2.3 приводится решение задачи синтеза оптимальной 
унифицированной системы стимулирования для дискретной АС. 
Оптимальной называется функция стимулирования, при которой 
затрата на реализацию некоторого фиксированного действия (или 
среднее действие в непрерывном случае) минимальны.

Утверждение 2.3.1 Пусть при некоторой оптимальной функ­
ции стимулирования к  -й АЭ реализует действие х к, и для всех

i — \ , п ~ \  выполняется xi < хм . Тогда верно следующее диффе­
ренциальное уравнение:
(и -  г -1  )(с'(+2 (хм  ) -  с'м  (хм  )) -  с'м  (хм  ) =

= ( и - 0 ( с 'м  ( * ,) ) - с '( (х() ,
где с{ (x t) есть функция затрат в точке xi АЭ типа /;.

Таким образом, все действия определяются действием только 
одного АЭ. В частности, зная действие, реализуемое п-ым АЭ, 
можно найти действие, реализуемое я-1-ым АЭ, далее -  «-2-ым АЭ 
и т.д. Применяя утверждение 2.3.1 несколько раз, получаем сле­
дующую теорему*
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Утверждение 2.3.2. Пусть при некоторой оптимальной функ­
ции стимулирования к - й АЭ реализует действие хк , и для всех

і е  [1, п — 1] выполняется х. < хм  . Тогда для любых к  и / верно 
следующее дифференциальное уравнение:

(1) (и -  і)(с'м (х,) -  с'; (х, )) -  с) О,.) =
= (и -  к)(с'м  (хк) -  с \  (хк)) -  с \  (хк) = -с'„ (хп).

Свойства действий лучшего и худшего АЭ описываются сле­
дующими двумя утверждениями.

Утверждение 2.3.3. В любой АС оптимальное действие луч­
шего АЭ будет отличаться от действий всех других АЭ.

Утверждение 2.3.4. Худший АЭ при оптимальной системе 
стимулирования будет выбирать ненулевое действие.

Общий метод для нахождения оптимальных действий (как в 
случае отличных действий, так и в случае одинаковых действий) 
дает следующая теорема.

Теорема 2.3.5. Пусть при оптимальной функции стимулирова­
ния в АС из п АЭ 1-ый АЭ реализует действие х *. При

< х* < х*м  выполняется следующее равенство:

(п -  і)(с'м (х*) -  с) (х*)) -  с) (х*) = -с\, (X*) .
При х*к_х < х* = х*к = л^+1 = ... = х* < х*+1, \ < к  <1 < п - \  вы­

полняется
(п -  к +1 ){с \  (х *) -  (п -  1)с'м  ( * * ) )  =  ( / -  к  +1 )с \ (хп) ; 

( п - к  +1 )(с \ (х* ) - { п -  р)с 'р+, (х*)) <

-  Р1 г  "V Кп ~ к + 1 ^с'к ~ (п ~I — к + \
для всех р  = к..1  — 1.
Таким образом, алгоритм поиска оптимальной системы сти­

мулирования выглядит следующим образом:
1. Находим зависимости действий всех АЭ от действия наи­

лучшего АЭ.
2. Находим зависимость затрат на стимулирование от суммар­

ного реализуемого действия.
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3. Решая дифференциальную задачу (производная от разности 
дохода от агрегированного действия и затрат на его реализацию), 
находим оптимальное действие наилучшего АЭ и оптимальную 
систему стимулирования.

Вопрос единственности функций зависимости действий эле­
ментов от действия наилучшего элемента решается в следующем 
утверждении.

Лемма 2.3.6. Функция зависимости действия произвольного 
АЭ от действия наилучшего АЭ определена единственным образом 
при данном составе АС и строго возрастает.

Таким образом, при увеличении совокупного действия всей АС 
действия всех АЭ возрастают. Кроме того, при любом действии 
наилучшего АЭ решение задачи о действиях других АЭ единствен­
но.

Лемма 2.3.7. В случае строгой упорядоченности реализуемых 
действий (вычисленных по уравнению (1)) два различных АЭ не 
будут реализовывать одно и то же действие.

Лемма 2.3.9. Достаточным условием для того, чтобы разные 
АЭ реализовывали разные действия является выполнение условия 
с \ (х) -  с'м  (х) > с'м  (я) -  с'і+2 (х) для любых х  е  X  и

і = 1, п — 2.
Выше предполагалось, что центр назначает одну функцию 

стимулирования. В общем случае он может выбрать распределение 
вероятностей на множестве функций стимулирования. В следую­
щей лемме приводятся условия, при которых центру использование 
смешанных стратегий невыгодно.

Лемма 2.3.10. Выполнения условия
с \ (х) -  с'м  (х) > с'м  (*) -  с'і+2 (х)

для любых х  е X  и і = 1, п — 2 достаточно для того, чтобы сум­
марные затраты центра были выпуклой функцией, или, что то же 
самое, центру было невыгодно смешивать стратегии.

В разделе 2.4 рассматривается задача поиска оптимальной 
унифицированной системы стимулирования для непрерывного 
случая (когда АС состоит из континуума различных АЭ).

Лемма 2.4.1. Задача нахождения оптимальной функции стиму­
лирования для случая произвольного распределения типов АЭ
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сводится к задаче нахождения оптимальной функции стимулирова­
ния для случая равномерного распределения типов АЭ. А именно, 
существует такая монотонная функция преобразования типов 
г '=и(г ) ,  что типы АЭ г' имеют равномерное распределение, и
оптимальная функция стимулирования при типах г' является оп­
тимальной функцией стимулирования при типах г .

В дальнейшем в данном разделе в силу леммы 2.4.1 рассматри­
вается именно случай равномерного распределения типов АЭ.

Для функций действия и стимулирования верны результаты о 
связи функции действия и функции стимулирования, приведенные 
в разделе 2.2.

Используя условие Эйлера, найдем дифференциальное уравне­
ние на оптимальную функцию действия (по которой впоследствии 
восстанавливается функция стимулирования):

Утверждение 2.4.2. Если функция f ( r )  является функцией 
действия для оптимальной функции стимулирования, то на всех 
участках возрастания функции / (г) выполняется следующее
дифференциальное соотношение Я = - с хг (г, / ( г ) ) , где Я -  неко­
торая неотрицательная константа. При этом средние затраты на 
стимулирование равны

-1 ш̂ах
Есг(/(г)) = -------------- |r„^c\ (r, f(r))dr,

r inax / mni rmjn

где rmin и г,шх ~ соответственно нижняя и верхняя границы интер­
вала, на котором сосредоточено равномерное распределение типов 
АЭ.

При этом алгоритм нахождения оптимальной функции стиму­
лирования (и действия) выглядит следующим образом:

1. Используя дифференциальное уравнение на функцию дейст­
вия, находится функция действия в зависимости от неизвестной 
константы.

2. Из условия на среднее действие системы находится неиз­
вестная константа.

3. По известной функции действия находится функция стиму­
лирования.
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В случае неизвестности среднего действия (задача максимиза­
ции прибыли, когда среднее действие может варьироваться) добав­
ляется пункт

4. При известной функции действия находятся средние затраты 
на реализацию среднего действия, и, посредством дифференциро­
вания, находится функция действия (или неизвестная константа), 
при которых производная от средних затрат равна производных от 
дохода центра.

В третьей главе "Модели и методы формирования состава ис­
полнителей" на основании проведенного во второй главе исследо­
вания оптимальных функций стимулирования (задача управления 
при фиксированном составе) рассматриваются вопросы управления 
(исполнительным) составом АС -  множеством АЭ.

В разделе 3.1. рассматривается задача динамического форми­
рования состава.

В динамике большую роль играют ожидания о будущих изме­
нениях в составе АС и коэффициент дисконтирования. Именно, 
сегодняшнее решение о приеме на работу или увольнении зависит 
от ожидания будущих прибылей, или от ожидания увеличения 
прибыли за счет изменения состава АС.

Основная теорема, на которой основываются результаты дан­
ного раздела главы, формулируется следующим образом.

Утверждение 3.1.1. При улучшении типа любого из АЭ не 
может произойти увеличения оптимальных затрат центра на стиму­
лирование или уменьшение его прибыли.

Предположим, что для приема новых сотрудников места 
должны быть вакантны, т.е. нельзя сначала узнать типы новых 
сотрудников, и потом принимать решение об увольнении старых 
сотрудников. Кроме того, будем рассматривать динамические 
модели, в которых будущая прибыль дисконтируется.

Утверждение 3.1.2. Для любой АС с несколькими АЭ сущест­
вует такое г ', зависящее от текущего состава АС и коэффициента 
дисконтирования, что в текущий момент времени увольняются все 
АЭ с типом менее г ' .

Таким образом, в рассматриваемых моделях задача о замене 
состава в каждый конкретный момент времени решается следую­
щим образом:
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1. Определение критического значения для типов сотрудников 
и увольнение сотрудников, тип которых меньше данного критиче­
ского значения.

2. Анализ пришедших сотрудников и определение тех лучших 
из них, которые принимаются на работу.

3. Если ни один из сотрудников не принят на работу, повторе­
ние пункта 2 в новый период времени.

4. Если кто-то принят -  повторение п. 1 для определения но­
вого критерия для увольнения. Если увольнять некого -  процесс 
заканчивается.

При решении задачи о формировании состава действует тот же 
алгоритм с тем изменением, что на начальном этапе увольнять 
некого, и формируется сразу весь состав, возможно за несколько 
шагов.

В разделе 3.2 на основании рассмотренной модели АС с не­
сколькими АЭ анализируются вопросы изменения типов имеющих­
ся АЭ путем обучения. Пусть g(r)  есть стоимость обучения АЭ с 
типом г .

Теорема 3.2.1. В активной системе наиболее выгодно улуч­
шать тип активного элемента, для которого значение выражения
(< ■ (* ;)-< •  (*ы ))*  ( " -*' + 1)----------------------5------------------  максимально.

g(n)
В четвертой главе "Задача формирования управляющего со­

става АС с одним АЭ и несколькими центрами" исследуются свой­
ства АС, состоящей из нескольких центров и одного АЭ в доста­
точно общих предположениях (накладываются только условия 
непрерывности и неотрицательности всех функций, компактность 
множества действий АЭ). В качестве одного АЭ может выступать 
агрегированный коллектив АЭ. Проблема заключается в исследо­
вании роли каждого из центров в управлении АЭ, в изучении полу­
чающихся равновесий и распределении прибыли между различны­
ми участниками данной АС.

В разделе 4.1 приводятся основные определения (равновесие, 
оптимальность, угроза). В качестве равновесия используется кон­
цепция совершенных к подыграм равновесий Нэша. Подыгра в 
данном случае -  выбор АЭ его действия. Т.к. в данном разделе мы 
ограничиваемся рассмотрением статических игр, то АЭ будет
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выбирать оптимальное для себя действие, поскольку ни один из 
центров не сможет в следующих периодах (которых нет) наказать 
его за неблагоприятный для центра выбор.

Лемма 4.1.1. Пусть имеется некоторое равновесие Нэша игры 
центров, в котором АЭ выбирает действие х  . Тогда для любого
р  — 1, п существует такая точка х *р , что

Z  а 1 (х ’е ) "  С(К  ) = X  а і ~ с(х)-І=1,І*р (=1
Равновесия, в которых АЭ получает ненулевую прибыль, на­

зываются равновесиями с угрозами. Причина данного названия 
заключается в том, что для каждого из центров существует такое 
действие, в котором остальные центры образуют против него коа­
лицию и в котором предлагают АЭ ненулевую прибыль (равную 
прибыли, которую АЭ получает в равновесном действии).

Каждая коалиция угрожает тем, что при изменении любым из 
центров, осуществляющем выплату АЭ в равновесии, своей страте­
гии (в сторону уменьшения выплаты АЭ) АЭ выберет действие 
угрозы против данного центра, неблагоприятное для отклонивше­
гося центра.

В разделе 4.2 исследуется вопрос о том, при каких возможных 
угрозах в игре может существовать равновесие.

Теорема 4.2.1. В АС с двумя центрами и одним АЭ любое не­
оптимальное равновесие Парето-доминируется оптимальным.

При этом под оптимальным равновесием понимается равнове­
сие, в котором максимизируется общественная полезность:

П
Н . (х) -  с(х ) -»  ш а х .

і=і
Таким образом, если мы рассмотрим АС из двух центров, то в 

случае, когда реализуется неоптимальный исход, оба центра могут 
так изменить свои стратегии, что их прибыль увеличится, а при­
быль АЭ не изменится.

В разделе 4.3 исследуется вопрос существования равновесий. 
Многие авторы замечали, что, несмотря на возможность доказать 
некоторые факты о существующих равновесиях в играх (даже 
сильных равновесий), схожих с рассматриваемыми играми, суще­
ствование равновесия представляется хоть и вполне ожидаемым,
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однако является трудно доказываемым, особенно при большом 
количестве центров в системе.

Теорема 4.3.1. В АС с двумя центрами и одним АЭ всегда 
существует оптимальное равновесие.

В разделе 4.4 проводится анализ игр, в которых возможен ре­
жим сотрудничества (без угроз), и игр с соревновательными (с 
угрозами) равновесиями.

Утверждение 4.4.1. Для наличия режима сотрудничества с ис­
ходом х* необходимыми и достаточными условиями являются:

Я (. (х*) > m ax(Н і (х) -  с(х)), і = \ , п;
хеХ

2 ] Я,. (х*) -  с(х*) > (тах(Я,. (х) -  с(х
Т"Т ГГ* хеХ;=1 /=1

Данные условия говорят о том, что для существования режима 
сотрудничества необходимо выполнение следующих условий:

1. Каждый из центров в равновесии должен получать не ме­
нее, чем он бы получил сам в индивидуальной игре с АЭ;

2. Суммарные выплаты в равновесии должны быть не менее 
суммы выплат в индивидуальных играх.

Указанные условия могут быть охарактеризованы следующим 
образом. То, что хорошо для всех, должно быть хорошо для каждо­
го, или центры являются дополняющими (complements) в смысле 
функций дохода.

Опишем игры, в которых что единственно возможные равно­
весием является оптимальное равновесие, в котором АЭ получает 
всю прибыль, и ни один из центров не получает положительной 
прибыли.

Утверждение 4.4.2. Для того чтобы в АС не было иных равно­
весий, кроме оптимальных, в которых АЭ получает всю прибыль, 
необходимо и достаточно, чтобы в АС существовали два одинаково 
сильных центра, которые могут в самостоятельной игре с АЭ полу­
чить такую же прибыль, как и все центры вместе взятые:

П
max У  Я,, (х) -  с(х) = Я д (хп) -  с(хп ) = Ні2 (хх2) -  с(хі2). 

v /=і
Условие теоремы можно записать и как "то, что хорошо одно­

му, плохо другому". Иными словами, центры в АС являются заме­
няющими (substitutes в смысле функций дохода).
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В разделе 4.5 на основании результатов разделов 4.1-4.4 рас­
сматривается задача формирования руководящего звена. Путь 
некий метацентр хочет назначить центры в АС и распределить 
между ними доходы от функционирования системы. При этом он 
сам не может (или не хочет) выступать в роли центра.

Возможными целями метацентра могут, в частности, быть:
1. Увеличение общественного благосостояния (оптимальное 

равновесие).
2. Увеличение прибыли центров и увеличение прибыли агента.
3. Уменьшение неопределенности в выборе реализуемого дей­

ствия.
Метацентр в своих действиях может руководствоваться, на­

пример, следующими стратегиями:
1. Поделить на равные части все влияние между несколькими 

центрами. Тогда возможен режим сотрудничества, в котором всю 
прибыль получают центры.

2. Наделить центры максимальными полномочиями в зависи­
мости от разных действий, т.е. создать два одинаково сильных 
центра. Тогда единственное равновесие, возможное в системе, 
будет оптимальное равновесие, при котором всю прибыль получает 
АЭ.

Результаты применения возможной политики метацентра све­
дены в таблицу 2.

Табл. 2.
Политика Результат
Один центр Действие оптимально, всю прибыль полу­

чает центр.
Несколько рав­
ноправных 
центров

Возможен режим сотрудничества. Действие 
близко к оптимальному, всю прибыль 
получают центры. Неопределенность выби­
раемого действия

Несколько цен­
тров, два из них 
-  одинаково 
сильных

Действие неоптимально, но близко к опти­
мальному. Всю прибыль получает агент. 
Возможно только два реализуемых дейст­
вия

Приложение 1 содержит доказательства всех сформулирован­
ных в работе утверждений, лемм и теорем.
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Приложение 2 содержит обзор известных моделей унифици­
рованных систем стимулирования.

Приложение 3 содержит обзор известных моделей АС с не­
сколькими центрами.

Приложение 4 содержит обзор известных методов и моделей 
формирования состава АС.

В Приложении 5 рассматриваются персонифицированные 
системы стимулирования как в непрерывном, так и в дискретном 
случаях, для которых решается задача нахождения оптимальной 
системы стимулирования (задача минимизации затрат при фикси­
рованном среднем действии).

В Приложении 6 решается задача динамического формирова­
ния состава фирмы.

В Приложении 7 приводятся методические рекомендации по 
управлению составом АС.

Приложение 8 содержит акты и справки о внедрении резуль­
татов диссертационной работы.

Основные результаты и выводы

Основные научные и практические результаты, полученные в 
диссертационной работе, состоят в следующем:

1. Сформулирована общая теоретико-игровая модель управле­
ния исполнительным и управляющим составом активных систем; 
выделены задачи формирования и оптимизации состава (задача об 
увольнении, задача о приеме на работу, задача замены состава).

2. Решена задача синтеза оптимальной унифицированной сис­
темы стимулирования, которая в непрерывном случае сведена к 
системе обыкновенных дифференциальных уравнений.

3. Решена задача управления исполнительным составом актив­
ных систем; разработана и исследована модель динамического 
управления, для которой предложен алгоритм последовательной 
максимизации ожидаемой «прибыли» от изменения состава.

4. Получены условия существования и Парето-оптимальности 
равновесий игры управляющих органов.

5. На основании анализа моделей сотрудничества и конкурен­
ции решена задача управления управляющим составом активных 
систем.
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6. Результаты исследования внедрены в системах управления 
на ряде промышленных предприятий и организаций.
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Личный вклад автора в работах, опубликованных в соавторст­
ве, состоит в следующем: в [1, 2, 4, 7] исследованы свойства равно­
весий игры центров, в [3] решены задачи об увольнении и приеме 
на работу, в [10] получено дифференциальное уравнение, связы­
вающее оптимальные действия и типы активных элементов.
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