










370 371

V1, V2, V3. Для минимизации этой функции достаточно приравнять 
0 частные производные этой функции по V1, V2, V3. Имеем:
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Приравнивая частные производные 0, деля на 2, раскрывая 
скобки и перенося свободные члены в правую часть, получаем 
систему трех линейных уравнений с тремя неизвестными:
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Решение этой системы не представляет трудностей.

Вообще говоря, не всегда сравниваемые объекты можно предста-
вить точками на прямой, т.е. не всегда их можно линейно упорядочить. 
Возможно, более соответствует данным опроса экспертов представле-
ние объектов точками на плоскости или в пространстве большей раз-
мерности. В статистике парных сравнений [21] разработаны методы 
проверки адекватности модели Терстоуна — Мостеллера и других 
параметрических моделей. Для этого обычно используются критерии 
типа хи-квадрат.

Разработано много интересных и полезных методов анализа ре-
зультатов парных сравнений [109]. Во многих областях прикладной 
статистики, и в частности при анализе мнений экспертов, полезна тео-
рия несмещенных оценок [11].

контрольные вопросы
В чем состоит «турнирный» метод ранжирования вариантов?1.	
Как связаны случайные толерантности и нечеткие толерантности?2.	
Какие задачи проверки статистических гипотез рассматривают в теории 3.	
случайных толерантностей?
Как проверяют гипотезы согласованности, однородности и независимости 4.	
в теории люсианов?
В чем заключаются вероятностно-статистические методы классификации 5.	
люсианов?

Φ(V2) = π(2, 4) = 0,990,

Φ(V3) = π(3, 4) = 0,997.

Применяя к каждому их этих уравнений преобразование 
Φ–1, получаем систему шести линейных уравнений с тремя неиз-
вестными:

V1 – V2 = а1 = Φ–1(0,508) = 0,020054,

V1 – V3 = а2 = Φ–1(0,331) = –0,437154,

V1 = а3 = Φ–1(0,990) = 2,326348,

V2 – V3 = а4 = Φ–1(0,338) = –0,417928,

V2 = а5 = Φ–1(0,990) = 2,326348,

V3 = а6 = Φ–1(0,997) = 2,747781.

Значения Φ–1 взяты из таблиц сборника математической 
статистики.

В полученной системе число уравнений больше числа не-
известных, т.е. система переопределена. Дальнейшие расчеты 
могут проводиться разными способами. Простейшие из них со-
стоят в том, чтобы выбрать три уравнения, а именно третье, пятое 
и шестое , которые и дают искомые значения:

V1 = V2 = 2,326348, V3 = 2,747781.

Таким образом, качество бензина лучше всего у ЮКОСа, оно 
несколь ко хуже у ТНК и ЛУКОЙЛа, одинаковых по этому по-
казателю, а Татнефть значительно хуже тройки лидеров. Можно 
показать, что если модель Терстоуна — Мостеллера верна и число 
экспертов достаточно велико, то отбрасывание «лишних» уравне-
ний является корректным способом обработки экспертных данных, 
поскольку дает состоятельные оценки «ценностей» V1, V2, …, Vn.

Однако ясно, что при отбрасывании трех уравнений из шести 
часть информации теряется. Например, первое уравнение показы-
вает, что по мнению экспертов качество бензина у ТНК несколько 
лучше, чем у ЛУКОЙЛа. Поэтому целесообразно применить метод 
наименьших квадратов для оценивания V1, V2, V3, V4. А именно, 
рассмотрим функцию трех переменных

f(V1, V2, V3) = (V1 – V2 – а1)2 + (V1 – V3 – а2)2 + (V1 – а3)2 + 
+(V2 – V3 – а4)2 + (V2 – а5)2 +(V3 – а6)2.

Оценки по методу наименьших квадратов — это результат 
минимизации функции f(V1, V2, V3) по совокупности переменных 
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Глава 13

рейтинГи  
(ОбОбщенные ПОказатели)

13.1. бинарные рейтинГи
Слово «рейтинг» происходит от английского to rate (оценивать) 

и rating (оценка, оценивание). Рейтинги строят обычно на основе анали-
за многих показателей, как объективных, так и оцениваемых экспертно. 
Технологии объединения оценок единичных показателей в групповые 
и обобщенные также обычно бывают экспертными. Примером до-
статочно сложного рейтинга является оценка вероятности успешного 
выполнения инновационного проекта. Рейтинги используются в раз-
личных процедурах принятия решений, прежде всего для оценивания, 
выбора, планирования.

Определение	бинарного	рейтинга. Обсудим наиболее простой 
случай, когда рейтинговая оценка принимает два значения, для про-
стоты изложения — 0 и 1. Такие рейтинги будем называть бинарными. 
Например, потенциальный клиент банка может быть кредитоспособным 
или нет, сам банк — надежным или нет, больной — тяжелым или нет. 
Для выбора одного из двух возможных решений достаточно, чтобы 
рейтинговая оценка принимала два значения.

Иногда проводят избыточную работу, строя рейтинг с большим 
числом значений, например в виде функции f(x1, x2, …, xm) от единич-
ных показателей (факторов) x1, x2, …, xm. В таких случаях для принятия 
решения используют некоторое граничное значение K, принимают одно 
решение, если

f(x1, x2, …, xm) < K,

и альтернативное, если

f(x1, x2, …, xm) ≥ K.

Можно сказать, что в этом случае для принятия решения использу-
ется бинарный рейтинг вида g[f(x1, x2, …, xm)], где функция g принимает 
два значения, а именно g(z) = 0 при z < K и g(z) = 1 при z ≥ K.

На основе бинарных рейтингов можно сконструировать рейтинг 
с большим числом градаций. Пусть рейтинговая оценка h принимает 
одно из трех значений A < B < C. С ней можно связать два бинарных 
рейтинга p и q таких, что для первого из них p = 0 при h < C и p = 1 при 

темы докладов и рефератов
Рассчет мощности статистик 1. W и N, рассматриваемых в теории равно-
мерно распределенных случайных толерантностей.
Распределение при альтернативах статистики 2. Т, используемой для 
проверки однородности двух групп люсианов (при безграничном росте 
объемов групп).
Несмещенные оценки в прикладной статистике.3. 
Применение метода проверки гипотез по совокупности малых выборок 4. 
в задачах обнаружения эффекта и проверки однородности.
Классификация мнений экспертов и проверка согласованности мнений 5. 
экспертов, выраженных люсианами.
Использование люсианов в теории и практике экспертных оценок.6. 
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к математике столь же нецелесообразно, как астрономию или квантовую 
механику. Рассматриваемые математические модели можно и нужно 
изучать на формальном уровне, и такие исследования проводятся. Но 
направление в целом сконцентрировано на решении конкретных задач 
прикладных областей и вносит вклад в технические или экономические 
науки, медицину, социологию, но, как правило, не в математику. Ис-
пользование математических методов как инструмента исследования 
нельзя относить к чистой математике.

В 1960-х г. внутри прикладной статистики достаточно четко 
оформилась область, посвященная методам классификации. Несколько 
модифицируя формулировки М. Дж. Кендалла и А. Стьюарта 1966 г. 
(см. русский перевод [26, с. 437]), в теории классификации выделим три 
подобласти: дискриминация (дискриминантный анализ), кластеризация 
(кластер-анализ), группирование. Опишем эти подобласти.

В дискриминантном анализе классы предполагаются заданными — 
плотностями вероятностей или обучающими выборками. Задача состоит 
в том, чтобы вновь поступающий объект отнести в один из этих классов. 
У понятия «дискриминация» имеется много синонимов: диагностика, 
распознавание образов с учителем, автоматическая классификация 
с учителем, статистическая классификация и т.д.

При кластеризации и группировании целью является выявление 
и выделение классов. Синонимы: построение классификации, рас-
познавание образов без учителя, автоматическая классификация без 
учителя, типология, таксономия и др. Задача кластер-анализа состоит 
в выяснении по эмпирическим данным, насколько элементы «группиру-
ются» или распадаются на изолированные «скопления», «кластеры» (от 
англ. cluster — гроздь, скопление). Иными словами, задача — выявление 
естественного разбиения на классы, свободного от субъективизма ис-
следователя, а цель — выделение групп однородных объектов, сходных 
между собой, при резком отличии этих групп друг от друга.

При группировании, наоборот, «…мы хотим разбить элементы 
на группы независимо от того, естественны ли границы разбиения 
или нет» [26, с. 437]. Цель по-прежнему состоит в выявлении групп 
однородных объектов, сходных между собой (как в кластер-анализе), 
однако «соседние» группы могут не иметь резких различий (в отличие 
от кластер-анализа). Границы между группами условны, не являются 
естественными, зависят от субъективизма исследователя. Аналогично 
при лесоустройстве проведение просек (границ участков) зависит от 
специалистов лесного ведомства, а не от свойств леса. Поскольку би-
нарная рейтинговая оценка принимает только два значения, то может 
случиться так, что близкие по своим параметрам (т.е. похожие) объекты 

h = C, для второго q = 0 при h < B и q = 1 при h ≥ B. Ясно, что h = A тогда 
и только тогда, когда p = q = 0, и h = C тогда и только тогда, когда p = q = 1, 
в то время как h = B тогда и только тогда, когда p = 0, q = 1. Таким об-
разом, использование рейтинга h с тремя возможными значениями 
эквивалентно использованию двух бинарных рейтингов p и q.

Бинарные	рейтинги	и	дискриминантный	анализ. Объект оценки 
с помощью бинарного рейтинга относится к одному из двух классов. 
Следовательно, теория бинарных рейтингов — часть теории класси-
фикации.

Математическая теория классификации — обширная область при-
кладной статистики и эконометрики [77; 89]. Какие научные исследо-
вания относить к этой теории? Исходя из потребностей специалиста, 
применяющего математические методы классификации, целесообразно 
принять, что сюда входят исследования, во-первых, отнесенные самими 
авторами к этой теории; во вторых, связанные с ней общностью тема-
тики, хотя их авторы и не упоминали термин «классификация». Это 
предполагает ее сложную внутреннюю структуру.

Следует иметь в виду, что в литературных источниках наряду 
с термином «классификация» в близких смыслах используются терми-
ны «группирование», «распознавание образов», «диагностирование», 
«дискриминация», «сортирование» и др. Терминологический разнобой 
связан прежде всего с традициями научных кланов, к которым относят-
ся авторы публикаций, а также с внутренним делением самой теории 
классификации.

В научных исследованиях по современной теории классификации 
можно выделить два относительно самостоятельных направления. Одно 
из них опирается на опыт таких наук, как биология, география, геология 
и таких прикладных областей, как ведение классификаторов продукции 
и библиотечное дело. Типичные объекты рассмотрения — классифика-
ция химических элементов (таблица Д.И. Менделеева), биологическая 
систематика, универсальная десятичная классификация (УДК), публи-
каций, классификатор товаров на основе штрих-кодов.

Другое направление опирается на опыт технических исследований, 
экономики, маркетинговых исследований, социологии, медицины. Ти-
пичные задачи — техническое и медицинское диагностирование, в том 
числе построение бинарных рейтингов, а также, например, разбиение 
на группы отраслей промышленности, тесно связанных между собой, 
выделение групп однородной продукции. Обычно используются такие 
термины, как «распознавание образов» или «дискриминантный анализ». 
Это направление обычно опирается на математические модели; для про-
ведения расчетов интенсивно используется ЭВМ. Однако относить его 
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классов, а вместо квадрата разности стоит функция потерь от непра-
вильной классификации. Однако есть ряд специфических постановок, 
выделяющих задачи диагностики среди всех регрессионных задач.

О	построении	диагностических	правил. Задачи построения сис-
темы диагностических классов целесообразно разбить на два типа: 
с четко разделенными кластерами (задачи кластер-анализа) и с услов-
ными границами, непрерывно переходящими друг в друга классами 
(задачи группирования). Такое деление полезно, хотя в обоих случаях 
могут применяться одинаковые алгоритмы. Сколько же существует 
алгоритмов построения системы диагностических правил? Иногда 
называют то или иное число. На самом же деле их бесконечно много, 
в чем нетрудно убедиться.

Действительно, рассмотрим один определенный алгоритм — ал-
горитм средней связи. Он основан на использовании некоторой меры 
близости d(x, y) между объектами x и у. Как он работает? На первом 
шаге каждый объект рассматривается как отдельный кластер. На каждом 
следующем шаге объединяются два ближайших кластера. Расстояние 
между объектами рассчитывается как средняя связь (отсюда и название 
алгоритма), т.е. как среднее арифметическое расстояний между пара-
ми объектов, один из которых входит в первый кластер, а другой — во 
второй. В конце концов, все объекты объединяются вместе и результат 
работы алгоритма представляет собой дерево последовательных объеди-
нений (в терминах теории графов), или «дендрограмму». Из нее можно 
выделить кластеры разными способами: при одном подходе — исходя из 
заданного числа кластеров, при другом — из соображений предметной 
области, при третьем — исходя из устойчивости (если разбиение долго 
не менялось при возрастании порога объединения  значит оно отражает 
реальность), и т.д.

К алгоритму средней связи естественно сразу добавить алгоритм 
ближайшего соседа (в этом алгоритме расстоянием между кластерами 
называется минимальное из расстояний между парами объектов, один 
из которых входит в первый кластер, а другой — во второй), а также 
и алгоритм дальнего соседа (когда расстоянием между кластерами на-
зывается максимальное из расстояний между парами объектов, один из 
которых входит в первый кластер, а другой — во второй).

Каждый из трех описанных алгоритмов (средней связи, ближайше-
го соседа, дальнего соседа), как легко проверить, порождает бесконечное 
(континуальное) семейство алгоритмов кластер-анализа. Дело в том, 
что величина da(x, y), a > 0, также является мерой близости между x и у 
и порождает новый алгоритм. Если параметр а пробегает отрезок, то 
получается бесконечно много алгоритмов классификации.

будут иметь разные рейтинги — если две группы, соответствующие 
определенному значению рейтинга, не имеют резких различий.

Задачи кластеризации и группирования принципиально различ-
ны, хотя для их решения могут применяться одни и те же алгоритмы. 
Важная для практической деятельности проблема состоит в том, чтобы 
понять, разрешима ли задача кластер-анализа для конкретных данных 
или возможно только их группирование, поскольку совокупность объ-
ектов достаточно однородна и не разбивается на резко разделяющиеся 
между собой кластеры.

Как правило, в математических задачах кластеризации и груп-
пирования основное — выбор метрики, расстояния между объектами, 
меры близости, сходства, различия. Хорошо известно, что для любого 
заданного разбиения объектов на группы и любого числа ε > 0 можно 
указать метрику такую, что расстояния между объектами из одной 
группы будут меньше ε, а между объектами из разных групп — больше 
1/ε. Тогда любой разумный алгоритм кластеризации даст именно за-
данное разбиение.

Понимание и обсуждение постановок задач осложняется исполь-
зованием одного и того же термина в разных смыслах. Термином «клас-
сификация» (и термином «диагностика») обозначают, по крайней мере, 
три разные вещи: процедуру построения классификации (и выделение 
классов, используемых при диагностике), построенную классификацию 
(систему выделенных классов) и процедуру ее использования (правила 
отнесения вновь поступающего объекта к одному из ранее выделенных 
классов). Другими словами, имеем естественную триаду: построение — 
изучение — использование классификации.

Для построения системы диагностических классов используют 
разнообразные методы кластерного анализа и группирования объектов. 
Наименее известен второй член триады (отсутствующий у Кендалла 
и Стьюарта [26]) — изучение отношений эквивалентности, полученных 
в результате построения системы диагностических классов. Статисти-
ческий анализ, отношений эквивалентности полученных, в частности, 
экспертами, — часть статистики бинарных отношений и тем самым — 
статистики объектов нечисловой природы [76; 77; 89].

Диагностика в узком смысле слова (процедура использования 
классификации, т.е. отнесения вновь поступающего объекта к одному 
из выделенных ранее классов) — предмет дискриминантного анализа. 
Отметим, что с точки зрения статистики объектов нечисловой приро-
ды дискриминантный анализ является частным случаем общей схемы 
регрессионного анализа, соответствующим ситуации, когда зависимая 
переменная принимает конечное число значений, а именно  номера 
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вый из них обычно основан на использовании того или иного индекса 
(рейтинга) и сравнения его с порогом. Индекс может быть построен по 
статистическим данным, например как в классическом линейном дис-
криминантном анализе Фишера [26; 138]. Часто индекс представляет 
собой линейную функцию от характеристик, выбранных специалистами 
предметной области, коэффициенты которой подбирают эмпирически. 
Непараметрический подход связан с леммой Неймана — Пирсона 
в математической статистике и с теорией статистических решений. Он 
опирается на использование непараметрических оценок плотностей 
распределений вероятностей, описывающих диагностические классы.

Обсудим ситуацию подробнее. Математические методы диагно-
стики, как и статистические методы в целом, делятся на параметриче-
ские и непараметрические. Первые основаны на предположении, что 
классы описываются распределениями из некоторых параметрических 
семейств. Обычно рассматривают многомерные нормальные распределе-
ния, при этом зачастую без обоснования принимают гипотезу о том, что 
ковариационные матрицы для различных классов совпадают. Именно 
в таких предположениях сформулирован классический дискриминант-
ный анализ Фишера. Как известно, обычно не только нет теоретических 
оснований считать, что наблюдения извлечены из нормального распре-
деления, но и проверка статистических гипотез согласия с нормальным 
законом дает отрицательный результат [77; 89]. Известно также, что по 
выборкам, объем которых не превосходит 50, нельзя сделать обоснован-
ный вывод о принадлежности к нормальному закону [113].

Поэтому более корректными, чем параметрические, являются не-
параметрические методы диагностики. Исходная идея таких методов 
основана на лемме Неймана — Пирсона, входящей в стандартный курс 
математической статистики. Согласно этой лемме решение об отнесении 
вновь поступающего объекта (сигнала, наблюдения и др.) к одному из 
двух классов принимается на основе отношения плотностей f(x)/g(x), 
где f(x) — плотность распределения, соответствующая первому классу, 
а g(x) — плотность распределения, соответствующая второму классу.

Если плотности распределения неизвестны, то применяют их не-
параметрические оценки, построенные по обучающим выборкам. Пусть 
обучающая выборка объектов из первого класса состоит из n элементов, 
а обучающая выборка для второго класса — из m объектов. Тогда рас-
считывают значения непараметрических оценок плотностей fn(x) и gm(x) 
для первого и второго классов соответственно, а диагностическое реше-
ние принимают по их отношению. Таким образом, для решения задачи 
диагностики достаточно научиться строить непараметрические оценки 
плотности для выборок объектов произвольной природы.

Каким из них пользоваться при обработке данных? Дело осложня-
ется тем, что практически в любом пространстве данных мер близости 
различных видов существует весьма много. Именно в связи с обсуж-
даемой проблемой следует указать на принципиальное различие между 
кластер-анализом и задачами группирования.

Если классы реальны, естественны, существуют на самом деле, 
четко отделены друг от друга, то любой алгоритм кластер-анализа их 
выделит. Следовательно, в качестве критерия естественности класси-
фикации следует рассматривать устойчивость относительно выбора 
алгоритма кластер-анализа.

Проверить устойчивость можно, применив к данным несколько 
подходов, например столь непохожие алгоритмы, как «ближнего со-
седа» и «дальнего соседа». Если полученные результаты содержательно 
близки, то они адекватны действительности. В противном случае сле-
дует предположить, что естественной классификации не существует, 
задача кластер-анализа не имеет решения и можно проводить только 
группирование.

Часто применяется агломеративный иерархический алгоритм 
«дендрограмма», в котором вначале все элементы рассматриваются 
как отдельные кластеры, а затем на каждом шагу объединяются два 
наиболее близких кластера. Для работы «дендрограммы» необходимо 
задать правило вычисления расстояния между кластерами. Оно вы-
числяется через расстояние d(x, у) между элементами х и у. Поскольку 
da(x, y) при 0 < a < 1 также расстояние, то, как правило, существует 
бесконечно много различных вариантов этого алгоритма. Представим 
себе, что они применяются для обработки одних и тех же реальных 
данных. Если при всех а получается одинаковое разбиение элементов 
на кластеры, т.е. результат работы алгоритма устойчив по отношению 
к изменению а (в смысле общей схемы устойчивости, рассмотренной 
в [88]), то имеем «естественную» классификацию. В противном случае 
результат зависит от субъективно выбранного исследователем пара-
метра а, т.е. задача кластер-анализа неразрешима (предполагаем, что 
выбор а нельзя специально обосновать). Задача группирования в этой 
ситуации имеет много решений. Из них можно выбрать одно по допол-
нительным критериям.

Следовательно, получаем эвристический критерий: если решение 
задачи кластер-анализа существует, то оно находится с помощью любого 
алгоритма. Целесообразно использовать наиболее простой.

Подходы	к	построению	рейтинговых	оценок	(правил	диагно-
стики,	прогностических	правил). Для решения задач диагностики 
используют два подхода — параметрический и непараметрический. Пер-
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Однако и устаревший подход может дать практически полезные 
выводы. Обычно его применение разбито на этапы. Первый — построе-
ние системы показателей. Сначала составляют возможно более полный 
исходный перечень (специалисты по финансово-хозяйственной дея-
тельности предприятия выделяют сотни и тысячи показателей). Затем 
список показателей сокращают. Например, проводят кластер-анализ 
показателей, оставляя из каждого кластера по одному представителю. 
Отбор информативного подмножества признаков в дискриминантном 
анализе — самостоятельный раздел прикладной статистики. Следу-
ющий этап — непосредственное построение линейного рейтинга на 
основе отобранных показателей с помощью алгоритмов дискриминант-
ного анализа Фишера.

По одним и тем же данным могут быть построены различные рей-
тинги. Например, с помощью обучающих выборок можно построить 
непараметрический бинарный рейтинг (заданный алгоритмически) 
и линейный рейтинг. В той же прикладной задаче может оказаться 
полезным также и линейный рейтинг на основе экспертных оценок 
коэффициентов.

Обсудим два вопроса. Как сравнивать рейтинги, какой из них 
лучше? Можно ли вообще использовать линейный рейтинг?

О	сравнении	алгоритмов	диагностики	по	результатам	обработки	
реальных	данных. Из трех этапов развития теории классификации 
в конкретной области рассмотрим этап применения диагностических 
правил, когда классы, к одному из которых нужно отнести вновь по-
ступающий объект, уже выделены.

В прикладных исследованиях применяют различные методы дис-
криминантного анализа, основанные на вероятностно-статистических 
моделях, а также с ними не связанные, т.е. эвристические, использующие 
детерминированные методы анализа данных. Независимо от «проис-
хождения» каждый подобный алгоритм должен быть исследован как 
на параметрических и непараметрических вероятностно-статистиче-
ских моделях порождения данных, так и на различных массивах реаль-
ных данных. Цель такого исследования — выбор наилучшего алгоритма 
в определенной области применения, включение его в стандартные 
программные продукты, методические материалы, учебные программы 
и пособия. Но для этого надо уметь сравнивать алгоритмы по качеству. 
Как это делать?

Часто используют такой показатель качества алгоритма диагно-
стики, как «вероятность правильной классификации» (при обработке 
конкретных данных — «частота правильной классификации»). Чуть 
далее мы покажем, что этот показатель качества некорректен, а потому 

Методы построения непараметрических оценок плотности распре-
деления вероятностей в пространствах произвольной природы подробно 
рассмотрены в литературе по прикладной статистике и эконометрике 
[77; 89]. На основе этих оценок могут быть построены непараметри-
ческие бинарные рейтинги. Достоинством таких рейтингом является 
их универсальность, возможность применения без необходимости 
обоснования трудно проверяемых условий, например нормальности 
распределения характеристик объектов оценки. Недостатком является 
отсутствие явных формул, задающих рейтинг в виде некоторой кон-
кретной функции f(x1, x2, …, xm) от единичных показателей (факторов) 
x1, x2, …, xm, описывающих объект оценки.

Кроме того, для построения непараметрического бинарного рей-
тинга нужны обучающие выборки, например выборка описаний (объ-
ективных и экспертных данных) кредитоспособных потенциальных 
клиентов банка и аналогичная выборка некредитоспособных — для 
построения рейтинга кредитоспособности.

13.2. сравнение рейтинГОв и линейные рейтинГи
Из-за своей простоты популярны линейные рейтинги

f(x1, x2, …, xm) = a1x1 + a2x2 + … + amxm

в виде линейной функции от единичных показателей (факторов) x1, 
x2, …, xm. 

Коэффициенты a1, a2, …, am называют коэффициентами важности 
(весомости, значимости). Их определяют либо экспертным путем, либо 
оценивают по статистическим данным, используя обучающие выборки. 
Например, строят рейтинг (интегральный показатель, оценку) финансо-
вого положения предприятия в виде линейной функции от некоторого 
числа переменных (показателей, факторов). Эта функция находится 
с помощью линейного дискриминантного анализа Фишера [26, 138] 
и используется для принятия решения о финансовом положении пред-
приятия.

Такой подход хорошо известен в эконометрике. В частности, с кри-
тических позиций он описан в главе 5 учебника [89]. Подход является 
устаревшим. Обоснованность его сомнительна, поскольку он основыва-
ется на модели многомерного нормального распределения. В настоящее 
время, как разъяснено в предыдущем разделе, рекомендуется применять 
непараметрический дискриминантный анализ, основанный на непара-
метрических ядерных оценках плотностей классов по обучающим же 
выборкам.
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величины κ и λ асимптотически (при безграничном росте объемов вы-
борок) независимы [72], что позволяет использовать приводимые далее 
результаты и в этом случае.

Нередко как показатель качества алгоритма диагностики (прогно-
стической «силы») используют долю правильной диагностики

µ = π1κ + π2λ.

Однако показатель µ определяется, в частности, через характе-
ристики π1 и π2, частично заданные исследователем (например, на них 
влияет тактика отбора образцов для изучения). В аналогичной медицин-
ской задаче величина µ оказалась больше для тривиального прогноза, 
согласно которому у всех больных течение заболевания будет благо-
приятно. Тривиальный прогноз сравнивался с алгоритмом выделения 
больных с прогнозируемым тяжелым течением заболевания. Он был 
разработан группой ученых под руководством академика АН СССР 
И.М. Гельфанда. Применение этого алгоритма с медицинской точки 
зрения вполне оправдано.

Другими словами, по доле правильной классификации алгоритм 
академика И.М. Гельфанда оказался хуже тривиального — объявить 
всех больных легкими, не требующими специального наблюдения. 
Этот вывод очевидно нелеп. И причина появления нелепости вполне 
понятна. Хотя доля тяжелых больных невелика, но смертельные исходы 
сосредоточены именно в этой группе больных. Поэтому целесообразна 
гипердиагностика — рациональнее часть легких больных объявить тя-
желыми, чем сделать ошибку в противоположную сторону.

Применение теории статистических решений требует знания по-
терь от ошибочной диагностики, а в большинстве научно-технических 
и экономических задач определить потери, как уже отмечалось, слож-
но, в частности из-за необходимости оценивать человеческую жизнь 
в денежных единицах. По этическим соображениям это, на наш взгляд, 
недопустимо. Сказанное не означает отрицания пользы страхования, но 
очевидно, страховые выплаты следует рассматривать лишь как способ 
первоначального смягчения потерь от утраты близких.

Итак, применение теории статистических решений в рассматривае-
мой постановке вряд ли возможно, поскольку оценить количественно 
потери от смерти больного нельзя по этическим соображениям. Поэто-
му, на наш взгляд, долю правильной диагностики µ нецелесообразно 
использовать как показатель качества алгоритма диагностики.

Для выявления информативного набора признаков целесообразно 
использовать метод пересчета на модель линейного дискриминантного 
анализа, согласно которому статистической оценкой прогностической 

пользоваться им не рекомендуется. Целесообразно применять другой 
показатель качества алгоритма диагностики — описанную далее оценку 
специального вида так называемого «расстояния Махаланобиса» между 
классами. Изложение проведем на примере разработки программного 
продукта для специалистов по диагностике материалов. Прообразом 
является диалоговая система «АРМ материаловеда», разработанная 
Институтом высоких статистических технологий и эконометрики для 
ВНИИ эластомерных материалов.

При построении информационно-исследовательской системы 
диаг ностики материалов (ИИСДМ) возникает задача сравнения про-
гностических правил «по силе». Прогностическое правило — это алго-
ритм, позволяющий по характеристикам материала прогнозировать его 
свойства. Если прогноз дихотомичен («есть» или «нет»), то правило 
является алгоритмом диагностики, при котором материал относится 
к одному из двух классов. Ясно, что случай нескольких классов может 
быть сведен к конечной последовательности выбора между двумя 
классами.

Прогностические правила могут быть извлечены из научно-
технической литературы и практики. Каждое из них обычно формули-
руется в терминах небольшого числа признаков, но наборы признаков 
сильно меняются от правила к правилу. Поскольку в ИИСДМ должно 
фиксироваться лишь ограниченное число признаков, то возникает проб-
лема их отбора. Естественно отбирать лишь те их них, которые входят 
в наборы, дающие наиболее «надежные» прогнозы. Для придания точ-
ного смысла термину «надежный» необходимо иметь способ сравнения 
алгоритмов диагностики по прогностической «силе».

Результаты обработки реальных данных с помощью некоторого 
алгоритма диагностики в рассматриваемом случае двух классов описы-
ваются долями: правильной диагностики в первом классе κ; правильной 
диагностики во втором классе λ; долями классов в объединенной сово-
купности πi, i = 1, 2; π1 + π2 = 1.

При изучении качества алгоритмов классификации их сравнивают 
по результатам дискриминации вновь поступающей контрольной выбор-
ки. Именно по контрольной выборке определяются величины κ, λ, π1, π2. 
Однако иногда вместо контрольной используют обучающую выборку, 
т.е. указанные величины определяются ретроспективно, в результате 
анализа уже имеющихся данных. Обычно это связано с трудоемко-
стью получения данных. Тогда κ и λ зависимы. Однако в случае когда 
реша ющее правило основано на использовании дискриминантной по-
верхности, параметры которой оцениваются по обучающим выборкам, 
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Пример 13.2. В условиях примера 13.1 при m = n = 100 найдем асимп-
тотическое среднее квадратичное отклонение А(0,90; 0,80).

Поскольку ϕ(Φ–1(κ)) = ϕ(1,28) = 0,176, ϕ[Φ–1(λ)] = ϕ(0,84) =  
= 0,280, ϕ(d*/2) = ϕ(1,06) = 0,227, то, подставляя в выражение 
для А2 численные значения, получаем, что

A
m n

2 0 90 0 80
0 0372 0 0265

( , ; , )
, ,

= +

(численные значения плотности стандартного нормального рас-
пределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1 
и функции, обратной к функции этого распределения, имеются 
в справочниках).

При m = n = 100 имеем А(0,90; 0,80) = 0,0252. При довери-
тельной вероятности γ = 0,95 имеем Φ–1(0,975) = 1,96, а потому 
нижняя доверительная граница для прогностической силы δ есть 
δН = 0,86 – 1,96 × 0,0252 = 0,81, а верхняя доверительная граница 
такова: δВ = 0,86 + 1,96 × 0,0252 = 0,91. Аналогичный расчет при 
m = n = 1000 дает δН = 0,845, δВ = 0,875.

Можно	ли	использовать	линейный	рейтинг? Как проверить обо-
снованность пересчета на модель линейного дискриминантного анали-
за? Допустим, что классификация состоит в вычислении некоторого 
прогностического индекса у и сравнении его с заданным порогом с. 
Объект относят к первому классу, если y ≤ с, ко второму, если у > с. Про-
гностический индекс — это обычно линейная функция от характеристик 
рассматриваемых объектов. Другими словами, от координат векторов, 
описывающих объекты.

Возьмем два значения порога — с1 и c2. Если пересчет на модель 
линейного дискриминантного анализа обоснован, то, как можно пока-
зать, «прогностические силы» для обоих правил совпадают: δ(c1) = δ(c2). 
Выполнение этого равенства можно проверить как статистическую гипо-
тезу. Укажем способ проверки, т.е. опишем соответствующий критерий 
проверки статистической гипотезы.

Пусть κ1 — доля объектов первого класса, для которых y ≤ c1, а κ2 — 
доля объектов первого класса, для которых c1 < y ≤ c2. Аналогично пусть 
λ2 — доля объектов второго класса, для которых c1 < y ≤ c2, а λ3 — доля 
объектов второго класса, для которых у > с2. Тогда можно рассчитать две 
оценки одного и того же расстояния Махаланобиса. Они имеют вид:

d*(c1) = Φ–1(κ1) + Φ–1(λ2 + λ3), d*(c2) = 
= Φ–1(κ1 + κ2) + Φ–1(λ3).

«силы» δ является так называемая «эмпирическая прогностическая 
сила»

δ* = Φ(d*/2), d* = Φ–1(κ) + Φ–1(λ),

где Φ(x) — функция стандартного нормального распределения вероятностей с мате-
матическим ожиданием 0 и дисперсией 1, а Φ–1(y) — обратная ей функция.

Пример 13.1. Если доли правильной классификации κ = 0,90 
и λ = 0,80, то Φ–1(κ) = 1,28 и Φ–1(λ) = 0,84, откуда d* = 2,12 и эмпи-
рическая прогностическая сила δ* = Φ–1(1,06) = 0,86. При этом доля 
правильной классификации µ может принимать любые значения 
между 0,80 и 0,90 в зависимости от доли элементов того или иного 
класса среди анализируемых данных.

Если классы описываются выборками из многомерных нормаль-
ных совокупностей с одинаковыми матрицами ковариаций, а для клас-
сификации применяется классический линейный дискриминантный 
анализ Р. Фишера, то величина d* представляет собой состоятельную 
статистическую оценку так называемого «расстояния Махаланобиса» 
между рассматриваемыми двумя совокупностями (конкретный вид 
этого расстояния сейчас не имеет значения), независимо от порогового 
значения, определяющего конкретное решающее правило. В общем слу-
чае показатель δ* вводится как эвристический (т.е. понятие истинной 
прогностической «силы» δ не используется).

Пусть алгоритм классификации применялся к совокупности, со-
стоящей из т объектов первого класса и n объектов второго класса.

Теорема 13.1. Пусть т, п → ∞. Тогда для всех х

P
A

x x
δ δ

κ λ
*
( , )

( ),
−

<








→ Φ

где δ* — эмпирическая оценка истинной «прогностической силы» δ алгоритма диа-
гностики; асимптотическое среднеквадратичное отклонение
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здесь ϕ(x) = Φ′(x) — плотность стандартного нормального распределения вероят-
ностей с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1.

С помощью теоремы 13 по κ и λ обычным образом определяют 
доверительные границы для «прогностической силы» δ.



386 387

влечь высококвалифицированных экспертов для глобальной оценки, 
т.е. оценки непосредственно рейтинга Y. Предположим, что

Y = f(x1, x2, …, xm) = a1x1 + a2x2 + … + amxm,

и будем использовать глобальные рейтинговые оценки экспертов для 
расчета коэффициентов (т.е. не будем привлекать экспертов для непо-
средственной оценки коэффициентов при переменных).

Имеем сначала, что рейтинговые оценки высококвалифицирован-
ных экспертов являются числовыми. Тогда в качестве данных, исходных 
для статистического анализа, имеем выборку (Yi; x1i, x2i, …, xmi), i = 1, 
2, …, n, где n — число ответов высококвалифицированных экспертов, 
содержащих глобальные оценки рейтинга для n ситуаций. С точки 
зрения прикладной статистики имеем задачу линейного регрессионного 
анализа, которая решается стандартными методами (с помощью непа-
раметрического метода наименьших квадратов [77; 89]).

Нет необходимости обязательно требовать, чтобы оценки высоко-
квалифицированных экспертов являлись числами. Можно ограничить-
ся результатами парных сравнений или ранжировками. Ясно, что такого 
рода глобальные оценки гораздо легче получить, и они будут более 
надежными (исходя из ранее обоснованного общего утверждения, что 
нечисловые ответы более естественны для экспертов, чем числовые). 
Затем по глобальным экспертным оценкам для n ситуаций можно со-
стоятельно оценить коэффициенты линейного рейтинга. Математиче-
ский аппарат необходим иной, не тот, что в ранее рассмотренном случае 
глобальных числовых оценок высококвалифицированных экспертов.

В настоящее время теория рейтингов продолжает бурно развивать-
ся. Так, проблемам обоснованного выбора коэффициентов важности 
посвящена работа В.В. Подиновского [99]. Сравнительный анализ пяти 
традиционных и четырех относительно новых методов нахождения 
коэффициентов важности бинарных (т.е. принимающих два значения) 
факторов осуществлен И.Ф. Шахновым [133]. При этом исходной 
информацией служат экспертные оценки, имеющие качественный 
характер.

Очевидна связь теории рейтингов с современной весьма математи-
зированной теорией полезности [128], поскольку рейтинговая оценка — 
частный случай функций полезности, используемой для упорядочения 
объектов экспертизы.

контрольные вопросы
Пусть рейтинговая оценка имеет четыре возможных значения. Как ее 1.	
выразить через бинарные рейтинги?
Как соотносятся задачи группирования и задачи кластер-анализа?2.	

Теорема 13.2.	Если истинные прогностические силы двух пра-
вил диагностики совпадают, т.е. δ(c1) = δ(c2), то при m → ∞, n → ∞ при 
всех х

P
d c d c
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Из теоремы 13.2 вытекает метод проверки рассматриваемой гипо-
тезы: при выполнении неравенства

d c d c
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−
≤ −
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α

она принимается на уровне значимости, асимптотически равном α, 
в противном случае — отвергается.

Пример 13.3. Пусть данные примеров 13.1 и 13.2 соответствуют 
порогу с1. Пусть порогу с2 соответствуют κ′ = 0,95 и λ′ = 0,70. То гда 
в обозначениях теоремы 13.2 κ1 = 0,90, κ2 = 0,05, λ2 = 0,10, λ3 = 0,70. 
Далее d*(c1) = 2,12 (см. пример 13.1), d*(c2) = 2,17, T(κ1, κ2) = 2,22, 
T(λ3, λ2) = 0,89. Гипотеза о совпадении прогностических сил на 
двух порогах принимается на уровне значимости α = 0,05 тогда 
и только тогда, когда

0 05
2 22 0 89

1 96
2

2,
, ,

, ,

m n
+

≤

т.е. когда

2 22 0 89
0 00065

, ,
, .

m n
+ ≥

Так, гипотеза принимается при m = n = 1000 и отвергается 
при m = n = 5000.

Экспертно-статистический	метод.	Оценивание экспертами коэф-
фициентов линейного рейтинга не всегда надежно. Особенно в ситуа-
ции, когда экспертов мало, а разброс мнений экспертов велик. Тогда 
представляется целесообразным не оценивать коэффициенты, а при-
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Глава 14

ПриМеры разрабОтки 
уПравленЧеских решений  

на ОснОве ЭксПертных ОценОк

14.1. ЭксПертные Оценки  
в МаркетинГОвОМ исследОвании

Экспертные оценки — мощный интеллектуальный инструмент 
организационно-экономических исследований. Рассмотрим ряд приме-
нений экспертных оценок в менеджменте и экономике при проведении 
конкретных исследований.

На различных этапах маркетинговых исследований активно при-
меняются различные виды экспертных оценок [50; 121]. Например, 
в ходе разработки проекта развития инновационных технологий косми-
ческого приборостроения на примере системы ГЛОНАСС  Н.А. Чебота-
рева (МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2005) провела опрос экспертов. Опишем 
это конкретное маркетинговое исследование.

Цель исследования — выявление направлений развития навигаци-
онных приборов в области автомобильного транспорта с целью улуч-
шения их технических характеристик.

Объект исследования — прогнозирование предпочтений потребите-
лей в области технико-функциональных характеристик навигационного 
прибора.

Содержание	анкеты.	В предложенной экспертам анкете были 
представлены 15 важнейших характеристик, определяющих технико-
функ циональные характеристики навигационного прибора:

точность определения навигационных параметров (координат, 1) 
времени, скорости);
сохранение точностных характеристик: при механическом 2) 
ударе, движении со скоростью 180 км/ч, воздействии тумана, 
динамической пыли и пр.;
габариты прибора;3) 
масса прибора;4) 
наличие жидкокристаллического цветового экрана;5) 
наличие картографической базы данных;6) 
объем памяти (число сохраняемых маршрутов);7) 
наличие системы мониторинга о пробках на дорогах (выбор 8) 
оптимальных путей объезда);

Почему долю правильной диагностики нецелесообразно использовать 3.	
как показатель качества алгоритма диагностики	 (прогностической 
«силы»)?
Как проверить возможность использования линейного рейтинга?4.	

темы докладов и рефератов
Алгоритм, с помощью которого любую рейтинговую оценку, принима-1. 
ющую конечное число значений, можно выразить через бинарные рей-
тинги.
Непараметрические методы диагностики на основе ядерных оценок плот-2. 
ности в пространствах произвольной природы.
Непараметрические ядерные оценки плотности в дискретных простран-3. 
ствах.
Доказательство теорем 13.1 и 13.2.4. 
Алгоритмы оценивания коэффициентов линейного рейтинга в случае 5. 
глобальных экспертных оценок по методу парных сравнений.
Современная теория рейтингов (с использованием [24]).6. 
Подходы к выбору коэффициентов важности (на основе [99]).7. 
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помехозащищенность (влияние прибора на работу других при-9) 
боров автомобиля);
надежность и прочность в эксплуатации;10) 
потребление энергии;11) 
время непрерывной работы от аккумуляторной батареи;12) 
соотношение цены и качества;13) 
современный дизайн;14) 
простота в обращении (быстрый доступ к функциям при-15) 
бора).

Эксперты оценивали перечисленные характеристики по пяти-
балльной системе:

5 — «абсолютно необходимо»;
4 — «очень важно»;
3 — «может быть важно»;
2 — «не очень важно»;
1 — «абсолютно не важно».
Обработка	результатов	опроса	экспертов.	На основе полученных 

результатов осуществлена статистическая обработка данных.
В опросе приняло участие 12 экспертов, информация была собрана 

путем самостоятельного заполнения ими анкет.
Поскольку ответы экспертов измерены в порядковой шкале (ис-

пользуется балльная система), согласно теории измерений (см. главу 9) 
обоснованным является использование медиан в качестве средних 
баллов и рассмотрение их в качестве интегральных оценок (рейтингов). 
Полученные результаты можно обработать также путем вычисления 
средних арифметических из-за их привычности и распространенности, 
но следует учесть, что данная рекомендация противоречит теории из-
мерений. Однако исходя из концепции устойчивости, согласно которой 
следует использовать различные методы для обработки одних и тех 
же данных с целью выделить выводы, получаемые одновременно при 
всех методах, целесообразно рассмотреть одновременно оба метода — 
и метод средних арифметических баллов, и метод медианных баллов 
(см. главу 10).

Метод средних арифметических баллов предполагает подсчет 
суммы баллов, присвоенных каждой из технико-функциональных 
характеристик навигационного прибора. Затем эта сумма должна быть 
разделена на число экспертов (12) для получения среднего арифмети-
ческого балла (именно эта операция дала название методу). По средним 
арифметическим баллам проводится итоговая ранжировка (в другой 
терминологии — упорядочение), исходя из принципа — чем больше 
средний ранг, чем важнее характеристика (табл. 14.1).
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Наибольший средний ранг, равный 4,92, соответствует двум 
характеристикам прибора — «точность определения навигационных 
параметров» (№ 1) и «надежность и прочность в эксплуатации» 
(№ 10), следовательно, в итоговой ранжировке они должны стоять на 
1-м и 2-м местах. Этим характеристикам присваивается средний ранг 
(1 + 2)/2 = 1,5 (табл. 14.1). Следующая по величине сумма, равная 4,67, 
соответствует эргономической характеристике — «простота в обраще-
нии» (№ 15), ей присваивается ранг 3. Характеристике № 2 — «сохра-
нение точностных характеристик в различных условиях» — в итоговой 
ранжировке присвоен ранг 4. Дальнейшие результаты приведены 
в табл. 14.2.

Итак, ранжировка по суммам баллов (по средним арифметическим 
баллам) имеет вид:

        {1, 10} < 15 < 2 < {7, 12} < {11, 13} < 3 < 6 <{4, 8} < 5 < 9 < 14 (14.1)

(движение слева направо соответствует уменьшению среднего ариф-
метического балла). Поскольку характеристики № 1 и 10, а также № 7 
и 12, № 11 и 13, № 4 и 8 получили одинаковую сумму баллов, то по 
рассматриваемому методу они эквивалентны, а потому объединены 
в группы — классы эквивалентности (выделены фигурными скобками, 
как и в главе 10).

Метод	медиан	баллов.	Поскольку ответы экспертов измерены 
в порядковой шкале, для них, согласно теории измерений (см. главу 9), 
неправомерно проводить усреднение методом средних арифметических 
баллов. Надо использовать метод медиан баллов.

Необходимо взять ответы экспертов, соответствующие одной из 
технико-функциональных характеристик, например характеристике 
№ 11 (потребление энергии). Это баллы. Располагаем их в порядке 
неубывания (проще было бы сказать — «в порядке возрастания», но 
поскольку некоторые ответы совпадают, то приходится использовать 
термин «неубывание»). Получим последовательность: 2, 3, 3, 3, 3, 4, 
4, 4, 4, 4, 4, 4. На центральных местах — 6-м и 7-м — стоят 4 и 4, сле-
довательно, медиана равна (4 + 4)/2 = 4. Медианы совокупностей 12 
баллов, соответствующих определенным технико-функциональным 
характеристикам прибора, приведены в табл. 14.1. Итоговый ранг по 
медианам приведен в последней строке таблицы 14.1 и имеет следу-
ющий вид:

               {1, 10, 15} < {2, 7, 11, 12, 13} < {3, 4, 6, 8} < 5 < {9, 14}. (14.2)

Выделено пять групп характеристик (кластеров), соответственно 
значениям медианы баллов 5; 4; 3; 2,5; 2.
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14.2. ЭксПертные технОлОГии  
в систеМе «шесть сиГМ»

Как улучшить организацию производства? Как повысить эффек-
тивность управления? Волна за волной накатывают на руководителей 
и специалистов все новые сочетания слов и стоящие за ними концепции. 
И в каждой волне есть что-то новое и что-то давно известное. Основ-
ное — новый угол взгляда на старые проблемы и методы.

И вот появилось новая система — «Шесть сигм». Что стоит за 
этими словами, наводящими на мысли о статистических методах (гре-
ческой буквой «сигма» традиционно обозначают показатель разброса 
статистических данных)? Как сказано в [97], «Шесть сигм» — это более 
разумный способ управлять всей компанией или отдельным подраз-
делением. Фактически речь идет о развитии системы контроллинга 
на предприятии, в организации, фирме, компании [127]. Концепция 
«Шесть сигм» ставит на 1-е место потребителя и помогает находить 
самые лучшие решения, опираясь на факты и данные. Она нацелена на 
три основные задачи:

повысить удовлетворенность клиентов; �

сократить время цикла (производственного, операционного); �

уменьшить число дефектов. �

Внедрение «Шести сигм» дает значительный экономический 
эффект. Исполнительный директор General Electric Джек Уэлч писал 
в ежегодном докладе, что всего за три года «Шесть сигм» сэкономили 
компании более 2 млрд дол. [97].

Совершенно справедливо «Шесть сигм» рассматривают как «рево-
люционный метод управления качеством». Согласно «Шести сигмам», 
следует стремиться к достижению самого малого разброса контролиру-
емого параметра по сравнению с полем допуска. Желательно добиться, 
чтобы ширина поля допуска была в 6 раз больше типового разброса, 
традиционно описываемого как «плюс-минус сигма». Отсюда и на-
звание концепции — «Шесть сигм». Соотношение поля допуска с по-
лем разброса (в «сигмах») связывают с числом дефектов (на миллион 
возможностей) и с выходом годной продукции (в процентах). Так, 
6 «сигма» соответствуют 3,4 дефектам на 1 000 000 возможностей, или 
выходу годной продукции 99,99966%. А пока такой высокий уровень не 
достигнут, можно оценивать ситуацию в 1 «сигма». И промежуточная 
задача может формулироваться так: с уровня 2,5 «сигма» подняться до 
уровня 4 «сигма».

Интеллектуальные	инструменты.	С помощью каких инструментов 
достигается успех в системе «Шести сигм»? Это инструменты гене-

Сравнение	ранжировок	по	методу	 средних	арифметических	
и	методу	медиан	баллов.	Нет ни одной противоречивой пары характе-
ристик (в смысле определения противоречивости, данного в подразделе 
10.3). Сравнение ранжировок (14.1) и (14.2) показывает, что каждый 
кластер во второй из них представляет собой объединение нескольких 
кластеров из первой ранжировки. Формальное применение процедуры 
согласования ранжировок (см. подраздел 10.3) дает в качестве итоговой 
ранжировку (14.1). Отметим, что более крупные кластеры ранжировки 
(14.2) легче поддаются интерпретации.

По итоговой ранжировке можно сделать, в частности, следующие 
выводы:

к наиболее важным характеристикам навигационного прибора 1) 
следует отнести такие характеристики, как «точность опреде-
ления навигационных параметров», «надежность и прочность 
в эксплуатации», «простота в обращении», а также «сохранение 
точностных характеристик в различных условиях». Следова-
тельно, при разработке навигационного прибора в первую оче-
редь необходимо обеспечить выполнение данных требований. 
Для этого научно-исследовательские и опытно-конструктор-
ские работы должны быть направлены на создание универсаль-
ных микросхем, печатных плат, обеспечивающих получение 
качественных сигналов приема-передачи со спутников, на раз-
работку программного обеспечения. Задача дизайнеров заклю-
чается в разработке эргономичного, удобного в использовании 
прибора. Необходимо обеспечить конструктивное исполнение 
корпуса прибора, позволяющее сохранять точностные харак-
теристики в различных условиях. Для получения требуемых 
объема памяти, длительности работы аккумуляторной батареи 
целесообразно использовать покупные комплектующие из-
делия, исходя из целевого использования прибора, решаемых 
с его помощью задач;
такие характеристики, как габариты, масса, современный ди-2) 
зайн, были отнесены экспертами к менее значимым и не несут 
основной технико-функциональной нагрузки, однако при раз-
работке прибора их следует учесть, чтобы обеспечить эстетич-
ность и гармоничное сочетание с салоном автомобиля и другими 
устройствами.
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суть нового шага в науке и практике управления предприятием. И этот 
новый шаг реализуется с помощью интенсивного использования про-
цедур экспертного оценивания.

Выделяют шесть элементов, составляющих квинтэссенцию систе-
мы «Шесть сигм»:

ориентация на потребителя; �

управление на основе данных и фактов; �

процессный подход (где действия, там и процессы); �

проактивный менеджмент (т.е. основанный на прогнозирова- �

нии);
безграничное сотрудничество; �

стремление к совершенству без боязни поражений. �

Конечно, каждый из этих элементов сам по себе хорошо изве-
стен. Дело в системе «Шесть сигм», в которую они объединены. В ней 
подробно  расписаны роли различных участников команды — «черные 
пояса», «зеленые пояса», «мастера черных поясов», «чемпионы». Под-
черкивается основополагающая роль членов руководства компании 
(«спонсоров»), лично занимающихся развитием системы «Шесть 
сигм».

Анализ системы «Шесть сигм» показывает, что несмотря не неко-
торое различие терминов, связанное с корнями этой системы (лежащи-
ми в проблемах управления качеством), фактически «Шесть сигм» — это 
глубоко проработанная система внедрения современного контроллинга. 
Отметим место, которое занимают экспертные и статистические методы 
среди ее инструментов. Система «Шесть сигм» трудоемка, на внедрение 
нужны годы. Но и эффект велик [127].

Отметим, что «Шесть сигм» можно рассматривать и как новую 
систему внедрения математических методов исследования [66].

Проблемы	внедрения	математических	методов	исследования.	
Полезно проанализировать изменение представлений о проблемах 
внедрения современных научных достижений в отечественную прак-
тику. В качестве примера для обсуждения рассмотрим теорию и мето-
ды планирования эксперимента, об истории которых в нашей стране 
рассказано в [48]. Как известно, локомотивом работ по планированию 
эксперимента в нашей стране являлся «незримый коллектив» под ру-
ководством В.В. Налимова, чьи основные научные идеи и результаты 
их практического внедрения рассматривались на страницах журнала 
«Заводская лаборатория».

Очевидно, совершенно необходим первый этап — разработка самой 
научной теории до той стадии, когда предлагаемые рекомендации уже 

рации идей и структурирования информации — экспертные оценки 
(голосования, мозговой штурм), диаграммы (сродства, древовидные, 
«рыбий скелет» — схема Исикава), блок-схемы. Это инструменты 
сбора данных — выборочный метод, методики измерений, методы 
определения «голоса потребителя», контрольные листки и электронные 
таблицы. Третья группа — инструменты анализа процесса и данных — 
анализ течения процесса, добавленной ценности, различные графики 
и диаграммы, в том числе диаграмма Парето, график временного ряда 
(тренда), диаграмма разброса (поле корреляции). Затем — инструменты 
статистического анализа (проверка статистических гипотез, методы 
корреляции и регрессии, планирования экспериментов и др.). Наконец, 
четвертая группа — инструменты реализации решений и управления 
процессом. Среди них — методы управления проектами (планирование, 
бюджетирование, составление графиков, коммуникации, управление 
коллективом, диаграммы Ганта и др.), анализ потенциальных проблем 
и анализ видов и последствий отказов, анализ заинтересованных сторон, 
диаграмма поля сил, документирование процесса, сбалансированная 
система показателей и «приборная» панель процесса. Обратите вни-
мание, что реализация практически всех этих методов осуществляется 
с активным использованием тех или иных экспертных технологий в со-
четании с методами анализа объективных данных.

Инструментарий системы «Шесть сигм» весьма широк. Эти ин-
струменты помогают принимать правильные решения, решать проблемы 
и управлять переменами. Среди них, как следует из приведенного ранее 
перечисления, основное место занимают различные экспертные и ста-
тистические инструменты. Однако нельзя считать, что система «Шесть 
сигм» и инструменты «Шести сигм» — это одно и то же.

Как справедливо подчеркнуто в цитированной книге о системе 
«Шесть сигм», возможно, вы говорите себе: «Мы уже делаем кое-что 
из этого». И уж, безусловно, читали почти обо всех из названных ранее 
инструментах, в том числе на страницах данного учебника. Совершенно 
бесспорно, что многое в концепции «Шести сигм» не ново. Что дей-
ствительно ново — так это соединение всех этих элементов системы и ее 
инструментов в согласованный процесс управления.

Действительно, различные виды инструментов повышения эффек-
тивности управления известны давно. Чтобы их успешно использовать, 
нужна система внедрения. Нужна тщательно разработанная методика 
создания и функционирования творческих коллективов, занимающихся 
анализом ситуации, подбором и внедрением современных инструментов 
управления. Все это создано в системе «Шесть сигм». В этом и состоит 
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остались нереализованными из-за развала СССР и развертывания эко-
номических «реформ» 1990-х гг., приведших к сокращению (в разы!) 
объемов научных исследований и численности работников в сфере 
науки и научного обслуживания.

Сейчас мы находимся на четвертом этапе. Надо разрабатывать 
и широко использовать новые организационные формы внедрения 
математических методов исследования на отдельных предприятиях. 
С похожими проблемами сталкиваются разработчики крупных ин-
формационных систем управления предприятиями (типа SAP R/3, 
Oracle, JD Edwards, Baan), занимающиеся их внедрением в конкретных 
организациях [87]. В частности, необходимо создание соответствующей 
службы под непосредственным началом одного из высших руководи-
телей организации. Недаром внедрение контроллинга — современных 
методов управления предприятиями — обычно начинается именно 
с создания службы контроллинга и прорабатывания ее взаимодействия 
со всеми остальными структурами предприятия [32].

Система «Шесть сигм» ценна прежде всего своей организаци-
онной составляющей — той, которой не уделяли внимания на ранних 
этапах истории внедрения современных математических методов 
иссле дования. Система «Шесть сигм», опирающаяся на постоянное 
и ин тенсивное использование знаний и интуиции высококвалифи-
цированных экспертов, дает алгоритмы практической деятельности 
по организации внедрения, чем она и интересна для отечественных 
специалистов.

Подведем итоги. В России активно разрабатываются теоретиче-
ские, программные и практические вопросы статистических методов 
сертификации и управления качеством продукции. Некоторые из них 
мы кратко рассмотрели. Ранее разработанные нормативно-техническая 
и методическая документация, диалоговые компьютерные системы 
по статистическим методам продолжают использоваться, несмотря 
на социально-политические преобразования 1990-х гг. В частности, 
стандарты СССР и СЭВ продолжают оставаться широко известными 
методическими документами, хотя СССР и СЭВ уже нет. Большое зна-
чение имеет работа по устранению ошибок в нормативно-технических 
и инструктивно-методических документах в целях уменьшения числа 
ошибок в практической работе. Важно создать такую систему управле-
ния в научно-технической сфере, чтобы никто не мог навязать стране 
свои ошибки в качестве стандартов, проигнорировав протесты ведущих 
специалистов. При этом условии внедрение современных статистиче-
ских методов сертификации и управления качеством продукции могут 

можно использовать на практике. Основной результат этого этапа — ме-
тодические разработки и образцы внедрения. Первый этап в основном 
завершился к началу 1970-х гг.

Термин «завершился» требует уточнения. Научные исследования, 
разумеется, продолжались и после 1970 г. Они продолжаются сейчас 
и будут продолжаться в дальнейшем, поскольку любая научная область 
может  развиваться — при наличии энтузиастов — до бесконечности. 
Речь о другом — к началу 1970-х гг. была создана методическая база 
для массового внедрения.

Следующий этап — пропаганда возможностей методов планиро-
вания эксперимента, преподавание и подготовка кадров. В статье [48] 
рассказано о многочисленных акциях 1960—1970-х гг. в этом направ-
лении. Казалось, что дальше все пойдет самотеком. Но не получилось. 
Широкого потока внедренческих работ не последовало. Блестящие 
работы не стали образцами для подражания.

И не только для планирования эксперимента. Примерно так 
же развива лась ситуация с внедрением экономико-математических 
методов. Хотя были и некоторые незначительные отличия. Удалось 
организовать Центральный экономико-математический институт 
РАН, а вот академического института по планированию эксперимента 
нет до сих пор. И Межфакультетская лаборатория статистических 
методов МГУ им. М.В. Ломоносова, которая занималась развитием 
теории и внедрением методов планирования эксперимента, расфор-
мирована в середине 1970-х гг. Были и другие примеры того, что 
организационные успехи по тем или иным причинам не удавалось 
закрепить [48].

Стало ясно, что создания методов и их пропаганды недостаточно. 
Внедрение новшеств должно опираться на развитую структуру (систе-
му) высококвалифицированных экспертов. Выявилась необходимость 
перехода к третьему этапу — этапу разработки организационных форм, 
обеспечивающих широкое внедрение. Наиболее ярким проявлением 
этого этапа было учреждение в 1990 г. Всесоюзной статистической ассо-
циации (ВСА), объединяющей — прежде всего в секции статистических 
методов — специалистов по математическим методам исследования 
[89]. В статье [74] тех лет, посвященной проблемам внедрения при-
кладной статистики и других статистических методов, была развернута 
программа создания сети научно-исследовательских и внедренческих 
институтов по этой тематике, аналогичной сети метрологических 
органи заций. К сожалению, все эти глобальные планы организации 
внедрения рассматриваемых методов в государственном масштабе 
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Под техническим уровнем понимают меру использования 
до стиже ний технического прогресса для удовлетворения конкрет-
ных потребностей, степень технического совершенства продукции, 
новизны и прогрессивности конструкторско-технологических решений. 
Технический уровень продукции — относительный показатель, кото-
рый определяется на основе сравнения параметров и характеристик 
предлагаемого в проекте продукта с показателями базового образца 
соответствующего уровня, имеющегося в стране и за рубежом. При 
этом используют как групповые, так и единичные показатели. Как 
следует из сказанного, при определении технического уровня эконо-
мические показатели не учитываются. Конкретные правила расчета 
технического уровня  зафиксированы  в соответствующих нормативных 
документах.

Для практических расчетов каждая группа показателей подробно 
раскрывается. Например, надежность изделия — сложное свойство, 
состоящее из трех частных свойств — безотказности, ремонтопригод-
ности, сохраняемости [129]. Эти три свойства стоят на третьем уровне 
иерархии показателей качества (на первом — верхнем — обобщенный 
показатель, на втором — перечисленные ранее групповые показатели, 
в том числе групповой показатель надежности).

Безотказность — свойство технического изделия сохранять рабо-
тоспособность в течение некоторого времени эксплуатации без вынуж-
денных перерывов. Показателями безотказности являются: вероятность 
безотказной работы, средняя наработка до первого отказа, наработка на 
отказ, интенсивность отказов, параметр потока отказов, гарантийная на-
работка. Все эти показатели стоят на четвертом уровне иерархической 
системы показателей.

Они могут быть раскрыты с помощью показателей пятого уровня 
иерархии. Так, вероятность безотказности работы является функцией 
(в математическом смысле) времени наблюдения. Функцию с достаточ-
ной степенью точности можно задать с помощью ее значений в конечном 
числе точек. Часто с помощью экспертов выбирают «естественные» 
единицы измерения — час, сутки, год. Средняя наработка до первого 
отказа — это математическое ожидание, или медиана, или иное теорети-
ческое среднее. А реально все эти средние оцениваются по результатам 
предварительных испытаний, следовательно, характеристики имеют 
вид доверительных интервалов и т.д.

Казалось бы, показатели надежности должны оцениваться по ре-
зультатам объективных измерений. Реально же велика роль экспертов. 
Именно они задают конкретные процедуры оценивания, выбирая вид 

дать нашей стране экономический эффект, измеряемый миллиардами 
долларов США в год.

14.3. иерархиЧеская систеМа  
ПОказателей техниЧескОГО урОвня  

и каЧества ПрОдукции
Среди иерархических систем показателей одной из наиболее прак-

тически важных является система показателей качества продукции. 
Она представляет интерес для нас в связи с построением рейтингов 
(см. главу 13). Рассмотрим эту систему показателей подробнее.

Под качеством продукции обычно понимают совокупность свойств 
продукции, обусловливающих ее пригодность к удовлетворению опре-
деленных потребностей в соответствии с ее назначением. Для орга-
низации контроля качества, изучения динамики качества продукции, 
выпускаемой различными производителями, планирования произ-
водства, управления инвестициями и инновациями и решения других 
управленческих задач недостаточно словесного определения понятия 
качества, необходимо выразить уровень качества в числовой форме. 
Другими словами, необходимо использовать обобщенные показатели 
качества, ориентированные на решаемую управленческую задачу и опи-
сывающие качество числом. Как их сконструировать?

Выделяют следующие группы показателей качества:
назначения;1) 
надежности и долговечности;2) 
технологичности;3) 
стандартизации и унификации;4) 
эргономические;5) 
эстетические;6) 
патентно-правовые;7) 
экономические;8) 
экологические;9) 
безопасности и т.п. (например, показатели транспортабельности 10) 
[23, с. 217]).

Ясно, что набор используемых групп зависит от решаемой задачи. 
Потребителя не интересуют показатели технологичности, стандарти-
зации и унификации, государственные органы сейчас контролируют 
экологические показатели, безопасность и соблюдение прав на интел-
лектуальную собственность и т.д. Часто обсуждают соотношение 
«цена — качество», ясно, что при этом группу экономических показа-
телей не включают в понятие «качество».
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3.5. Показатель колорита и декоративности (отражает взаимо-
связанность цветовых сочетаний и декоративных свойств 
материалов изделия).

Перечисленные показатели используют при технико-экономиче-
ском анализе при маркетинге — на первом этапе жизненного цикла 
продукции — и учитывают на следующих этапах.

Важны еще две группы показателей, которые определяются тех-
нологией производства изделия:

4. Показатели совершенства изготовления элементов формы 
и поверхностей (показатель четкости исполнения знаков, графиче-
ских элемен тов, чистоты поверхностей, тщательности покрытия, на-
пылений).

5. Показатели стабильности товарного вида.
Рассмотренные показатели оцениваются экспертным путем 

в баллах как дифференциальные эстетические показатели, и при ана-
лизе используется интегральный эстетический показатель, который 
определяется сравнением выбранных эстетических показателей нового 
изделия по отношению к образцовому (со своими весовыми коэффи-
циентами).

Отметим, что среди чисто эстетических показателей оказался один 
эргономический (показатель 2.2). Он необходим для целостной оценки 
эстетической составляющей качества, формально говоря, для построе-
ния группового показателя качества. Вместе с тем, как уже отмечалось, 
эргономические показатели качества составляют самостоятельную 
группу показателей. Обычно выделяют четыре подгруппы — гигиениче-
ские, антропометрические, физиологические и психофизиологические, 
психологические показатели.

Гигиенические показатели оценивают соответствие изделия сани-
тарно-гигиеническим нормам и рекомендациям. Речь идет об уровнях  
шума, температуры, давления, запыленности, освещенности и т.д.

Антропометрические показатели оценивают соответствие из-
делия размерам и форме человеческого тела в целом и его отдельных 
частей.

Физиологические и психофизиологические показатели характери-
зуют соответствие конструкции изделия и его элементов физиологиче-
ским свойствам человека, прежде всего особенностям и возможностям 
его органов чувств.

Психологические показатели оценивают соответствие изделия пси-
хологическим возможностям и особенностям человека, совершенство 
обеспечения информационного обмена в системе «человек—изделие—

характеристик нижнего уровня иерархии, модели и вытекающие из них 
алгоритмы нахождения числовых значений характеристик. Отметим, 
что эксперты могут и непосредственно оценивать надежность в каче-
ственных терминах, например как высокую, среднюю или низкую.

Заметно больше роль экспертов для других групп показателей. 
Так, эстетические показатели характеризуют такие свойства про-
дукции, как выразительность, гармоничность, целостность, соответ-
ствие среде и стилю, колористическое (цветовое) оформление и др. 
В работе В.В. Солодова (МГТУ им. Н.Э. Баумана, 2006) указано, что 
эстетические показатели определяют информационную выразитель-
ность, рациональность формы, целостность композиции, совершенство 
исполнения продукции, а также стабильность товарного вида. Он строит 
двухуровневую систему эстетических показателей:

1. Показатели красоты формы (информационной выразитель-
ности).

1.1. Показатель значимости формы — насколько социально зна-
чима форма изделия.

1.2. Показатель соответствия моде формы изделия.
1.3. Показатель стилевого соответствия, т.е. насколько форма из-

делия соответствует стилю.
1.4. Оригинальность формы изделия.
2. Показатели рациональности формы — насколько форма соответ-

ствует функциям изделия, конструкции, процессу, в котором участвует 
изделие.

2.1. Показатель функционально-конструктивной обусловленно-
сти — насколько форма изделия соответствует конструкции, 
функциям (показатель технологичности).

2.2. Показатель эргономической обусловленности (эргономиче-
ский показатель) — насколько форма изделия приспособлена 
к человеку, насколько она удобна.

3. Показатели целостности и гармоничности формы характеризуют 
гармоничность и единство элементов изделия.

3.1. Показатель целостности объемно-пространственной струк-
туры — насколько гармонично выглядит изделие.

3.2. Показатель тектоничности — насколько в изделии имеет 
место единство материала и его формы.

3.3. Показатель пластичности — насколько красивы переходы 
между поверхностями, составляющими формы изделия.

3.4. Показатель упорядоченности, гармоничности знаков, табли-
чек, эмблем, гармоничности изображений элементов.
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В соответствии с методологией устойчивости (см. [88] и главу 10) 
при анализе конкретной ситуации целесообразно одновременно ис-
пользовать несколько обобщенных показателей, например взвешен-
ную медиану и взвешенное среднее арифметическое. Такая процедура 
предусмотрена в методике [89]. Хотя согласно теории измерений (см. 
главу 9), использование среднего взвешенного арифметического некор-
ректно, но приходится учитывать традиции (проблема учета традиций 
подробно обсуждалась в главе 10).

Наиболее часто используют среднее взвешенное арифметиче-
ское
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и среднее взвешенное геометрическое
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Одним из широко обсуждаемых в литературе преимуществ средне-
го взвешенного геометрического является то, что оно равно 0, когда хотя 
бы одно из усредняемых значений равно 0, в то время как при исполь-
зовании среднего взвешенного арифметического недопустимо низкое 
значение одних показателей может быть компенсировано высокими 
значениями других показателей.

Однако согласно теории измерений и среднее взвешенное ариф-
метическое, и среднее взвешенное геометрическое нельзя использовать 
для усреднения показателей, измеренных в порядковой шкале. Именно 
с обсуждения методов агрегирования показателей качества началась 
разработка проблем поиска и изучения инвариантных алгоритмов 
в нашей стране [88]. В частности, для усреднения показателей, изме-
ренных в порядковой шкале, рекомендуем использовать медиану или 
взвешенную медиану.

Иногда используют и иные виды средних, например среднее взве-
шенное гармоническое, как в [23, с. 235]: «Сводный показатель уровня 
конкурентности производства продукции предприятия может быть 
представлен индексом ее качества:
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где n — число видов продуктов, производственных процессов или услуг; αi — доля 
затрат на i-й продукт в общей сумме затрат на производство n видов продукции; 
Yi — уровень качества i-го продукта (услуги) или эффективности i-го производ-
ственного процесса».

среда», влияющего на легкость и быстроту формирования рабочих 
на выков человека при использовании изделия, на объем, полноту 
и скорость восприятия информации, поступающей от изделия.

Таким образом, группы эстетических и эргономических показате-
лей имеют многоуровневую иерархическую структуру (не менее трех 
уровней).

Методы	агрегирования	показателей	качества. После оценивания 
единичных показателей качества вычисляют значения групповых по-
казателей, а затем  обобщенного показателя, дающего итоговую единую 
оценку объекту оценки (изделию). При этом двигаются снизу вверх, от 
нижнего уровня иерархии показателей к верхним. Сначала единичные 
показатели нижнего уровня обобщают в групповые предпоследнего 
уровня. Затем на каждом шаге по групповым оценкам определенного 
уровня получают групповые оценки более высокого уровня. Заканчи-
вается процесс расчетом обобщенного показателя (рейтинга). Примеры 
были приведены в главе 13.

На каждом шаге рассчитывают взвешенные агрегированные по-
казатели. Опишем эту процедуру.

Пусть Х1, Х2, …, ХК — частные (единичные или групповые) число-
вые показатели. Пусть каждому из них приписан вес — А1, А2, …, АК, 
соответственно отражающий их относительную важность (оцененную 
экспертами или иным способом). Весовые коэффициенты неотрица-
тельны и в сумме составляют 1.

Взвешенные агрегированные показатели можно определить следу-
ющим единообразным способом.

Введем (чисто формально) распределение вероятностей, приписы-
вающее каждому значению ХМ, М = 1, 2, …, К, вероятность АМ. Для этого 
распределения обычным образом определим такие характеристики, как 
математическое ожидание, медиана, начальные моменты, мода и т.д., 
которые и будем использовать в качестве взвешенных агрегированных 
показателей или при их расчете.

При этом математическое ожидание дает взвешенное среднее 
арифметическое, медиана — взвешенную медиану (в частном случае, 
когда одна из ступенек функции распределения приходится на высоту 
0,5, целесообразно ввести понятия левой и правой медиан, т.е. левого 
и правого концов указанной ступеньки соответственно).

Начальный момент р-го порядка после извлечения корня р-ой 
степени дает взвешенное степенное. Аналогичным образом получаем 
обобщенное среднее по Колмогорову общего вида.

Мода указывает на значение наиболее важного показателя.
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Около 150 лет статистические методы применяются в России 
для проверки соответствия продукции установленным требовани-
ям, т.е. для сертификации. Так, еще в 1846 г. действительный член 
Петербургской академии наук М.В. Остроградский рассматривал за-
дачу статистического контроля партий мешков муки или штук сукна 
армейскими поставщиками [14]. С тех пор в России в статистическом 
контроле каче ства было сделано многое, особенно в области теории 
[88]. Актуальными  и в настоящее время остаются работы выдающего-
ся русского  математика  А.Н. Колмогорова (1903—1987) и его учени-
ков [37].

С начала 1970-х гг. началась разработка государственных стандар-
тов по статистическим методам. В связи с обнаружением в них грубых 
ошибок 24 из 31 государственного стандарта по статистическим методам 
были отменены в 1986—1987 гг. (перечень стандартов и описание оши-
бок приведены в работе [81]). Это решение было основано на результа-
тах крупного экспертного исследования, о котором пойдет речь далее.

Сначала рассмотрим процедуру подготовки такого ответственного 
нормативного документа, как государственный стандарт.

Типовая	 процедура	 подготовки	 деловых	 и	 нормативных	
докумен	тов.	Внутри одной организации происходит координация 
действий специалистов и менеджеров при подготовке различных де-
ловых докумен тов — планов, приказов, предложений, направляемых 
в другие организации, ответов на распоряжения и запросы властей и др. 
Обычно один из сотрудников — назовем его Исполнителем — готовит 
первоначальный вариант документа, который размножают и рассылают 
на отзыв заинтересованным в нем менеджерам и специалистам, а ино-
гда и в другие организации. Исполнитель составляет сводку отзывов, 
с одними из замечаний соглашается, против других высказывает воз-
ражения. Затем собирают так называемое «согласительное совещание», 
на которое приглашают всех тех, с чьим мнением Исполнитель не со-
гласен. В результате дискуссии по ряду позиций достигается компро-
мисс и возражения снимаются. Окончательное решение по проекту 
документа с учетом оставшихся возражений принимает генеральный 
директор или совет директоров, т.е. высшая инстанция в данной орга-
низации.

Во многих случаях подготовка отзывов заменяется на визирова-
ние, при котором свое согласие менеджеры выражают, накладывая на 
документ визу, т.е. расписываясь (иногда добавляя несколько слов по 
затрагиваемой проблеме). Например, подготовленное для отправки 
в другую организацию письмо визируют руководители нескольких 
отделов, и генеральный директор его подписывает от имени фирмы, не 

Применяют и иные виды показателей. Так, для оценки уровня каче-
ства и конкурентности промышленной продукции в качестве критерия 
используется интегральный показатель, которым является численная 
характеристика превосходства или конкурентности, явля ющаяся отно-
шением группового показателя по техническим параметрам к группово-
му показателю по стоимостным показателям. Подробнее: интегральный 
показатель	качества представляет собой отношение натурального эф-
фекта (в натуральных единицах — штуках, тоннах и др.) от эксплуата-
ции или потребления продукции к суммарным затратам на ее создание 
и эксплуатацию или потребление, т.е. натуральный удельный эффект 
от использования продукции (приходящийся на единицу денежных 
затрат) [23, с. 235—236].

Иерархическая система показателей используется отнюдь не 
только в задачах управления качеством. Аналогичные системы строят, 
например, с целью анализа, оценки и управления рисками. Другим 
примером является иерархическая система показателей в методике 
сравнительного анализа родственных эконометрических моделей [88]. 
Эта методика имеет цели:

оценка по единой схеме качества эконометрических моделей; �

проведение сравнения однотипных эконометрических моде- �

лей;
выбор эконометрических моделей среди однотипных моделей  �

в целях практического использования или углубленной до-
работки.

Рассматриваемая методика основана на выделении теоретических 
и эмпирических единичных показателей качества эконометрической 
модели, построении на их основе групповых и обобщенных показателей 
качества, их согласования и использования для решения сформулиро-
ванных ранее задач.

Обобщенный показатель качества, построенный на основе ие-
рархической системы показателей, частный, но весьма важный вид 
рейтинговой оценки (см. главу 13).

14.4. ПриМенение ЭксПертных ОценОк  
При уПОрядОЧении систеМы  

ГОсударственных стандартОв
Крупное экспертное исследование было проведено с целью упо-

рядочения системы государственных стандартов по статистическим 
методам управления качеством продукции. Расскажем о нем, обращая 
внимание на общие выводы и рекомендации, вытекающие из накоплен-
ного опыта.
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После этого проект государственного стандарта рассматривается 
на заседании научно-технической комиссии Госстандарта, участники 
которого уже, как правило, не являются узкими специалистами по 
тематике обсуждаемого документа. В случае положительного решения 
совещательного органа — научно-технической комиссии — проект 
стандарта поступает к лицу, принимающему решение, — председателю 
Госстандарта (в ранге министра). После утверждения ЛПР проект 
становится норма тивным документом, государственным стандартом, 
несоблюдение которого преследуется по закону.

Приведенное краткое описание необходимо для понимания проб-
лем работы экспертов в рассматриваемой области деятельности. Оно не 
заменяет системы нормативных документов, посвященных разработке 
государственных стандартов или иных нормативных документов. Не яв-
ляется нашей задачей также и обоснование или критика описанной 
системы подготовки нормативных документов.

Обратим внимание на то, что здесь речь идет об интенсивном ис-
пользовании многоуровневых экспертных технологий. Велика роль 
Исполнителя, выступающего в роли коллективного председателя 
экспертной комиссии. Во многом от него зависит подбор экспертов — 
организаций-рецензентов, участников согласительного совещания. 
Причем вопрос о привлечении ведущих ученых и организаторов про-
изводства, специалистов по рассматриваемой тематике, остается в ком-
петенции Исполнителя.

В качестве примера рассмотрим подготовку международных 
стандартов в рамках международной организации по стандартиза-
ции ИСО (International Organization for Standardization — ISO). 
В качестве «организаций» в приведенной ранее схеме выступают 
национальные органы по стандартизации. В СССР это был Гос-
стандарт. В области статистических методов управления качеством 
продукции конкретную работу выполнял выделенный Госстандар-
том подчиненный ему институт — ВНИИ стандартизации. Участие 
ведущих ученых из вузов или Академии наук не предусматривалось. 
Аналогична ситуация и в других странах. Результаты очевидны — 
научно-технический уровень ряда международных стандартов ИСО, 
по оценке ряда экспертов, отстает от переднего края научных иссле-
дований на десятилетия.

Экспертный	анализ	 стандартов	по	 статистическим	методам.	
В нашей стране в послевоенное время расширялся фронт прикладных 
исследований с использованием статистических методов. В качестве 
очеред ного шага с начала 1970-х гг. стали разрабатывать государствен-

вникая в суть (поскольку каждый день он подписывает десятки писем, 
то вникать некогда). Адресату уходит письмо, на обратной стороне ко-
торого указаны фамилия и телефон Исполнителя (поскольку адресат 
тоже хорошо знаком с процедурой подготовки документов, он понимает, 
что по конкретным вопросам надо обращаться к Исполнителю, а не 
к генеральному директору). В архиве фирмы остается письмо с визами, 
так что в случае необходимости легко выяснить, кто составил и одобрил 
документ.

Подготовка, согласование и утверждение федеральных и ре-
гиональных законов, постановлений органов исполнительной власти, 
государственных и международных стандартов и иных нормативных 
документов проходит по более сложной, но похожей схеме. Например, 
в роли Исполнителя выступает не отдельный специалист, а организа-
ция. Подготовленный ею (по описанной схеме) документ рассылается 
на отзыв. Список рассылки может включать сотни организаций, со-
став этого списка во многом определяется соответствующими норма-
тивными документами. Отзывы, подготовленные организациями (по 
описанной схеме подготовки делового документа внутри организации), 
направляются Исполнителю.

Разрабатываемый документ, как правило, разбит на отдельные 
пункты, и в отзывах обычно даются замечания и предложения по от-
дельным пунктам, а не только общая оценка документа. Эти правила 
подготовки отзывов облегчают сотрудникам организации-разработчика 
составление сводки, в которой для каждого конкретного пункта при-
водятся замечания организаций-рецензентов и их предложения по 
доработке формулировок пунктов. Затем по каждому пункту, вклю-
ченному в сводку, организация-исполнитель готовит свое заключение, 
в котором замечания и предложения рецензентов обсуждаются и в итоге 
обоснованно отклоняются или полностью или частично принимаются. 
На основе этих заключений Исполнитель готовит вторую редакцию 
документа.

Организации-рецензенты получают от Исполнителя сводку от-
зывов (включая заключения по документу в целом и по отдельным 
пунктам) и вторую редакцию документа. И процесс повторяется.

Оставшиеся несогласованными положения обсуждаются на 
специальном совещании, организованном Исполнителем, на котором 
эксперты из различных организаций встречаются лично. Как правило, 
итогом согласительного совещания является полученный в результате 
компромисса итоговый проект документа, который поддерживают все 
участники описанного ранее процесса разработки.
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«Прикладная статистика. Правила проверки согласия опытного рас-
пределения с теоретическим». Как следует из его обозначения, этот 
стандарт был утвержден в 1974 г., а в 1978 г. стал основой международ-
ного стандарта в рамках СЭВ — Совета экономической взаимопомощи, 
объединяющего европейские социалистические страны, Югославию 
и Кубу.

Этот стандарт является принципиально ошибочным. Основная 
ошибка известна специалистам с 1950-х гг. и подробно разбирается, 
например, в статье [79] и учебнике [77]. О нравах разработчиков 
ГОСТ 11.006—74 (СТ СЭВ 1190—78) свидетельствует судьба отзыва 
проф. И.Н. Володина (Казанский государственный университет), 
в котором на 28 машинописных страницах разоблачались ошибки 
первого проекта стандарта и предлагались способы их устранения. 
Разработчики стандарта во ВНИИ стандартизации отзыв получили 
и подшили в архив ное «Дело ГОСТа». Все ошибки были бережно со-
хранены в окончательном тексте стандарта. Не реагировали разработ-
чики стандарта и на дальнейшую критику. В соответствии с текстом 
стандарта попытки обрабатывать данные в соответствии с научными 
рекомендациями, описанными в [77; 79], должны были «преследо-
ваться по закону»(!).

Применение ГОСТ 11.006—74 (СТ СЭВ 1190—78) в отраслях на-
родного хозяйства приносило вред. Примеры были приведены, в част-
ности, специалистами НИИ резиновой промышленности, входившими 
в состав рабочей группы. Из 30 выборок показателей качества при 
проверке по ГОСТ 11.006—74 (СТ СЭВ 1190—78) лишь 2 не были при-
знаны нормально распределенными, а при применении корректных 
методов негауссовскими оказались не 2, а подавляющее большинство, 
а именно  25. Соответственно их дальнейшая обработка пошла по не-
параметрическому пути, т.е. совсем не так, как вытекало из применения 
ГОСТ 11.006—74 (СТ СЭВ 1190—78).

В качестве второго примера рассмотрим терминологический 
стандарт ГОСТ 15895—77 (СТ СЭВ 547—77, СТ СЭВ 3404—81) 
«Статистические методы управления качеством продукции. Термины 
и определения» (он не был отменен, несмотря на отрицательное за-
ключение рабочей группы).

Этот стандарт содержит огромное количество грубейших оши-
бок. Достойно удивления и сожаления, что подготовленные на столь 
низком научно-техническом уровне документы, как два рассматрива-
емых стандарта, оказались утвержденными не только в СССР (и затем 
в России), но и в рамках международной стандартизации (в рамках 

ные стандарты по статистическим методам управления качеством. 
Однако вскоре в них были обнаружены грубые ошибки.

Руководство ВНИИ стандартизации в 1985 г. организовало «Ра-
бочую группу по упорядочению системы стандартов по прикладной 
статистике и другим статистическим методам». Так была названа экс-
пертная комиссия по рассматриваемой тематике. В ее работе приняли 
участие 66 специалистов, в том числе 15 докторов и 36 кандидатов наук, 
представляющих предприятия и организации различных отраслей про-
мышленности, академическую и вузовскую науку.

Рабочая группа выделила из своего состава четыре комиссии, 
которые анализировали стандарты по своей тематике, а именно по 
прикладной статистике, статистическому контролю качества, статисти-
ческим методам регулирования технологических процессов и общим 
проблемам внедрения статистических методов. Каждый стандарт под-
робно анализировал специально выделенный рецензент, его письменное 
заключение размножалось и предоставлялось каждому члену соответ-
ствующей комиссии. После тщательного обсуждения на заседании ко-
миссии с участием разработчиков стандартов принималось решение.

Выводы рабочей группы кратко отражены в статьях [74; 81]. В со-
ответствии с рекомендациями рабочей группы 24 из 31 государствен-
ного стандарта по статистическим методам были отменены в 1986—
1987 гг.

К сожалению, потеряв правовую силу как нормативные докумен-
ты, ошибочные стандарты до сих пор продолжают использоваться 
инженерами как научно-технические издания. Полученные рабочей 
группой результаты и выводы не были широко и подробно опубли-
кованы, ошибки в государственных стандартах не были публично 
вскрыты, и авторы дальнейших публикаций продолжают ссылаться 
на издания с грубейшими ошибками. Так, в многочисленных рабо-
тах пропагандируются ошибочные стандарты, регламентирующие 
применение контрольных карт при статистическом регулировании 
технологических процессов. В ряде статей, опубликованных в научно-
техническом журнале «Надежность и контроль качества» (1988. № 9. 
С. 48—52; 1991. № 4. С. 31—42 и др.) использовался уже отменен-
ный к тому времени грубо ошибочный ГОСТ 11.006—74 (СТ СЭВ 
1190—78). Перечисленные факты делают целесообразным публика-
цию и популяризацию результатов и выводов рабочей группы и в на-
стоящее время, через 20 лет после окончания анализа стандартов по 
статистическим методам.

Примеры	заключения	экспертной	комиссии. В качестве примера 
ошибочного стандарта обсудим ГОСТ 11.006—74 (СТ СЭВ 1190—78) 
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ки навязать промышленности (в качестве нормативных и методических 
документов, в том числе международных стандартов!) тексты, грубая 
ошибочность которых давно установлена. Кроме того, государственные 
стандарты, отмененные как нормативно-технические документы, про-
должают физически существовать как издания (брошюры) и использо-
ваться при проведении инженерных расчетов, проектировании систем 
контроля и т.д. Все это делает необходимым пропаганду выводов рабо-
чей группы относительно ГОСТов по статистическим методам и вообще 
достижений современной статистической науки, а также организацию 
борьбы с ошибками.

От	 экспертизы	—	 к	 научным	разработкам	 и	 их	 внедрению. 
В 1988—1989 гг. наиболее активная часть рабочей группы (10 докто ров 
и 15 кандидатов наук) составили «Аванпроект комплекса методических 
документов и пакетов программ по статистическим методам стандарти-
зации и управления качеством». Это обширное сочинение (около 1600 
с.) и на настоящий момент является наиболее полным руководством по 
рассматриваемой тематике. Информация о нем приложена к изданному 
массовым тиражом переводу книги японских авторов по аналогичной 
тематике [118].

К сожалению, Госстандарт не пожелал финансировать реализацию 
заказанного им «Аванпроекта». Тогда решено было действовать само-
стоятельно. В 1989 г. нами был организован Центр статистических ме-
тодов и информатики (ЦСМИ; в настоящее время — Институт высоких 
статистических технологий и эконометрики МГТУ им. Н.Э. Баумана ). 
К середине 1990 г. в ЦСМИ были разработаны 7 диалоговых систем по 
современным статистическим методам управления качеством, а именно: 
СПК, АТСТАТ-ПРП, СТАТКОН, АВРОРА-РС, ЭКСПЛАН, ПАСЭК, 
НАДИС (описания этих систем приведены в работе [68]). В работе 
участвовали 128 специалистов. В дальнейшем к ЦСМИ присоединялись 
новые группы научно-технических работников, уже к концу 1991 г. 
нас было более 300. Информация о программных продуктах и другой 
деятельности ЦСМИ постоянно помещалась в журналах «Заводская 
лаборатория» и «Надежность и контроль качества». Программные 
продукты, разработанные Цент ром статистических методов и ин-
форматики, использовались более чем в 100 организациях и на пред-
приятиях. Среди них — производственные объединения: «Уралмаш», 
«АвтоВАЗ», «Пластик»; науч но-ис следо ва тельские институты: ЦНИИ 
черной металлургии им. Бардина, НИИ стали, ВНИИ эластомерных 
материалов и изделий, НИИ прикладной химии, ЦНИИ химии и меха-
ники, НПО «Орион», НИЦентр по безопасности атомной энергетики, 

СЭВ). Не подействовали ни заключения ведущих специалистов, ни 
научные публикации. Только общие решения по переводу подобных 
стандартов на уровень рекомендательных документов избавил акаде-
миков и профессоров — авторов учебников по теории вероятностей 
и математической статистике, по статистическим методам и экономе-
трике — от «преследования по закону» (!) за использование определе-
ний и обозначений, отличающихся от включенных в рассматриваемый 
стандарт. Наличие подобных «стандартов» — одна из причин появления 
терминологического «Приложения 1» к учебнику [89]. В свое время 
этот текст (опубликован в [176, приложение 1]) был разработан взамен 
негодного стандарта СТ СЭВ 3404—81, однако ввести его в качестве 
стандарта не удалось.

Как	избежать	ошибок	в	нормативно-технической	и	инструктив-
но-методической	 документации? Как уже отмечалось, многие 
ошибочные государственные стандарты по статистическим методам 
управления качеством были отменены (хотя результаты анализа, 
проведенного рабочей группой, так и не были вовремя и полностью 
опубликованы). Однако эти стандарты продолжают и до сих пор 
использоваться как авторитетные  научно-технические публика-
ции. Почему так происходит? Как вообще могли появиться ошибки 
в нормативно-технических документах  и почему в течение ряда лет эти 
документы использовались , несмотря  на очевидные для специалистов 
ошибки?

Дело в том, что инженеру, экономисту, менеджеру, работнику 
прикладной науки (короче — инженеру) несвойственно менять свою 
специальность, становиться математиком и самостоятельно повторять 
выкладки и рассуждения, положенные в основу ГОСТа. Поэтому ин-
женер обычно не может самостоятельно обнаружить математические 
ошибки в ГОСТе, даже грубейшие. Главное — он не хочет и не должен 
этим заниматься. С другой стороны, математику (специалисту по 
статистическим методам) несвойственно анализировать нормативно-
техническую документацию. Он также обычно не хочет этим заниматься. 
«Рабочая группа по упорядочению системы стандартов по прикладной 
статистике и другим статистическим методам» была уникальным при-
мером совместной работы математиков и инженеров, именно поэтому 
ей удалось сопоставить тексты стандартов с результатами современной 
науки.

Вполне естественно, что виновные в появлении ошибок лица сде-
лали все, чтобы помешать признанию и исправлению допущенных ими 
ошибок в государственных стандартах. До сих пор продолжаются попыт-
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14.5. ЭксПертные Оценки  
в ОценОЧнОй деятельнОсти  

и инвестициОннОМ МенеджМенте
Необходимость оценки стоимости бизнеса, инвестиций, недви-

жимости и других активов актуальны как для организаций, так и для 
физических лиц [120]. Органы государственной власти заинтересованы, 
в частности, в подготовке нормативных и методических документов по 
проведению массовой оценки стоимости недвижимого имущества для 
целей налогообложения. Для простоты речи будем говорить об оценке 
стоимости предприятия (бизнеса). Для физических лиц важна оценка 
стоимости недвижимости, например квартиры.

Обычно выделяют три подхода к оценке стоимости предприятия — 
затратный, доходный и сравнительный. Проводят и комплексную оцен-
ку, в частности на основе соответствующего обобщенного показателя 
(рейтинга) [120].

Затратный подход состоит в оценке стоимости активов пред-
приятия на основе бухгалтерской отчетности и анализа его финансово-
хозяйственной деятельности. Используют метод накопления активов 
(т.е. расчета балансовой стоимости активов), метод расчета восстано-
вительной стоимости активов, стоимости замещения, ликвидационной 
стоимости, показатель «чистые активы». Затратный подход обращен 
в прошлое, основан на анализе истории экономической деятельности 
предприятия. Он активно использует индивидуальные экспертные 
оценки,  в частности при сопоставлении результатов применения конк-
ретных методов оценки, учете инфляции, оценке стоимости производ-
ственных запасов [137].

Доходный подход предполагает оценку будущих доходов, которые 
может принести данное предприятие. Можно сказать, что речь идет об 
оценке экономической эффективности инвестиций в покупку пред-
приятия. Оценка стоимости предприятия при доходном подходе — это 
тот максимальный объем инвестиций, при котором они еще остаются 
экономически выгодными. С помощью экспертов составляют сценарий 
развития предприятия (бизнес-план), рассчитывают соответствующий 
финансовый поток и его характеристики, в частности чистую те кущую 
стоимость NPV (для чего экспертно оценивают приемлемый для ин-
вестора уровень доходности, т.е. коэффициент дисконтирования), 
анализируют и оценивают риски, разрабатывают планы управления 
рисками. Доходный подход основан на прогнозе будущего развития 
предприятия и его рыночного окружения, а такой прогноз предполага-
ет интенсивное использование современных технологий экспертного 
прогнозирования.

ВНИИ экономических проблем развития науки и техники, ВНИИ не-
фтепереработки; вузы: МИИТ, Казахский политехнический институт, 
Ульяновский политехнический институт, Донецкий государственный 
университет и др.

Параллельно ЦСМИ вел работу по объединению статистиков 
и эконометриков. В апреле 1990 г. в Большом актовом зале Москов-
ского энергетического института прошла Учредительная конференция 
Всесоюзной организации по статистическим методам и их применени-
ям. На Учредительном съезде Всесоюзной статистической ассоциации 
(ВСА) в октябре 1990 г. в Московском экономико-статистическом 
институте эта организация вошла в состав ВСА в качестве секции 
статистических методов (подробнее о создании и задачах ВСА рас-
сказано, например, в [89, глава 13]). В 1992 г. после развала СССР 
и факти че ского прекращения работы ВСА на основе секции стати-
стических методов ВСА была организована Российская ассоциация 
по статистическим методам (РАСМ), а затем и Российская академия 
статистических методов, действующие и в настоящее время. В ме-
роприятиях секции статистических методов ВСА и РАСМ активно 
участвовали несколько сот специалистов по статистическим методам 
и эконометрике. А одной из основных тематик этих специалистов 
являются, как следует из сказанного, статистические методы в серти-
фикации (управлении качеством). В ЦСМИ и РАСМ, объединивших 
большинство ведущих российских специалистов, коллективными 
усилиями разработан единый подход к проблемам применения ста-
тистических методов в сертификации и управлении качеством, от-
раженный, в частности, в учебнике [89].

Ранее разработанные нормативно-техническая и методическая 
документация, диалоговые компьютерные системы по статистическим 
методам продолжают использоваться, несмотря на политические пре-
образования. В частности, стандарты СССР и СЭВ продолжают оста-
ваться широко известными методическими документами, хотя СССР 
и СЭВ уже нет. Большое значение имеет работа по устранению ошибок 
в нормативно-технических и инструктивно-методических документах 
с целью уменьшения числа ошибок в практической работе. Важно соз-
дать такую систему, чтобы никто не мог навязать стране свои ошибки 
в качестве стандартов, проигнорировав протесты ведущих специали-
стов. При этом условии внедрение современных эконометрических 
методов сертификации и управления качеством продукции может 
дать нашей стране экономический эффект, измеряемый миллиардами 
долларов США в год [89].
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оценка текущего состояния и степени износа квартиры и дома;8) 
оценка инфраструктуры и т.д.9) 

С точки зрения прикладной статистики [77] речь идет о регрес-
сионном анализе разнотипных данных, входящем в статистику не-
числовых данных. Прагматичный, но не вполне корректный подход 
состоит в оцифровке всех характеристик (т.е. введении баллов для 
характеристик, измеренных в качественных шкалах) с целью перехода 
к количественным признакам, а затем в применении стандартного 
метода наименьших квадратов. Методы восстановления зависимостей 
от разнотипных переменных продолжают развиваться [117], находя 
все большее применение в решении организационно-экономических 
задач [17].

При рассмотрении конкретных постановок задач оценки сто-
имости предприятий (бизнеса) или иных экономических единиц рас-
четные значения, полученные с помощью трех рассмотренных подходов 
(или двух, если какой-либо из подходов применить не удается), как 
правило, различаются, иногда на десятки процентов. Для получения 
единой оценки необходимо их усреднить с помощью того или иного 
метода агрегирования (другими словами, построения рейтинговой 
оценки, обобщающего показателя). Как уже не раз обсуждалось, весо-
вые коэффициенты  в таких случаях обычно определяют экспертным 
путем.

Роль	экспертных	оценок	в	инвестиционном	менеджменте. Как 
уже отмечалось, доходный подход к оценке стоимости предприятия 
по своей организационно-экономической сути является частью инве-
стиционного менеджмента. Обсудим место и роль экспертных оценок 
в инвестиционном менеджменте. Напомним, что термин «инвестиции» 
в переводе на русский язык означает «капиталовложения». С точки 
зрения теории принятия решений, в том числе на основе интенсивного 
использования экспертных технологий, проблемы инвестиционного 
менеджмента рассмотрены в [50; 87].

Инвестирование представляет собой один из наиболее важных 
аспектов деятельности любой развивающейся организации. Причины, 
обусловливающие необходимость инвестиций, могут быть различными, 
однако в целом их можно подразделить на три вида:

обновление имеющейся материально-технической базы; �

наращивание объемов производственной деятельности; �

освоение новых видов деятельности. �

Любой инвестиционный проект может быть охарактеризован 
с различных сторон: финансовой, технологической, организационной, 

Сравнительный подход называют также рыночным. Выделя-
ют совокупность аналогичных предприятий, проданных в последнее 
время (решают, какие предприятия считать сравнимыми), и анализи-
руют рыночные цены, зафиксированные в актах их купли-продажи. 
Сравнительный подход предполагает движение не по оси времени 
(для затратного подхода — в прошлое, для доходного — в будущее), 
а в пространстве — анализ стоимостей аналогичных предприятий в тот 
момент времени, когда проводится оценка. Необходимо предсказать 
цену, за которую будет продано оцениваемое предприятие. Поскольку 
предприятия отличаются друг от друга, то с помощью экспертов про-
водят соответствующие исследования:

выделяют совокупность аналогичных объектов оценки, как 1) 
теоретическую генеральную совокупность, так и обучающую 
выборку (здесь использованы термины прикладной статисти-
ки [77]);
выделяют совокупность характеристик, описывающих пред-2) 
приятия из рассматриваемой генеральной совокупности, и фор-
мируют информационную базу для решения задачи оценки 
стоимости предприятия;
по эмпирическим данным восстанавливают функциональную 3) 
зависимость рыночной стоимости (цены) от характеристик 
предприятий;
на основе характеристик оцениваемого предприятия рассчиты-4) 
вают прогнозируемое значение его рыночной стоимости.

Например, при разработке алгоритмов оценивания рыночной 
стоимости жилых квартир в качестве генеральной совокупности 
естественно взять все квартиры определенного региона (например, 
Москвы). В качестве обучающей выборки не менее естественно взять 
доступную информацию о продажах за последнюю единицу времени 
(месяц или год). Проблема сбора такой информации нетривиальна. 
Может оказаться доступной лишь цена продавца, как правило превы-
шающая цену сделки. Перечень характеристик объектов оценки (квар-
тир) достаточно очевиден:

общая площадь (в квадратных метрах);1) 
жилая площадь;2) 
число комнат;3) 
тип дома (панельный; кирпичный и т.п.);4) 
этаж (первый; последний; иные);5) 
оценка привлекательности (престижности) района;6) 
оценка экологической безопасности;7) 
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тельной, часть — положительной, и проблема состоит в их соизмерении, 
поскольку они относятся к различным моментам времени.

Ясно, что финансовый поток инвестиционного проекта определя-
ется разработанным в результате экспертного исследования сценарием 
развития проекта.

В финансовом плане, когда речь идет о целесообразности принятия 
того или иного инвестиционного проекта, необходимо получить ответы 
на три вопроса:

а) каков необходимый объем финансовых ресурсов;
б) где найти источники финансирования (кредитования) в тре-

буемом объеме и какова цена их услуг;
в) окупятся ли сделанные вложения, т.е. достаточен ли объем 

прогнозируемых поступлений по сравнению со сделанными 
инвестициями?

Ответ на первый вопрос определяется инженерной сутью проекта 
и выражается в виде финансового потока, обоснованного в бизнес-
плане, разработанном на основе сценария, полученного в результате 
экспертного исследования. Ответ на второй вопрос зависит от конкрет-
ной ситуации на финансовом рынке, для оценки которой необходимы 
эксперты. Для ответа на третий вопрос необходимо от финансового 
потока как функции времени перейти к той или иной его обобщенной 
характеристике. Такой переход целесообразен также при сравнении 
различных проектов.

Отметим, что как при изменении налоговой системы путем варьи-
рования значений управляющих параметров, так и при реализации 
иных крупных инвестиционных проектов меняются также и значения 
социальных, технологических, экономических, экологических и полити-
ческих факторов (сокращенно, СТЭЭП-факторов). Например, строятся 
или приходят в упадок дороги, создаются или сокращаются рабочие 
места и т.д. Другими словами, оценку управляющих воздействий на 
процессы налогообложения, как и крупных инвестиционных проек-
тов, нельзя проводить только с экономической точки зрения, должен 
учитываться весь комплекс СТЭЭП-факторов. При этом, очевидно, 
необходимо применять разнообразные процедуры экспертных оценок 
для комплексного учета СТЭЭП-факторов, нельзя опираться лишь на 
чисто экономические расчеты.

Обсудим подходы к сравнению инвестиционных проектов (и оцен-
ке управляющих воздействий на процессы налогообложения). Прежде 
всего отметим, что сравнение инвестиционных проектов — это сравне-
ние функций от времени. Кроме того, имеется внешняя среда, которая 

временно2й, экологической, социальной и др. Каждая из них по-своему 
важна, однако финансовые аспекты инвестиционной деятельности 
во многих случаях имеют решающее значение. Например, речь идет 
о реконструкции действующего предприятия или строительстве ново-
го завода. Помимо финансовой выгодности, нельзя забывать, скажем, 
и о социальном окружении: с одной стороны, появятся новые рабочие 
места (легко ли будет их заполнить?), с другой — население может вы-
ступить против проекта, сочтя его экологически вредным. В соответ-
ствии с Законом РФ «Об экологической экспертизе» любая намечаемая 
хозяйственная или иная деятельность рассматривается как имеющая 
потенциальную экологическую опасность, а потому любая такая дея-
тельность подлежит государственной экологической экспертизе (за счет 
заказчика). Только при ее положительном заключении разрешается 
финансирование и кредитование проекта.

Инвестиционные проекты разрабатывают не только частные 
структуры , но и государственные организации. Так, изменение налого-
вой системы — тоже инвестиционный проект.

С экономической точки зрения инвестиционные проекты опи-
сываются потоками платежей, т.е. функциями от времени, значе-
ниями которых являются сальдо поступлений и затрат за очередной 
интервал времени. Как правило, вначале необходимо вкладывать 
деньги (производить  затраты), а затем за счет поступлений возмещать 
затраты и получать прибыль. Однако возможны и ситуации, когда 
завершение проекта (например, закрытие атомной электростанции 
и утилизация отработан ного ядерного топлива) требует существенных 
вложений.

В конкретный промежуток времени обычно происходят как 
по ступления, так и платежи. Как элемент финансового потока рас-
сматривается итоговый результат — сальдо, т.е. поступления минус 
платежи. Этот результат может быть как положительным, так и от-
рицательным.

Для различных вариантов управляющих воздействий на про-
цессы налогообложения (например, различных вариантов изменения 
ставок налогов) при сравнении их с действующей системой ситуация 
аналогична. Если в результате управляющих воздействий налоговые 
сборы в некоторый момент меньше тех, что при действующей системе, 
то элемент финансового потока является отрицательным (приращение 
поступлений отрицательно), в противном случае — положительным 
(приращение налоговых поступлений положительно). Для любого 
управляющего воздействия часть поступлений оказывается отрица-
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жет осуществляться из различных соображений. Например, он может 
быть установлен аналитиком (выступающим от имени инвестора), 
исходя из ежегодного процента возврата, который инвестор хочет или 
может иметь на инвестируемый им капитал.

Допустим, делается прогноз, что исходные инвестиции (IС) будут 
генерировать в течение n лет годовые доходы в размере Р1, Р2, … , Pn. Об-
щая накопленная величина дисконтированных доходов (Present Value, PV) 
и чистая текущая стоимость (Net Present Value, NPV) соответственно 
рассчитываются по формулам:

PV
P
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NPV PV ICk

k
k

n

=
+

= −
=

∑ ( )
; .
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Очевидно, что если NPV > 0, то проект экономически выгоден; 
если NPV < 0, то проект экономически невыгоден и его целесообразно 
отвергнуть; при NPV = 0 проект не является ни прибыльным, ни убы-
точным.

Разработано много методов определения коэффициента дис-
контирования q. Выбор среди них — дело экспертов. Ряд методов 
предусмат ривает использование экспертов. Кроме того, очевидно, 
что коэффициент дисконтирования должен меняться со временем, 
поскольку меняются определяющие его ставка рефинансирования, 
индекс инфляции, риски хозяйственных операций. Необходимо 
оценивать погрешности характеристик инвестиционного проекта. 
В [3; 77] разработан метод изучения отклонений NPV в зависимости 
от допустимых отклонений погодовых коэффициентов дисконтирова-
ния. При этом максимально допустимое отклонение коэффициентов 
дисконтирования определяется в результате экспертного исследова-
ния. И риски инвестиционного проекта оцениваются прежде всего 
экспертами.

Необходимость	применения	экспертных	оценок	при	сравнении	
инвестиционных	проектов.	Из сказанного ранее и анализа ситуации, 
проведенного в [87], вытекает, что разнообразные формальные методы 
оценки характеристик и рисков инвестиционных проектов во многих 
случаях (реально — во всех нетривиальных ситуациях) не могут дать 
однозначных рекомендаций.

Поэтому процедуры экспертного оценивания нужно применять 
не только на заключительном этапе — при принятии решения о целе-
сообразности реализации, но и на всех остальных этапах анализа инве-
стиционного проекта. При этом необходимо использовать весь арсенал 
теории и практики экспертных оценок, весьма развитой области научной 

проявляется в виде дисконт-функции как результата воздействия 
СТЭЭП-факторов и представлений законодателя или инвестора. Эти 
априорные представления проявляются в основном в виде ограничений 
на потоки платежей (в частности, могут быть заданы ограничения на 
объем кредитов или налогов) и на горизонт планирования, рассматри-
ваемый лицом или лицами, принимающими решения (законодателями, 
работниками государственных органов, занимающихся проблемами 
налогов и сборов, или инвестором).

Одна из основных проблем при сравнении инвестиционных про-
ектов такова: что лучше — меньше, но сейчас, или больше, но потом? 
Например, существенно увеличив сбор налогов сейчас, мы уменьшим 
рост производства и, следовательно, в дальнейшем из-за уменьшившейся 
налоговой базы будем собирать налогов меньше, чем в ситуации, когда 
мы вначале сократим ставки налогов, что даст быстрый рост произ-
водства и налоговой базы, и сборы в бюджет возрастут, но потом, а не 
сейчас. Похожая ситуация описана в пословице: лучше синица в руках, 
чем журавль в небе.

Та же проблема возникает при сравнении инвестиционных 
проектов, рассматриваемых частным инвестором. Как правило, чем 
больше вкладываем сейчас, тем больше получаем в более или менее 
отдаленном будущем. Вопрос в том, достаточны ли будущие посту-
пления, чтобы покрыть нынешние платежи и обеспечить приемлемую 
прибыль?

Выбирая для реализации тот или иной инвестиционный проект, 
как и выбирая тот или иной вариант налоговой политики, те или иные 
управляющие воздействия на процесс налогообложения, мы сравниваем 
потоки платежей. С одной стороны, ситуация с частными инвестици-
онными проектами проще, поскольку мы можем существенно более 
точно предсказать моменты и размеры будущих поступлений и плате-
жей для конкретного проекта, чем в случае системы налогообложения, 
охватывающей всех юридических и физических лиц. С другой стороны, 
будущие налоговые сборы должны учитываться при оценке эффектив-
ности инвестиционных проектов.

Среди экономических характеристик (критериев) инвестицион-
ных проектов один из основных — чистая текущая стоимость. Этот 
критерий основан на сопоставлении величины исходных инвестиций 
(IС) с общей суммой дисконтированных чистых денежных поступлений, 
генерируемых проектом в течение прогнозируемого срока. Поскольку 
приток денежных средств распределен во времени, он дисконтируется 
с помощью коэффициента q. Выбор значения этого коэффициента мо-
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В России были предприняты три попытки создания общественной 
(внегосударственной) научной организации теоретиков и практиков 
прогнозирования. Первая попытка состоялась в 1966—1970 гг., когда 
работала Советская ассоциация научного прогнозирования, которая 
ежемесячно собирала семинары с сотнями участников, выпускала ряд 
изданий и т.д. Она была распущена в 1971 г. Вторая попытка началась 
с неофициальных семинаров в Московском авиационном институте, 
что привело к созданию в 1976 г. Комиссии по научно-техническому 
прогнозированию в одном из комитетов Всесоюзного Совета научно-
технических обществ (ВСНТО). В 1979 г. комиссия была реорганизо-
вана в Комитет по научно-техническому прогнозированию и разработке 
комплексных программ научно-технического прогресса ВСНТО (затем 
Совета научных и инженерных обществ СССР), в состав которого 
входило более десятка комиссий: по теории и методологии прогнози-
рования, по социальным, экономическим, экологическим, глобальным 
проблемам прогнозирования. Формально Комитет существует до сих 
пор, а фактически парализован крушением СССР.

Третья попытка началась в 1988—1990 гг. с семинаров Ассоциации 
содействия Всемирной федерации исследований будущего (прези-
дент И.В. Бестужев-Лада, академик РАО). Академия прогнозирования 
(исследований будущего) создана в апреле 1997 г. как межрегиональная 
и междисциплинарная общественная организация, объединяющая спе-
циалистов, которые изучают перспективы развития различных процес-
сов и явлений. Она имеет целью содействовать обмену информацией, 
представляющей интерес для ее членов, подготовке и переподготовке 
прогнозистов, координировать деятельность в сфере прогнозирования. 
В сентябре 1999 г. Академия прогнозирования (исследований будущего) 
стала институциональным членом Международной академии иссле-
дований будущего (International Future Research Academy). Сегодня 
Академия прогнозирования работает по 40 основным направлениям 
научного прогнозирования и представляет собой кооперацию специали-
стов в сфере прогнозирования.

Основные методы прогнозирования — статистические и экс-
пертные.

Статистические	методы	прогнозирования.	Основными задачами, 
решаемыми с помощью этих методов, являются:

разработка, изучение и применение современного математи- �

ко-ста тистического прогнозирования на основе объективных 
данных (в том числе непараметрических методов наименьших 
квадратов с оцениванием точности прогноза, адаптивных мето-
дов, методов авторегрессии и др.);

и практической деятельности. В конце процесса принятия решения — 
всегда человек.

Мы не призываем отказаться от формально-экономических мето-
дов. Вычисление чистой текущей стоимости и других характеристик 
финансовых потоков, использование соответствующих программных 
продуктов полезно для принятия обоснованных решений. Однако 
нельзя абсолютизировать формально-экономические методы. Напри-
мер, на основной вопрос: что лучше — быстро, но мало, или долго, но 
много — ответить могут только эксперты.

Поэтому система поддержки принятия решений в области управ-
ления инвестициями, а также, например, в совершенствовании налого-
обложения (в том числе оценки управляющих воздействий на процессы 
налогообложения) должна сочетать формально-экономические и экс-
пертные процедуры.

14.6. ПрОГнОзирОвание  
и МетОд сценариев

В главе 7 были рассмотрены основные идеи одной из самых по-
пулярных экспертных технологий — технологии сценарных экспертных 
прогнозов. В предыдущем подразделе показана роль этих технологий 
в оценочной деятельности и при управлении инвестициями.

Академия	прогнозирования. В нашей стране исследования по 
прогнозированию ведут многие организации и отдельные специалисты. 
Среди них выделяется общественная Академия прогнозирования (ис-
следований будущего). Она является одной из дочерних организаций 
Всемирной федерации исследований будущего (статус II обществен-
ных организаций ООН и статус «В» консультативных организаций 
ЮНЕСКО). Академия прогнозирования создана по инициативе пяти 
ассоциаций и центров и объединяет специалистов, которые изучают 
перспективы развития различных процессов и явлений.

Академия прогнозирования опирается в своей деятельности на 
концепцию технологического прогнозирования (проблемно-целевой 
подход в исследованиях будущего), сформулированную в 1924—1927 гг. 
В.А. Базаровым-Рудневым и затем, независимо от него, в конце 1950 — 
и начале 1960-х гг. О. Гелмером, Т. Гордоном, Д. Беллом, Б. Де Жувене-
лем и другими футурологами. Академия развивает прогностические 
традиции, заложенные в трудах Н.Д. Кондратьева, В.И. Вернадского, 
К.Э. Циолковского, А.П. Сорокина, Л.А. Чижевского, А.Н. Колмогорова, 
Н. Винера и др.
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Оценивание точности прогноза (в частности, с помощью дове-
рительных интервалов) — необходимая часть процедуры прогнози-
рования. Обычно используют вероятностно-статистические модели 
восстановления зависимости, например, строят наилучший прогноз 
по методу максимального правдоподобия. Разработаны параметриче-
ские (обычно на основе модели нормальных ошибок) и непараметри-
ческие оценки точности прогноза и доверительные границы для него 
(на основе Центральной предельной теоремы теории вероятностей). 
Так, предложены и изучены непараметрические методы доверительного 
оценивания точки наложения (встречи) двух временны 2х рядов и их 
применения для оценки динамики технического уровня собственной 
продукции и продукции конкурентов, представленной на мировом 
рынке. Применяются также эвристические приемы, не основанные на 
вероятностно-статистической теории: метод скользящих средних, метод 
экспоненциального сглаживания.

Многомерная регрессия, в том числе с использованием непараме-
трических оценок плотности распределения, — основной на настоящий 
момент статистический аппарат прогнозирования. Подчеркнем, что 
нереалистическое предположение о нормальности погрешностей из-
мерений и отклонений от линии (поверхности) регрессии использовать 
не обязательно. Однако для отказа от предположения нормальности 
необходимо опереться на иной математический аппарат, основанный 
на многомерной Центральной предельной теореме теории вероятно-
стей, технологии линеаризации и наследования сходимости [88]. Он 
позволяет проводить точечное и интервальное оценивание параметров, 
проверять значимость их отличия от 0 в непараметрической постановке, 
строить доверительные границы для прогноза.

Весьма важна проблема проверки адекватности модели, а также 
проблема отбора факторов. Априорный список факторов, оказываю-
щих влияние на отклик, обычно весьма обширен (желательно его 
сократить) и крупное направление современных исследований по-
священо методам отбора «информативного множества признаков». 
Однако эта проблема пока еще окончательно не решена. Проявляются 
необычные эффекты. Так, установлено, что обычно используемые 
оценки степени полинома имеют в асимптотике геометрическое рас-
пределение [77, 89]. Перспективны непараметрические методы оце-
нивания плотности вероятности и их применения для восстановления 
регрессионной зависимости произвольного вида. Наиболее общие 
результаты в этой области получены с помощью подходов статистики 
нечисловых данных.

развитие теории и практики вероятностно-статистического  �

моделирования экспертных методов прогнозирования (в том 
числе методов анализа субъективных экспертных оценок на 
основе статистики нечисловых данных; методов прогнозирова-
ния в условиях риска и комбинированных методов прогнозиро-
вания с использованием совместно экономико-математических 
и эконометрических (как математико-статистических, так 
и экспертных) моделей).

Научной базой статистических методов прогнозирования является 
прикладная статистика [77] и теория принятия решений [87].

Простейшие методы восстановления используемых для прог-
нозирования зависимостей исходят из заданного временно 2го ряда, 
т.е. функции, определенной в конечном числе точек на оси времени. 
Вре менной ряд при этом часто рассматривается в рамках той или иной 
вероятностной модели, вводятся другие факторы (независимые пере-
менные), помимо времени, например, объем денежной массы. Временной 
ряд может быть многомерным. Основные решаемые задачи — интерпо-
ляция и экстраполяция. Метод наименьших квадратов в простейшем 
случае (линейная функция от одного фактора) был разработан К. Га-
уссом в 1794—1795 гг. Могут оказаться полезными предварительные 
преобразования переменных, например логарифмирование. Наиболее 
часто используется метод наименьших квадратов при нескольких 
факторах. Метод наименьших модулей, сплайны и другие методы 
экстраполяции применяются реже, хотя их статистические свойства 
зачастую лучше.

Опыт прогнозирования индекса инфляции и стоимости потре-
бительской корзины накоплен в Институте высоких статистических 
технологий и эконометрики [89]. Оказалось полезным преобразование 
(логарифмирование) переменной — текущего индекса инфляции. При 
стабильности условий точность прогнозирования оказывалась доста-
точно удовлетворительной — 10—15%. Однако спрогнозированное на 
осень 1996 г. значительное повышение уровня цен не осуществилось. 
Причина — руководство страны перешло к стратегии сдерживания роста 
потребительских цен путем массовой невыплаты долгов юридическим 
и физическим лицам. Условия изменились — и статистический прогноз 
оказался непригодным. Другой пример: влияние решений руководства 
Москвы проявилось в том, что в ноябре 1995 г. (перед парламентскими 
выборами) цены в Москве упали в среднем на 9,5%, хотя обычно для 
ноября характерен более быстрый рост цен, чем в другие месяцы года, 
кроме декабря и января.
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Используют различные методы построения итогового мнения 
комиссии экспертов. Своей простотой выделяются методы средних 
арифметических и медиан рангов. Компьютерное моделирование [89] 
позволило установить ряд свойств медианы Кемени, часто рекомендуе-
мой для использования в качестве итогового (обобщенного, среднего) 
мнения комиссии экспертов. Интерпретация закона больших чисел 
для нечисловых данных в терминах теории экспертного опроса такова: 
итоговое мнение устойчиво, т.е. мало меняется при изменении состава 
экспертной комиссии, и при росте числа экспертов приближается к «ис-
тине». При этом в соответствии с принятым в [88] подходом предпо-
лагается, что ответы экспертов можно рассматривать как результаты 
измерений с ошибками, все они — независимые одинаково распреде-
ленные случайные элементы, вероятность принятия определенного 
значения убывает по мере удаления от некоторого центра — «истины», 
а общее число экспертов достаточно велико.

Многочисленны примеры ситуаций, связанных с социальными, 
технологическими, экономическими, политическими, экологическими 
и другими рисками. Именно в таких ситуациях обычно и необходимо 
прогнозирование. Известны различные виды критериев, используемых 
в теории принятия решений [87] в условиях неопределенности (риска). 
Из-за противоречивости решений, получаемых по различным критери-
ям, очевидна необходимость применения оценок экспертов.

В конкретных задачах прогнозирования необходимо провести 
класси фикацию рисков, поставить задачу оценивания конкретного 
риска, провести структуризацию риска, в частности построить деревья 
причин (в другой терминологии, деревья отказов) и деревья послед-
ствий (деревья событий). Центральной задачей является построение 
групповых и обобщенных показателей, например показателей конку-
рентоспособности и качества. Риски необходимо учитывать при прогно-
зировании экономических последствий принимаемых решений, поведе-
ния потребителей и конкурентного окружения, внешнеэкономических 
условий и макроэкономического развития России, экологического 
состояния окружающей среды, безопасности технологий, экологической 
опасности промышленных и иных объектов.

Современные компьютерные технологии прогнозирования 
основаны на интерактивных статистических методах прогнозирова-
ния с использованием баз эконометрических данных, имитационных 
(в том числе на основе применения метода статистических испытаний) 
и экономико-математических динамических моделей, сочетающих экс-
пертные, математико-статистические и моделиру ющие блоки.

К современным статистическим методам прогнозирования отно-
сятся также модели авторегрессии, модель Бокса — Дженкинса, системы 
эконометрических уравнений, основанные как на параметрических, так 
и на непараметрических подходах.

Для установления возможности применения асимптотических 
результатов при конечных (так называемых «малых») объемах выборок 
полезны компьютерные статистические технологии. Они позволяют 
также строить различные имитационные модели. Отметим полезность 
методов размножения данных (бутстреп-методов). Системы прогно-
зирования с интенсивным использованием компьютеров объединяют 
различные методы прогнозирования в рамках единого автоматизиро-
ванного рабочего места прогнозиста.

Прогнозирование на основе данных, имеющих нечисловую при-
роду, в частности прогнозирование качественных признаков, основано 
на результатах статистики нечисловых данных. Весьма перспективными 
для прогнозирования представляются регрессионный анализ на основе 
интервальных данных, включающий, в частности, определение и рас-
чет нотны и рационального объема выборки, а также регрессионный 
анализ нечетких данных, разработанный в [70]. Общая постановка [77] 
регрессионного анализа в рамках статистики нечисловых данных и ее 
частные случаи — дисперсионный анализ и дискриминантный анализ 
(распознавание образов с учителем), давая единый подход к формально 
различным методам, полезны при программной реализации современ-
ных статистических методов прогнозирования.

Экспертные	методы	прогнозирования. Основными процедурами 
обработки прогностических экспертных оценок являются проверка 
согласованности, кластер-анализ и нахождение группового мнения. 
Проверка согласованности мнений экспертов, выраженных ранжиров-
ками, проводится с помощью коэффициентов ранговой корреляции 
Кендалла и Спирмена, коэффициента ранговой конкордации Кендалла 
и Бэбингтона Смита. Используются параметрические модели парных 
сравнений — Терстоуна, Бредли — Терри — Льюса — и непараметриче-
ские модели теории люсианов [77; 89]. Полезна процедура согласования 
ранжировок и классификаций путем построения согласующих бинар-
ных отношений. При отсутствии согласованности разбиение на группы 
мнений экспертов, сходных между собой, проводят методом ближайшего 
соседа или другими методами кластерного анализа (автоматического 
построения классификаций, распознавания образов без учителя). 
Классификация люсианов осуществляется на основе вероятностно-
статистической модели.
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школы, больницы. Шансы выжить есть лишь у сельскохозяйственного 
товаропроизводителя юга России — на Кубани, в Ставрополье. А в Цент-
ральной России все больше будет заброшенных полей.

В чем же мы конкурентоспособны? Еще совсем недавно мы произ-
водили половину военной техники, выпускаемой в мире. Но «холодная 
война» кончилась, ракеты уничтожают. Разве будут США, Германия 
и Япония поддерживать развитие нашей оборонной промышленности? 
Наш идеал  — мир на Земле, а потому оборонная промышленность об-
речена.

Может быть, выход в конверсии? Но совсем не так легко перейти 
от выпуска танков к производству тракторов, как казалось 15—20 лет 
назад. Нужны инвестиции, и немалые. Оправдаются ли они для миро-
вой экономики? И тут опять придется вспомнить о российской зиме, 
о необходимости строительства заводских корпусов и их отоплении, 
о длинных русских дорогах. Дешевле построить и содержать завод 
в Алжире, чем в Архангельске, и никуда от этого не уйти. Наш климат 
требует дополнительных вложений в 2000 дол. в год на одно рабочее 
место по сравнению с Алжиром и Китаем.

Зачем американцам и европейцам переносить современные тех-
нологии в Россию, да и вообще давать работу русским, когда у себя — 
безработица ? Да они, русские, и английского языка не знают, и рабо-
тать под надзором западных менеджеров не умеют. Возможно, и не 
захотят.

Короче, будущее российской промышленности в условиях сво-
бодного рынка почти столь же мрачно, как и будущее нашей деревни. 
Большая ее часть обречена на поражение в конкурентной борьбе бли-
жайших десятилетий, а потому — на уничтожение.

В чем же Россия имеет преимущества по сравнению с другими 
странами? В производстве сырья — нефти, газа, леса, стали, алюминия… 
И сырьевые отрасли войдут (уже вошли!) в мировое хозяйство без 
границ. Правда, до тех пор, пока добыча нефти остается экономически 
выгодной, т.е., по разным оценкам, до 2010—2015 г.

Большие пространства России хороши для создания мировых 
хранилищ вредных отходов, в том числе радиоактивных, да и попросту 
мусора. В этом виде «деятельности» у нас мало конкурентов.

Итак, сельское хозяйство и почти вся промышленность обречены. 
Сколько-то рабочих мест останется — охранники банков и продавцы 
продуктов, могильщики и мэры всегда будут нужны. Но бо2льшая часть 
населения лишится работы. Как ни странно может показаться, для миро-
вого сообщества дешевле кормить и одевать (в поношенную на Западе 

Литература по статистическим методам прогнозирования весьма 
обширна (содержит не менее 100 тыс. статей и книг). В данной главе 
процитированы источники, в которых информация приведена в еди-
ную систему в соответствии с рекомендациями Российской академии 
статистических методов и Международной академии исследований 
будущего.

Технологии экспертного прогнозирования, прежде всего ме-
тодом сценариев, систематически рассмотрены в [115]. Разработке 
конкретных прогнозов методом сценариев посвящены работы [69; 
85; 86], методологические аспекты которых продолжают оставаться 
актуальными.

В сценарном подходе мы формулируем исходные предположения 
и затем отвечаем на вопрос: «Что будет, если… ?» В качестве примера 
рассмотрим сюжет, посвященный последствиям перехода к схеме «от-
крытой торговли».

Нобелевский лауреат по экономике Пол Самуэльсон в своем 
учебнике [110] пишет: «Беспрепятственно осуществляемая торговля 
способствует взаимовыгодному международному разделению труда, 
в большой степени увеличивает потенциально реальный национальный 
продукт всех стран и создает возможность повышения уровня жизни на 
всем земном шаре». Конечно, СССР и  Россия всегда были на мировом 
рынке, всегда торговали с зарубежными странами, но сейчас речь об 
ином — о снятии таможенных барьеров.

Посмотрим, что будет с Россией, если мы войдем в мировой рынок 
(в смысле П. Самуэльсона), т.е. примем безграничную свободу торговли, 
уберем все таможенные барьеры.

Начнем с прогноза развития сельского хозяйства. У нас кли-
мат — не лучший для земледелия, длительные зимы и длинные дороги, 
маленькая плотность населения, сравнительно (с Францией и США) 
низкая урожайность. Невыгодно сажать пшеницу и разводить коров, 
дешевле купить за рубежом. И с этим нам придется смириться — такова 
география России.

Поэтому на нашем рынке западные продовольственные товары 
будут дешевле отечественных. Неконкурентоспособные фирмы должны 
исчезнуть — таков закон «свободного рынка». Значит, сельское хозяй-
ство России обречено.

Сначала разорятся хозяйства, поставляющие продукты на рынок, 
крестьяне станут безработными. Затем наиболее активные из них уедут 
из деревни, а оставшиеся перейдут к натуральному хозяйству на своих 
приусадебных участках. Отомрет инфраструктура — магазины, связь, 
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Обсудим результаты экспертного прогнозирования. Конечно, тако-
го ужаса не будет. Любое мало-мальски разумное правительство России 
будет защищать отечественного товаропроизводителя. Но под влиянием 
постоянной пропаганды средств массовой дезинформации в 1990-е г. 
лозунги «свободы торговли» и «ликвидации неконкурентоспособных 
предприятий» стали догмами массового сознания, многие россияне 
приняли их без критики. Поэтому необходимо продемонстрировать, 
к чему они, эти лозунги, ведут. Впервые это было сделано в рамках 
исследований так называемого «Римского клуба», объединяющего за-
падных ученых и промышленников еще в начале 1980-х гг.

Итак, что будет, если Россия откажется от защиты отечествен-
ных товаропроизводителей, снимет все таможенные барьеры и войдет 
в мировой  рынок? Погибнут как неконкурентоспособные сельское 
хозяйство  и бо 2льшая часть промышленности. Выживут сырьевые 
отрасли  и свалки для всего мира, а также организации по подготов-
ке рабочей силы для работы за рубежом. Обучение будет проходить 
на английском языке. Россия как самостоятельная страна погибнет. 
Вывод из этой антиутопии — необходимость защиты отечественных 
товаропроизводителей, в том числе путем установления таможенных 
барьеров.

Технологии экспертного прогнозирования, как и другие эксперт-
ные методы, необходимы широким кругам современных экономистов, 
управленцев (менеджеров), инженеров, специалистов практически всех 
отраслей народного хозяйства, самых разных направлений деятельно-
сти. Недаром они постоянно используются при рассмотрении вопросов 
организации и экономики производства [93; 137], как это подробно 
показано в работе [93].

контрольные вопросы
Как с помощью экспертных оценок выявляют предпочтения потребителей 1.	
в области технико-функциональных характеристик изделия (навигаци-
онного прибора)?
Какие экспертные технологии используются в системе «Шесть сигм»?2.	
Что представляют собой иерархические системы эстетических и эргоно-3.	
мических показателей качества?
В чем причина появления грубых ошибок в государственных стандартах 4.	
по статистическим методам управления качеством?
Какова роль экспертных оценок в оценочной деятельности?5.	
Почему необходимо опираться на мнения экспертов в инвестиционном 6.	
менеджменте?
Как соотносятся статистические и экспертные методы прогнозиро-7.	
вания?

одежду) безработных россиян, чем дать им возможность трудиться на 
своих неконкурентоспособных предприятиях.

И тогда проявится еще одно преимущество России перед другими 
странами — большое число дешевых рабочих рук. Они найдут примене-
ние во всем мире. Возможно, к 2030 г. начальные школы Сомали и Чада 
будут укомплектованы русскими учителями. Такие рабочие места уже 
предлагаются.

Что будет дальше? Население, лишаясь нормальных условий для 
жизни, будет уходить не только из деревень, но и с северных террито-
рий. Этот процесс уже сейчас активно идет. При добыче сырья придется 
перейти на вахтовый метод. При отсутствии отечественной промыш-
ленности сырьевые отрасли будут насыщаться зарубежной техникой, 
а потому и вахты будут состоять в основном из иностранцев.

Примерно к 2050 г. Россия превратится в территорию, покры-
тую запретными зонами, окружающими свалки опасных отходов, на 
которой в разрушающихся от старости городах еще живут несколько 
десятков миллионов читателей настоящего учебника, наших детей 
и внуков, которых из гуманных соображений кормят и одевают миссии 
ООН (на кредиты  Международного валютного фонда и Всемирного 
банка ). Конечно, детей учат в ООНовских школах. Однако на каком 
языке? Поскольку деньги на учебу дает мировой капитал, то и заня-
тия идут на английском языке. Родители не возражают — ведь работу 
их дети смогут найти лишь за пределами России. Но на каком языке 
учат, на каком разговаривают на работе и после работы, на том начи-
нают и думать . Наши внуки и правнуки будут думать на английском 
языке.

Итак, к 2050 г. Россия превратится в огромную резервацию типа 
тех, что правительство США содержит для индейских племен. Суще-
ственная часть пока еще нашей земли будет занята мировыми свалками 
или отторгнута сырьевыми компаниями с иностранным персоналом. На 
оставшейся территории мы сможем жить «привычной» жизнью, питаясь 
подаяниями мирового сообщества.

Вот что будет, если Россия войдет в мировой рынок, вооружась 
лозунгом свободной торговли. Конкретные политические действия 
и экономические решения могут несколько замедлить или убыстрить 
общий ход событий, но не могут изменить финальное состояние, если 
только не будет поставлено пределов свободе торговли и мировому 
рынку.

То, что вы прочитали, — не фантастическая антиутопия, это — на-
учный прогноз на основе западной экономической теории. Применен 
метод сценариев из теории экспертных оценок.



Часть IV

МОделирОвание 
в теОрии Принятия 

решений

темы докладов и рефератов
Экспертные технологии оценки эффективности рекламы.1. 
Метод фокус-групп.2. 
Использование экспертных технологий при разработке управленческих 3. 
решений.
Перспективы применения системы «Шесть сигм» в России.4. 
Система «Шесть сигм» как образец для организации внедрения контрол-5. 
линга и современных математических методов исследования (на основе 
работ [66; 127]).
Использование экспертных технологий для управления качеством.6. 
Иерархическая система показателей надежности (на основе монографии 7. 
[129]).
Технический уровень и конкурентоспособность продукции.8. 
Методы построения обобщенных показателей технического уровня и ка-9. 
чества (проблема агрегирования).
Научно-организационное развитие в области статистических методов 10. 
(1985—1990) — от «Рабочей группы по упорядочению системы стандартов 
по прикладной статистике и другим статистическим методам» до Всесо-
юзной статистической ассоциации.
Оценочная деятельность в России (с использованием портала «Вестник 11. 
оценщика», URL: http://www.appraiser.ru).
Соотношение экспертных и расчетных методов в инвестиционном ме-12. 
неджменте.
Система сценариев социально-экономического развития России (на 13. 
основе работ [85; 86]).
Разработки Международной академии исследований будущего (URL: 14. 
http://www.maib.ru/).
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ции и поведения, чем маркетингового, финансового или производствен-
ного развития. Лишь во вторую очередь менеджмент, основанный на 
лояльности, обобщает людей в более абстрактные категории и управляет 
техническими процессами.

Как показывает практика, люди всегда оказываются более го-
товыми работать на организацию, которая имеет цель служения, чем 
на организацию, которая существует только ради того, чтобы «делать 
деньги». Поэтому люди охотно работают в церкви или в общественных 
организациях.

Менеджеры, желающие успешно использовать модель управления, 
основанную на эффекте лояльности, должны рассматривать прибыль не 
как первоочередную цель, а как необходимый элемент благосостояния 
и выживания трех составляющих каждой бизнес-системы: покупателей, 
сотрудников и инвесторов. Еще в начале ХХ в. Генри Форд говорил, 
что «…организация не может работать без прибыли … иначе она умрет. 
Но и создавать организацию только ради прибыли… значит привести ее 
к верной гибели, так как у нее не будет стимула к существованию».

Основа рассматриваемой модели лояльности — не прибыль, а при-
влечение дополнительного количества покупателей, процесс, осознанно 
или неосознанно лежащий в основе большинства преуспевающих ор-
ганизаций. Создание целевого количества покупателей пронизывает 
все сферы бизнеса компании. Силы, управляющие взаимосвязями 
между покупателями, сотрудниками и инвесторами, называют силами 
лояльности. Критерий успешности — возвращаются ли покупатели, 
чтобы купить больше, или они идут куда-то еще, т.е. проявляют ли они 
лояльность.

Как причина лояльность инициирует несколько экономических 
эффектов, влияющих на всю бизнес-систему примерно следующим 
образом.

1. Прибыли и рыночная доля растут, когда наиболее перспектив-
ные покупатели охватывают весь спектр деятельности компании, 
создавая о ней хорошее общественное мнение и повторно приходя за 
покупками. За счет большого и качественного предложения компания 
может себе позволить быть более привередливой при выборе новых 
покупателей и концентрироваться на более прибыльных и потенци-
ально лояльных проектах их привлечения, дальше стимулируя свой 
долгосрочный рост.

2. Долгосрочный рост позволяет фирме привлекать и сохранять 
лучших сотрудников. Постоянное поддержание целевого количества 
покупателей увеличивает лояльность сотрудников, давая им чувство 

Глава 15

ОснОвы МОделирОвания

15.1. ОснОвные ПОнятия  
теОрии МОделирОвания

Модель в общем смысле (обобщенная модель) есть создаваемый 
с целью получения и (или) хранения информации специфический объ-
ект (в форме мысленного образа, описания знаковыми средствами либо 
материальной системы), отражающий свойства, характеристики и связи 
объекта-оригинала произвольной природы, существенные для задачи, 
решаемой субъектом [62, с. 44]. Для теории принятия решений наи-
более полезны модели, которые выражаются словами или формулами, 
алгоритмами и иными математическими средствами.

Пример	словесной	модели [2]. Обсудим необходимость учета 
эффекта лояльности при управлении организацией в современных 
условиях. Под лояльностью понимается честное, добросовестное отно-
шение к чему-либо или к кому-либо. Базу менеджмента, основанного 
на лояльности, заложил в 1908 г. профессор Гарварда Джошуа Ройс — 
автор книги «Философия лояльности», где впервые научно определено 
понятие «лояльность».

В рамках предлагаемой словесной модели	бизнес-лояльность рас-
сматривается с точки зрения трех самостоятельных базисных аспектов: 
лояльность потребителей, лояльность сотрудников и лояльность инве-
сторов. Каждый раз за словом «лояльность» понимается что-то свое:

приверженность (с точки зрения покупателей), �

добросовестность (с точки зрения сотрудников), �

взаимное доверие, уважение и поддержка (с точки зрения ин- �

весторов).
Но несмотря на ярко выраженные компоненты, эта система долж-

на рассматриваться только как единое целое, поскольку невозможно 
создать лояльных покупателей, не обращая внимания на лояльность 
со трудников, или воспитать лояльность сотрудников без должного вни-
мания к лояльности инвесторов. Ни одна из частей не может существо-
вать отдельно от двух других, но все три вместе позволяют организации 
достигать невиданных высот в развитии.

Менеджмент, основанный на лояльности, обращен на людей. В нем 
рассматриваются люди и их роль в бизнесе. Это скорее модель мотива-
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Как сформировать портфель лояльных покупателей? Существует 
два варианта действий:

увеличение списка покупателей. Организация постоянно до- �

бавляет новых покупателей к началу списка, но ее старые по-
купатели также постоянно «вымываются» снизу из этого списка. 
Получается эффект дырявой корзины. Чем больше в ней дыра, 
тем тяжелее ее наполнить и сохранять наполненной;
эффект прибыли от каждого покупателя. В большинстве ор- �

ганизаций прибыль, которую приносит каждый покупатель, 
растет, пока он остается ее клиентом. Другими словами, для 
организации невыгодно терять постоянных покупателей, даже 
заменяя их новыми. Получается ситуация, когда «за одного 
битого двух небитых дают».

При подборе покупателей необходимо помнить, что существует 
три основных типа лояльных покупателей (это помогает определить, 
сможет ли организация сделать покупателя лояльным):

некоторые покупатели изначально предсказуемы и лояльны, 1) 
вне зависимости от того, как организация с ними работает. 
Они просто лояльны по своей природе и предпочитают более 
стабильные и длительные отношения;
некоторые покупатели более прибыльны, чем другие. Они 2) 
тратят деньги в большем количестве, чем другие, оплачивают 
покупки безотлагательно и требуют меньше внимания обслу-
живающего персонала;
некоторые покупатели находят продукты или услуги органи-3) 
зации (в силу их особенностей) более привлекательными, чем 
у конкурентов. Нет такой организации, товары которой нра-
вились бы всем без исключения. Сильные стороны ее товаров 
или услуг будут просто лучше подходить для определенных 
покупателей, более полно удовлетворяя их желаниям и воз-
можностям.

Без сомнения, каждая организация уникальна, но все же в той или 
иной мере показатели ее прибылей будут укладываться в общую модель 
экономических эффектов, получаемых от постоянства или лояльности 
покупателей. Среди них стоит особо отметить следующие:

издержки привлечения (реклама, направленная новым по- �

купателям, комиссионные по продажам новым покупателям, 
накладные расходы продаж и т.д.);
базовая прибыль (цена, которую платят вновь появившиеся  �

покупатели, превышает затраты организации на создание то-
вара);

гордости и удовлетворения своей работой. Далее, в процессе взаимо-
действия постоянные сотрудники узнают больше о своих постоянных 
покупателях, в частности как улучшить обслуживание, чтобы их объем 
покупок рос. Этот увеличивающийся объем продаж подстегивает и ло-
яльность покупателей, и лояльность сотрудников.

3. Лояльные сотрудники в долгосрочном периоде учатся снижать 
издержки и повышать качество работы (эффект научения). Органи-
зация может использовать эту дополнительную продуктивность для 
расширения системы вознаграждения, для покупки лучшего оборудо-
вания и обучения. Все это, в свою очередь, подстегнет продуктивность 
сотрудников, рост вознаграждений и, следовательно, лояльность.

4. Рассмотренная спираль продуктивности дает такое преиму-
щество в издержках, которое очень сложно скопировать для чисто 
конкурентных организаций. Долгосрочные преимущества в издержках, 
соединенные с устойчивым ростом числа лояльных покупателей, при-
носят прибыль, очень привлекательную для инвесторов. Это, в свою 
очередь, расширяет возможности компании по привлечению и сохра-
нению «правильных» инвесторов.

5. Лояльные инвесторы ведут себя как партнеры: стабилизируют 
систему, снижают издержки по поиску капитала и дают гарантии, что 
полученные отвлеченные денежные потоки будут вложены обратно 
в бизнес как инвестиции. Это укрепляет организацию и увеличивает 
ее производственный потенциал.

Обсудим основные идеи модели лояльности. Покупатели — активы 
любой организации, и для достижения успеха ей необходимо управлять 
ими так же эффективно, как и другими активами. Но для этого нужно 
быть в состоянии сегментировать покупателей, предсказывать их по-
ведение, а также жизненный цикл их денежных потоков.

В основе большинства провалов лежит общепринятый бизнес-
язык организации — бухгалтерский учет, ограничивающий возмож-
ности формирования лояльности. Бухгалтеры не в состоянии провести 
черту между выручкой, полученной от вновь пришедших покупателей, 
и выручкой, полученной от постоянных, лояльных покупателей. Это 
происходит потому, что они не знают, точнее, их не заботит тот факт, 
что обслуживание нового покупателя оказывается более дорогим, не-
жели обслуживание постоянного покупателя. Хуже того, в большинстве 
организаций бухгалтеры считают вложения в привлечение покупателей 
краткосрочными. И это вместо того, чтобы относить их на специальный 
счет покупателя и амортизировать в течение всего времени отношений 
с ним.
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моделей. Так, при принятии решений в менеджменте производственных 
систем используются:

модели технологических процессов (прежде всего модели конт- �

роля и управления);
модели обеспечения качества продукции (в частности, модели  �

оценки и контроля надежности);
модели массового обслуживания; �

модели управления запасами (модели логистики); �

имитационные и эконометрические модели деятельности пред- �

приятия в целом и др.
В процессе подготовки и принятия решений часто используют 

имитационные модели и системы. Имитационная модель позволяет 
отвечать на вопрос: «Что будет, если…» Имитационная система — это 
совокупность моделей, имитирующих протекание изучаемого процесса, 
объединенная со специальной системой вспомогательных программ 
и информационной базой, позволяющих достаточно просто и опера-
тивно реализовать вариантные расчеты [55, с. 213].

Основные	термины	математического	моделирования. Прежде 
чем начать рассматривать конкретные математические модели про-
цессов управления, необходимо вспомнить определения следующих 
основных терминов:

компоненты системы �  — части системы, которые могут быть 
вычленены из нее и рассмотрены отдельно;
независимые переменные �  — величины, которые могут изме-
няться, но являются внешними, не зависящими от проходящих 
в системе процессов;
зависимые переменные �  — величины, значения которых есть 
результат (функция) воздействия на систему независимых 
внешних переменных;
управляемые (управляющие) переменные �  — величины, значе-
ния которых могут изменяться исследователем (инженером, 
менеджером);
эндогенные переменные �  — величины, значения которых опреде-
ляются в ходе деятельности компонентов системы (т.е. «внутри» 
системы);
экзогенные переменные �  — величины, определяемые либо ис-
следователем, либо извне, т.е. в любом случае действующие на 
систему извне.

При построении любой модели процесса управления желательно 
придерживаться следующего плана действий:

сформулировать цели изучения системы;1) 

рост выручки (как правило, если покупатель доволен парамет- �

рами товара, он склонен увеличивать объемы покупок с тече-
нием времени);
издержки сбережений (близкое знакомство с товарами органи- �

зации уменьшает зависимость покупателей от ее сотрудников 
в вопросах информации и советов);
отзывы (удовлетворенные уровнем обслуживания покупатели  �

рекомендуют организацию своим друзьям и знакомым);
дополнительная цена (постоянные покупатели, сотруднича- �

ющие с организацией достаточно долго, чтобы изучить все ее 
товары и услуги, получают несоизмеримо больше от продол-
жения отношений и не нуждаются в дополнительных скидках 
или рекламных акциях).

Чтобы оценить истинный долгосрочный потенциал лояль-
ности покупателя или группы покупателей, необходимо знать их 
предрасположенность к проявлению постоянства. Так некоторые 
покупатели перебегут к конкуренту и за 2%-ную скидку, а другие 
останутся и при 20%-ной разнице в цене. Те усилия, которые требу-
ются для переманивания различных типов покупателей, определяют 
коэффициент лояльности. В некоторых организациях для оценки 
коэффициентов лояльности используются история развития или 
поведение покупателей на отдельных сегментах. В других, особенно 
в тех, чье будущее слабо связано с прошлым, пытаются методами 
анализа данных нащупать, насколько велика должна быть скидка, 
чтобы покупатели перешли к их организации. Но несмотря на все 
трудности в измерении, использование коэффици ента лояльности 
позволяет организациям идентифицировать сохранение покупателей 
и внедрять оправданную практику, проверенную на одном департа-
менте, во всю организацию.

Развитие систем измерения, анализа и управления денежными 
потоками, полученными от лояльности, может привести организацию 
к инвестициям, которые в дальнейшем обеспечат рост числа покупате-
лей и организации в целом.

Итак, модель лояльности подробно обоснована на словесном уров-
не [87]. В этом обосновании упоминалось математическое и компьютер-
ное обеспечение. Однако для принятия первоначальных решений их 
использование не требуется.

Математические	модели	при	принятии	решений.	При более тща-
тельном анализе ситуации словесных моделей, как правило, недоста-
точно. Необходимо применение достаточно сложных математических 
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куссия: является ли реальное физическое время непрерывным или 
дис кретным.

Обычно в достаточно крупные социально-экономические модели 
входят материальный, финансовый и социальный разделы.

Материальный раздел — балансы продуктов, производственных 
мощностей, трудовых, природных ресурсов. Это раздел, описывающий 
основополагающие процессы, это уровень, обычно слабо подвластный 
управлению, особенно быстрому, поскольку весьма инерционен.

Финансовый раздел содержит балансы денежных потоков, правила 
формирования и использования фондов, правила ценообразования и т.п. 
На этом уровне можно выделить много управляемых переменных. Они 
могут быть регуляторами.

Социальный раздел содержит сведения о поведении людей. Этот 
раздел вносит в модели принятия решений много неопределенностей, 
поскольку трудно точно и правильно учесть такие факторы, как трудо-
отдача, структура потребления, мотивация и т.п.

При построении моделей, использующих дискретное время, часто 
применяют методы эконометрики [89]. Среди них популярны регрес-
сионные уравнения и их системы. Различные системы регрессионных 
уравнений, построенные для решения практически важных задач, рас-
смотрены в [60]. Часто используют лаги (запаздывания в реакции). Для 
систем, нелинейных по параметрам, применение метода наименьших 
квадратов встречает трудности [89].

Большое количество конкретных эконометрических и математи-
ческих моделей принятия решений рассмотрено в [60; 88]. Обратим 
внимание, что популярные в настоящее время подходы к процессам 
бизнес-реинжиниринга основаны на активном использовании матема-
тических и информационных моделей.

15.2. МатеМатиЧескОе МОделирОвание  
ПрОцессОв уПравления

Математическое моделирование экономических явлений и про-
цессов с целью оптимизации процессов управления — область научно-
прак тической деятельности, получившая мощный стимул к развитию во 
время и сразу после Второй мировой войны. Эта тематика развивалась 
в рамках интеллектуального движения, связанного с терминами «ки-
бернетика», «исследование операций», а позже — «системный анализ», 
«информатика».

Впрочем, имелась и вполне практическая задача — контроль ка-
чества боеприпасов, вышедшая на первый план именно в годы Второй 

выбрать те факторы, компоненты и переменные, которые явля-2) 
ются наиболее существенными для данной задачи;
учесть тем или иным способом посторонние, не включенные 3) 
в модель факторы;
осуществить оценку результатов, проверку модели, оценку 4) 
полноты модели.

Модели можно делить на следующие виды:
функциональные модели, выражающие прямые зависимости 1) 
между эндогенными и экзогенными переменными;
модели, выраженные с помощью систем уравнений относи-2) 
тельно эндогенных величин и, в свою очередь, выражающие 
балансовые соотношения между различными экономическими 
показателями (например, модель межотраслевого баланса);
модели оптимизационного типа, основная часть которых — сис-3) 
тема уравнений относительно эндогенных переменных. Цель 
данных моделей — нахождение оптимального решения для 
некоторого экономического показателя (например, таких ве-
личин ставок налогов, чтобы обеспечить максимальный приток 
средств в бюджет за заданный промежуток времени);
имитационные модели — достаточно точное отображение 4) 
экономического явления. Математические уравнения при 
этом могут содержать сложные, нелинейные, стохастические 
зависимости.

Но модели также можно делить на управляемые и прогнозные. 
Управляемые модели отвечают на вопросы: «Что будет, если…?» или 
«Как достичь желаемого?» и содержат три группы переменных:

переменные, характеризующие текущее состояние объекта;1) 
управляющие воздействия — переменные, влияющие на из-2) 
менение этого состояния и поддающиеся целенаправленному 
выбору;
исходные данные и внешние воздействия, т.е. параметры, за-3) 
даваемые извне, и начальные параметры.

В прогнозных моделях управление не выделено явно. Они отвеча-
ют на вопрос: «Что будет, если все останется по-старому?»

Далее, модели можно делить по способу измерения времени на не-
прерывные и дискретные. В любом случае если в модели присутствует 
время, то модель называется динамической. Чаще всего в моделях 
используется дискретное время, так как информация поступает дис-
кретно: отчеты, балансы и иные документы составляются периодически. 
Но с формальной точки зрения непрерывная модель может оказаться 
более простой для изучения. В физической науке продолжается дис-
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методы построения и анализа имитационных моделей; �

методы анализа конфликтных ситуаций (теории игр). �

Во всех этих группах можно выделить статическую и динамиче-
скую постановки. При наличии фактора времени используют диффе-
ренциальные уравнения и разностные методы.

Теория игр (более подходящее название — теория конфликта, или 
теория конфликтных ситуаций) зародилась как теория рационального 
поведения двух игроков с противоположными интересами. Она наи-
более проста, когда каждый из них стремится минимизировать свой 
средний проигрыш, т.е. максимизировать свой средний выигрыш. 
Отсюда ясно, что теория игр склонна излишне упрощать реальное по-
ведение в ситуации конфликта. Участники конфликта могут оценивать 
свой риск по иным критериям. В случае нескольких игроков возможны 
коалиции. Большое значение имеет устойчивость точек равновесия 
и коалиций.

В экономике еще 150 лет назад теория дуополии (конкуренции 
двух фирм) О. Курно была развита на основе соображений, которые 
мы сейчас относим к теории игр. Новый толчок дан классической моно-
графией Дж. фон Неймана и О. Моргенштейна [127], вышедшей вскоре 
после Второй мировой войны. В учебниках по экономике обычно раз-
бираются «дилемма заключенного» и «точка равновесия по Нэшу» (ему 
присуждена Нобелевская премия по экономике за 1994 г.).

15.3. О МетОдОлОГии МОделирОвания
Моделирование процессов управления предполагает последова-

тельное осуществление трех этапов исследования:
от исходной практической проблемы до теоретической чисто 1) 
математической задачи;
внутриматематическое изучение и решение этой задачи;2) 
переход от математических выводов обратно к практической 3) 
проблеме.

В области моделирования процессов управления, как, впрочем, 
и в иных областях применения математики, целесообразно выделять 
четверки составляющих:

ЗАДАЧА—МОДЕЛЬ—МЕТОД—УСЛОВИЯ ПРИМЕНИМОСТИ.

Обсудим каждую из только что выделенных составляющих.
Задача, как правило, порождена потребностями той или иной при-

кладной области. Вполне понятно, что при этом происходит одна из воз-
можных математических формализаций реальной ситуации. Например, 

мировой войны. Методы статистического контроля качества приносят 
(по западной оценке, обсуждаемой в [14], и по нашему мнению, основан-
ному на опыте СССР и России, в частности, анализе организационно-
экономических результатов работы служб технического контроля на 
промышленных предприятиях) наибольший экономический эффект 
среди всех экономико-математических методов управления. Только 
дополнительный доход от их применения в промышленности США 
оценивается как 0,8% валового национального продукта США.

Важная проблема — учет неопределенности. Основное место она 
занимает в вероятностно-статистических моделях экономических 
и социально-экономических явлений и процессов. Проблемы устойчи-
вости (к допустимым отклонениям исходных данных и предпосылок мо-
дели) для социально-экономических моделей рассматриваются в [88].

Особое место занимают имитационные системы, позволяющие 
отвечать на вопросы типа: «Что будет, если…?» (как подчеркнуто в [55, 
с. 212], «…любая модель, в принципе, имитационная, ибо она имитирует 
реальность»). Основа имитации (смысл которой мы будем понимать как 
анализ экономического явления с помощью вариантных расчетов) — 
это математическая модель. Согласно [55, с. 213] имитационная систе-
ма — это совокупность моделей, имитирующих протекание изучаемого 
процесса, объединенная со специальной системой вспомогательных 
программ и информационной базой, позволяющих достаточно просто 
и оперативно реализовать вариантные расчеты. Таким образом, под 
имитацией понимается численный метод проведения машинных экс-
периментов с математическими моделями, описывающими поведение 
сложных систем в течение продолжительных периодов времени [60, 
с. 9], при этом имитационный эксперимент состоит из следующих 
шести этапов:

формулировки задачи;1) 
построения математической модели;2) 
составления программы для ЭВМ;3) 
оценки пригодности модели;4) 
планирования эксперимента;5) 
обработки результатов эксперимента.6) 

Имитационное моделирование (simulation modelling) широко при-
меняется в различных областях, в том числе в экономике [60].

Экономико-математические методы управления можно разделить 
на несколько групп:

методы оптимизации; �

методы, учитывающие неопределенность, прежде всего веро- �

ятно стно-статистические;
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Они уже заметно потеснили асимптотические методы математической 
статистики. В рассмотренной ранее проблеме однородности для про-
верки одной и той же гипотезы совпадения функций распределения 
могут быть применены самые разные методы — Смирнова, Лемана — 
Розенблатта, Вилкоксона и др. [89].

Наконец, рассмотрим последний элемент четверки — условия 
применимости. Он полностью внутриматематический. С точки зрения 
математика, замена условия кусочной дифференцируемости некоторой 
функции на условие ее непрерывности может представляться суще-
ственным научным достижением, в то время как экономист оценить это 
достижение не сможет. Для него, как и во времена Ньютона и Лейбница, 
непрерывные функции мало отличаются от кусочно дифференцируе-
мых. Точнее, они одинаково хорошо (или одинаково плохо) могут быть 
использованы для описания реальной действительности.

Методологический анализ — первый этап моделирования про-
цессов управления, да и вообще любого исследования. Он определяет 
исходные постановки для теоретической проработки, а потому во 
многом и успех всего исследования. Анализ динамики развития методов 
моделирования позволяет выделить наиболее перспективные методы. 
В частности, при вероятностно-статистическом моделировании наибо-
лее перспективными оказались методы нечисловой статистики [89].

Рассмотрим два конкретных примера — детерминированную мо-
дель управления обучением и вероятностно-статистическую модель 
помех, создаваемых электровозами.

15.4. МОдель уПравления ОбуЧениеМ
В качестве примера конкретной модели процесса управления рас-

смотрим модель распределения времени между овладением знаниями 
и развитием умений [71].

Любое знание состоит частично из «информации» («чистое зна-
ние») и частично из «умения» («знаю как»). Умение — это мастерство, 
это способность использовать имеющиеся у вас сведения для достиже-
ния своих целей; умение можно еще охарактеризовать как совокупность 
определенных навыков, в конечном счете умение — это способность 
методически работать [101, с. 308].

Пусть x(t) — объем сведений, накопленных учащимся к моменту 
времени t («чистое знание»), y(t) — объем накопленных умений: рас-
суждать, решать задачи, разбираться в излагаемом преподавателем 
материале; u(t) — доля времени, отведенного на накопление знаний 
в промежутке времени (t; t + dt).

при изучении предпочтений потребителей у экономистов-маркетологов 
возникает вопрос: различаются ли мнения двух групп потребителей? 
При математической формализации мнения потребителей в каждой 
группе обычно моделируются как независимые случайные выборки, т.е. 
как совокупности независимых одинаково распределенных случайных 
величин, а вопрос маркетологов переформулируется в рамках этой 
модели как вопрос о проверке той или иной статистической гипотезы 
однородности. Речь может идти об однородности характеристик, на-
пример о проверке равенства математических ожиданий, или о полной 
(абсолютной) однородности, т.е. о совпадении функций распределения, 
соответствующих двум совокупностям [89].

Задача может быть порождена также обобщением потребностей 
ряда прикладных областей. Приведенный ранее пример иллюстрирует 
эту ситуацию: к необходимости проверки гипотезы однородности при-
ходят и медики при сравнении двух групп пациентов, и инженеры при 
сопоставлении результатов обработки деталей двумя способами и т.д. 
Таким образом, одна и та же математическая модель может применяться 
для решения самых разных по своей прикладной сущности задач.

Выделение перечня задач находится вне математики. Выражаясь 
инженерным языком, этот перечень является сутью технического за-
дания, которое специалисты различных областей деятельности дают 
специалистам по математическому моделированию.

Метод, используемый в рамках определенной математической 
модели, — это уже во многом, если не в основном, дело математиков. 
В эконометрических моделях речь идет, например, о методе оценива-
ния, о методе проверки гипотезы, о методе доказательства той или иной 
теоремы и т.д. В первых двух случаях алгоритмы разрабатываются и ис-
следуются математиками, но используются экономистами, в то время 
как метод доказательства касается лишь самих математиков.

Для решения той или иной задачи в рамках одной и той же при-
нятой исследователем модели может быть предложено много мето-
дов. Приведем примеры. Для специалистов по теории вероятностей 
и ма тематической статистике наиболее хорошо известна история 
Центральной предельной теоремы теории вероятностей. Предельный 
нормальный закон был получен многими разными методами, из кото-
рых напомним теорему Муавра — Лапласа, метод моментов Чебышева, 
метод характеристических функций Ляпунова, завершающие эпопею 
методы, примененные Линдебергом и Феллером. В настоящее время 
для решения практически важных задач могут быть использованы со-
временные информационные технологии на основе метода статистиче-
ских испытаний и соответствующих датчиков псевдослучайных чисел. 
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Решения задач 1 и 2, т.е. наилучший вид управления u(t), находятся 
с помощью математических методов оптимального управления, а имен-
но с помощью принципа максимума Л.С. Понтрягина. В задаче 1 для 
системы (15.3) из этого принципа следует, что быстрейшее движение 
может происходить либо по горизонтальным (u = 1) и вертикальным 
(u = 0) прямым, либо по особому решению — параболе w = z2 (u = 1/3). 
При z0

2  > w0 движение начинается по вертикальной прямой, при 
z0

2  < w0 — по горизонтальной, при z0
2  = w0 — по параболе. По каждой 

из областей {z2 > w} и {z2 < w} проходит не более одного вертикального 
и одного горизонтального отрезка оптимальной траектории.

Используя теорему о регулярном синтезе, можно показать, что 
оптимальная траектория выглядит следующим образом. Сначала надо 
выйти на «магистраль» — добраться до параболы w = z2 по вертикальной 
(u = 0) или горизонтальной (u = 1) прямой. Затем пройти основную 
часть пути по магистрали (u = 1/3). Если конечная точка лежит под 
параболой, добраться до нее по горизонтали, сойдя с магистрали. Если 
она лежит над параболой, заключительный участок траектории является 
вертикальным отрезком. В частности, в случае w z w z0 0

2
1 1

2< < <  опти-
мальная траектория такова. Сначала надо выйти на магистраль — до-
браться по вертикальной (u = 0) прямой до параболы. Затем двигаться 
по магистрали (u = 1/3) от точки ( ; )z z0 0

2  до точки ( ; ).w w1 1  Наконец, 
по горизонтали (u = 1) выйти в конечную точку.

В задаче 2 из семейства оптимальных траекторий, ведущих из на-
чальной точки (z0; w0) в точки луча (z1; w1), w0 ≤ w1 < +∞, выбирается 
траектория, требующая минимального времени. При z1 ≤ 2z0 оптимально 
w1 = z0 (z1 – z0), траектория состоит из вертикального и горизонтального 
отрезков. При z1 > 2z0 оптимально w z1 1

2 4= ,  траектория проходит по 
магистрали w = z2 от точки ( ; )z z0 0

2  до точки ( ; ).z z1 1
22 4  Чем большим 

объемом знаний z1 надо овладеть, тем большую долю времени надо дви-
гаться по магистрали, отдавая при этом 2/3 времени увеличению умений 
и 1/3 времени — накоплению знаний.

Полученное для основного участка траектории оптимального 
обучения значение u = 1/3 можно интерпретировать приблизительно 
так: на одну лекцию должно приходиться два семинара, на 15 мин объ-
яснения — 30 мин решения задач. Результаты, полученные в математи-
ческой модели, вполне соответствуют эмпирическим представлениям 
об оптимальной организации учебного процесса. Кроме того, модель 
определяет численные значения доли времени (1/3), идущего на повы-
шение знаний, и доли материала (1/2), излагаемого на заключительных 
лекциях (без проработки на семинарах).

Примем в модели в качестве исходного положения, что увеличение 
x(t + dt) – x(t) объема знаний учащегося пропорционально потрачен-
ному на это времени u(t)dt и накопленным умениям y(t). Следова-
тельно,

 
dx t

dt
k u t y t

( )
( ) ( ),= 1  (15.1)

где коэффициент k1 > 0 зависит от индивидуальных особенностей учащегося.

Примем также, что увеличение знаний за то же время пропорцио-
нально потраченному на это времени [1 – u(t)]dt, имеющимся умениям 
y(t) и знаниям x(t). Следовательно,

 
dy t

dt
k u t x t y t

( )
( ) ( ) ( ).= −[ ]2 1  (15.2)

Коэффициент k2 > 0 также зависит от индивидуальности. Учащий-
ся тем быстрее приобретает умения, чем больше он уже знает и умеет. 
Тем быстрее усваивает знания, чем больше умеет. Но нельзя считать, 
что чем больше он запомнил, тем быстрее запоминает. На правую часть 
уравнения (15.1) влияют только приобретенные в прошлом активные 
знания, примененные при решении задач и перешедшие в умения. 
Отметим, что модель (15.1)—(15.2) имеет смысл применять на таких 
интервалах времени, чтобы, например, пять минут можно было считать 
бесконечно малой величиной.

Можно управлять процессом обучения, выбирая при каждом t зна-
чение функции u(t) из отрезка [0; 1]. Рассмотрим две задачи.

1. Как возможно быстрее достигнуть заданного уровня знаний x1 
и умений y1? Другими словами, как за кратчайшее время перейти из 
точки фазовой плоскости (x0; y0) в точку (x1; y1)?

2. Как быстрее достичь заданного объема знаний, т.е. выйти на 
прямую x = x1?

Двойственная задача: за заданное время достигнуть как можно 
большего объема знаний. Оптимальные траектории движения для 
второй задачи и двойственной к ней совпадают (двойственность пони-
мается в обычном для математического программирования смысле).

С помощью замены переменных z = k2x, w = k1k2y перейдем от 
системы (15.1)—(15.2) к более простой системе дифференциальных 
уравнений, не содержащей неизвестных коэффициентов:

 
dz
dt

uw
dw
dt

u zw= = −, ( ) .1  (15.3)

Описанная линейная замена переменных эквивалентна переходу 
к другим единицам измерения знаний и умений, своим для каждого 
учащегося.



448 449

В случае n электровозов рассматриваемая гармоника суммарной 
помехи описывается вектором (αn, βn), причем из физических сооб-
ражений

 ( , ) (cos , sin ).α β ϕ ϕn n i i i
i

n

r=
=
∑

1

 (15.6)

Каждый вектор в правой части (15.6) соответствует электровозу 
с тем же номером. Будем считать, что случайные величины {ri, ϕi, i = 1, 
2, …, n} независимы в совокупности, а все фазы ϕi распределены равно-
мерно на [0; 2π]. Из (15.5) и (15.6) вытекает, что

 M M rn n i
i

n

( ) ( ),α β2 2 2

1

+ =
=
∑  (15.7)

если все слагаемые в правой части (15.7) существуют. Последнее будем 
считать выполненным. Правую часть (15.7) обозначим Rn

2 .
Из многомерной центральной предельной теоремы (см., например, 

[77, подразд. 4.2])вытекает следующее утверждение.
Лемма 15.1. Пусть выполнены условия теоремы Линдеберга — 

Феллера, в данном случае

 lim , lim max ( ) .
n

n
n

n
i n

iR
R

M r
→∞ →∞ ≤ ≤

= +∞






=
1

0
2 1

2  (15.8)

Тогда для любых чисел x, y

 lim ; ( ) ( ),
n

n
n

n
nP

R
x

R
y x y

→∞
< <












=

2 2
α β Φ Φ  (15.9)

где Φ(z) — функция нормального распределения с математическим ожиданием 0 
и дисперсией 1.

Нам понадобится следующее утверждение.
Лемма 15.2. Пусть ξ и η — независимые случайные величины, 

имеющие стандартное нормальное распределение Φ(z). Пусть выпол-
нены условия леммы 15.1. Пусть функция f : R2 → R1 интегрируема по 
Риману по любому квадрату. Тогда

 lim , ( , )
n

n
n

n
nP f

R R
u P f u

→∞







<












= <{ }2 2

α β ξ η  (15.10)

при всех u, при которых правая часть (15.10) непрерывна по u.
Доказательство вытекает из леммы 15.1 и результатов о наследо-

вании сходимости [77, подраздел 4.3].
В методиках расчетов, связанных с защитой проводных линий 

связи, используется математическое ожидание амплитуды суммарной 
помехи (αn, βn). Следовательно, надо рассмотреть функцию

f z w x w( , ) .= +2 2

При движении по магистрали, т.е. в течение основного периода 
учебного процесса, оптимальное распределение времени между объяс-
нениями и решением задач одно и то же для всех учащихся независимо 
от индивидуальных коэффициентов k1 и k2. Этот факт устойчивости 
оптимального решения показывает возможность организации обуче-
ния, оптимального одновременно для всех учащихся. При этом время 
движения до выхода на магистраль зависит, естественно, от начального 
положения (x0; y0) и индивидуальных коэффициентов k1 и k2.

Таким образом, модель процесса управления обучением (15.1)—
(15.2) позволила получить ряд практически полезных рекомендаций, 
в том числе выраженных в числовой форме. При этом не понадобилось 
уточнять способы измерения объемов знаний и умений, имеющихся 
у учащегося. Достаточно было согласиться с тем, что эти величины удо-
влетворяют качественным соотношениям, приводящим к уравнениям 
(15.1) и (15.2).

Многочисленные модели процессов управления описаны в лите-
ратуре [60; 87; 88; 89; 127]. Их практическим использованием обычно 
занимаются информационно-аналитические подразделения, службы 
контроллинга, качества и надежности, маркетинга и др.

15.5. верОятнОстнО-статистиЧескОе 
МОделирОвание ПОМех, сОздаваеМых 

ЭлектрОвОзаМи
В качестве примера моделирования рассмотрим задачу, относя-

щуюся к железнодорожному транспорту.
Движение электровозов создает помехи, влияющие на проводные 

линии связи. Создание достаточно эффективных и в то же время 
экономичных средств защиты проводных линий связи от мешающих 
влияний, создаваемых тяговыми сетями переменного тока, предпола-
гает в качестве подготовительного этапа разработку математических 
моделей помех, создаваемых электровозами.

Как показано в [88], m-ю гармонику (m ≥ 7) создаваемой электро-
возом помехи можно описать двумерным случайным вектором

 (ξ1, ξ2) = (r cosϕ, r sinϕ), (15.4)
где r — амплитуда и ϕ — фаза помехи, причем r и ϕ независимы (как случайные 
величины), распределение ϕ равномерно на [0; 2π]. Как нетрудно подсчитать,
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Доказательство теоремы 15.1. При любом a > 0 справедливо 
равенство

 

M M xdP x xh x dx

xdP x
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(15.13)

Каждую из скобок в представлении (15.13) будем обрабатывать 
своим способом. Поскольку

 xdF x xF x F x dx
a

a

a

a

a

a

( ) ( ) ( ) ,
−

−
−

∫ ∫= −  (15.14)

то, подставляя в (15.14) вместо F(x) соответственно P(γn < x) и P(δ < 
x), заключаем с помощью леммы 15.2, что при фиксированном значе-
нии  a первая скобка в (15.13) стремится к 0 при росте n.

Вторую скобку оценим следующим образом:

xdP x xh x dx x dP x x h x dxn
x a x a

n
x a x a

( ) ( ) ( ) ( ) .γ γ< + ≤ < +
≥ ≥ ≥ ≥
∫ ∫ ∫ ∫  (15.15)

Из явного вида функции h(x) — см. формулу (15.11) — следует, 
что второе слагаемое в (15.15) стремится к 0 при росте n. Для оценки 
первого слагаемого в (15.15) воспользуемся соотношением

xdF x xd F x xd F x F x dx
a a

a
a a

( ) ( ) ( ) ( )
+∞ +∞

+∞
+∞ +∞

∫ ∫ ∫ ∫= −[ ] = −[ ] − −[ ]1 1 1 ,,

в котором положим F(x) = P(γn < x). Оценим сначала порядок убывания 
по x величины

1 1
2

2
2 2 2− < = − +( ) <









P x P

R
xn

n
n n( ) .γ α β

С помощью несложных, но достаточно продолжительных вы-
числений можно найти M n n[( ) ]α β2 2 2+  и на основе неравенства (15.12) 
доказать, что существует константа C такая, что при всех n
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C
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n n
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2
2 2

2
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< .

Из леммы 15.2 следует, что распределение нормированной ампли-
туды суммарной помехи

γ α βn
n

n nR
= +

2 2 2

сходится к распределению случайной величины

δ ξ η= +2 2 .

Случайная величина δ, как известно (см., например, [35, с. 262]), 
имеет плотность

 h x x
x

x( ) exp , .= −








≥
2

2
0  (15.11)

Следовательно,

M x
x

dx( ) exp , .δ
π
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∫ 2

0
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2 2
1 26

При проектировании защиты проводных линий связи норма-
тивные ограничения накладываются на математическое ожидание 
суммарной помехи. Поэтому для практического применения полезны 
следующие результаты.

Теорема 15.1. Пусть предельные соотношения (15.8), (15.9) имеют 
место и, кроме того,

 lim ( ) .
n

n
i

i

n

R
M r

→∞ =
∑ < +∞

1
4

4

1

 (15.12)

Тогда

lim ( ) ( ).
n

nM M
→∞

=γ δ

Следствие. Для математического ожидания M[|(αn, β n)|] амплиту-
ды суммарной помехи имеет место предельное соотношение

lim
[| ( , ) |]

.
n

n n

n

M

R
→∞

=
α β
π
4

1

Отметим, что соотношения (15.8) и (15.12) выполнены, например, 
в случае, когда существуют числа 0 < r < R такие, что r < rin < R при 
всех n, i = 1, 2, …, n, т.е. амплитуды помех, создаваемых электровозами, 
ограничены сверху и снизу. Это условие является весьма естественным 
с прикладной точки зрения.
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Однако приведенные результаты являются предельными, ими 
можно пользоваться при «достаточно большом» числе электровозов n. 
Для практики же наиболее интересны значения n в пределах от 2 до 10. 
Возникает вопрос о скорости сходимости в леммах 15.1—15.2 и особенно 
в теореме 15.1.

Пусть сначала n = 2. Нетрудно показать, что в случае детермини-
рованных амплитуд r1 и r2

 M R Mn nα β γ ϕ  = +( )2 1 cos ,  (15.17)

где R r r2 1
2

2
2= + ;  фаза ϕ — равномерно распределенная на [0; 2π] случайная вели-

чина, а

γ =
+

2 1 2

1
2

2
2

r r

r r
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Легко видеть, что при γ = 1 (т.е. при r1 = r2) математическое ожи-
дание в правой части (15.17) равно 0,897. При γ < 1 соответствующий 
определенный интеграл приводится к эллиптическому интегралу 
и в явном виде не берется. Приведем разложение в ряд по степеням 
параметра γ:
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Вычисленное при n = 2 значение 0,897 весьма близко к предель-
ному (при n → ∞) значению 0,886. Поэтому можно ожидать быстрой 
сходимости, по крайней мере при малоразличающихся значениях 
амплитуд.

Обсудим применение теоретических методов изучения скорости 
сходимости. Асимптотическое разложение характеристической функ-
ции случайного вектора (αn, βn) начинается с члена порядка n–1 — в силу 
того, что третьи моменты координат вектора равны 0 согласно формуле 
(15.5). Путем обращения этого разложения можно найти асимптотиче-
ское разложение для плотности (аналог разложения Эджворта), которое 
также начинается с члена порядка n–1. Последний шаг — подобно до-
казательству теоремы 15.1 может быть сделан переход к интересующий 
нас разности

 M M O
nn( ) ( ) .γ δ− = 





1
 (15.18)

Обосновать описанную цепочку утверждений, приводящую 
к (15.18), и получить численные оценки скорости сходимости можно, 
оценивая остаточные члены во всех описанных ранее преобразованиях. 

Воспользовавшись неравенством Чебышева
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для любой случайной величины ξ и любого положительного числа b, 
заключаем, что
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Следовательно,
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Из соотношений (15.15), (15.11) и (15.16) следует, что первое 
слагаемое в правой части равенства (15.13) при фиксированном a стре-
мится к 0 при росте n, в то время как вторая скобка стремится к 0 при 
росте a равномерно по n. Для завершения доказательства теоремы 15.1 
по фиксированному ε > 0 найдем число a такое, что при всех n вторая 
скобка меньше ε/2, а затем по этому a найдем n0 такое, что при n > n0 
первая скобка также меньше ε/2. Тогда |M(γn) – M(δ)| < ε при n > n0. 
Теорема 15.1 доказана.

Рассмотрим важный частный случай. Пусть амплитуды помех от 
всех электровозов детерминированы, одинаковы и равны 1, т.е. ri = 1, 
i = 1, 2, …, n. Тогда по следствию из теоремы 15.1 математическое ожи-
дание амплитуды суммарной помехи приблизительно равно 0 886, ,n  
в то время как специалисты-электротехники использовали значение 

n  [88]. Таким образом, согласно развитой ранее теории значение 
амплитуды суммарной помехи на 11,4% меньше, чем согласно мнению 
специалистов в этой области.

Чем же объясняется различие в 11,4% Дело в том, что «закон сло-
жения высших гармоник в тяговой сети при двух электровозах в зоне 
питания» является приближенным и выполняется с точностью порядка 
1% [88]. Можно было бы ожидать, что при рассмотрении n электровозов, 
а не двух, ошибка будет порядка 0,01n, однако в силу того, что рассма-
триваемый «закон» выполняется тем точнее, чем больше различаются 
амплитуды слагаемых, ошибка имеет порядок лишь 0 114, ,n  что при 
больших n существенно меньше, чем 0,01n.

Итак, принятая электротехниками формула завышает среднюю 
амплитуду суммарной помехи в 1/0,886 ≈ 1,13 раза, что приводит к соот-
ветствующему увеличению средств, выделяемых на защиту проводных 
линий связи. Следовательно, внедрение данной теории позволяет сэко-
номить достаточно большие материальные и финансовые ресурсы.
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Дисперсия результата одного испытания согласно лемме 15.2, аналогу 
теоремы 15.1 для вторых моментов и соотношению (15.11) оценивается 
как D(δ) / 2 ≈ 0,22, а потому среднеквадратичное отклонение таблич-
ных значений оценивается как 0,0015 (в предположении идеальности 
датчика псевдослучайных чисел).

Данные табл. 15.1 показывают, что наиболее быстрая сходи-
мость ρ в теореме 15.1 имеет место в случае равенства амплитуд. На-
против, если значение одной из амплитуд безгранично возрастает, 
а значения остальных фиксированы, то ρ → 0,114. В целях изучения 
сходимости в случае различных амплитуд были взяты четыре неза-
висимые выборки значений амплитуд [88]. Объемы выборок — 10 
наблюдений. Выборки приведены в табл. 15.1. В каждом случае рас-
считаны оценки ρ для первых m элементов выборки, m = 2, 3, …, 10. 
Таким образом, табличные значения одной строки зависимы между 
собой, но строки независимы. Программирование и расчеты осущест-
влены С.Ю. Адамовым.

Из таблицы 15.1 следует, что существенные различия между ам-
плитудами приводят к возрастанию ρ, однако при росте числа электро-
возов n это возрастание становится все менее существенным. Так, для 
n ≥ 6 максимальное табличное значение равно 0,040, т.е. при n ≥ 6 имеем 
основания полагать, что

 M rn n i
i n

| ( , ) | ,α β  ≤
≤ ≤
∑0 926 2

1

 (15.20)

для подавляющего большинства реальных ситуаций. Замена 1 на 0,926 
в методиках защиты проводных линий связи сулит значительный эконо-
мический эффект. Кроме формулы (15.20), данные табл. 15.1 позволяют 
дать ряд других полезных практических рекомендаций.

Замечание. Предположение о равномерности распределения фазы ϕ 
использовалось ранее лишь при выводе соотношений (15.5) и (15.17). 
Поэтому все результаты настоящего раздела, кроме соотношения (15.17), 
справедливы для любых распределений фаз, удовлетворяющих соотно-
шениям (15.5). В частности, для различных электровозов распределения 
могут быть различными.

контрольные вопросы
В чем сходство и различие словесных и математических моделей?1.	
Согласны ли вы с моделью лояльности, описанной в подразделе 15.1?2.	
Каковы основные виды переменных в математических моделях процессов 3.	
управления?
Какие виды математических моделей принятия решений обычно вы-4.	
деляют?

К сожалению, не удалось обнаружить публикаций, в которых имелись 
бы нужные оценки. Это объясняется тем, что рассматриваемая ситуация 
является весьма частной с точки зрения общей теории. Мы не стали 
строить микротеорию для обоснования правдоподобных рассуждений, 
приведших к (15.18), поскольку нас интересует точность приближения 
предельным распределением при 2 ≤ n ≤ 10, а как показывает опыт 
анализа распределения двухвыборочной односторонней статисти-
ки Н.В. Смирнова [77, подраздел 4.7], константы, которые можно таким 
путем получить для уточнения формулы (15.18), сильно завышены. 
Поэтому обратились к численным методам, а именно к вычислительно-
му эксперименту методом статистических испытаний (Монте-Карло), 
т.е. с использованием датчика псевдослучайных чисел. В соответствии 
с рекомендациями [124] использовался алгоритм перемешивания Ма-
кларена — Марсальи (М-алгоритм).

В таблице 15.1 приведены значения оценок величины

 ρ
α β

=
  −

≤ ≤
∑

M

r

n n

i
i n

| ( , ) |
,

2

1

0 886  (15.19)

для пяти наборов амплитуд.
Таблица 15.1

Оценка погрешности ρ методом Монте-карло

Номер экс-
перимента

Число электровозов n

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1

—

1

0,009

1

0,018

1

0,010

1

0,013

1

0,013

1

0,001

1

0,001

1

0,010

1

0,010

2 0,40

—

0,41

0,016

0,72

0,029

0,64

0,021

1,18

0,022

0,66

0,022

1,60

0,025

1,70

0,018

0,87

0,008

2,60

0,007

3 0,40

—

0,40

0,010

0,41

0,022

0,86

0,030

0,80

0,016

0,86

0,012

0,85

0,009

0,90

0,007

2,97

0,040

0,72

0,035

4 0,40

—

0,53

0,031

2,52

0,095

0,72

0,077

0,85

0,067

3,00

0,025

0,65

0,029

1,46

0,017

0,63

0,023

0,84

0,022

5 0,40

—

0,41

0,014

0,85

0,041

0,56

0,017

0,82

0,017

0,58

0,007

1,63

0,025

1,64

0,011

0,87

0,009

1,00

0,012

Примечание. Числитель — значения амплитуд, знаменатель — значения ρ из 
(15.19), оцененные по 10 000 испытаниям. В каждом наборе из 10 амплитуд сначала 
моделируется ситуация с первыми двумя амплитудами, потом — с первыми тремя, 
затем — с первыми четырьмя и т.д.

Математические ожидания в (15.19) оценивались как средние 
арифметические 10 000 наблюдений случайной величины |(αn, βn)|. 



457

Глава 16

ЭкОнОМикО-МатеМатиЧеские  
МОдели  

и Принятие решений

16.1. ПриМеры тиПОвых  
МакрОЭкОнОМиЧеских МОделей

Принятие решений проводится на основе прогнозирования раз-
вития ситуации с учетом динамических связей между переменными. 
Эти связи описываются экономико-математическими моделями, 
краткий анализ которых необходим для рассмотрения задач принятия 
решений.

Модель	межотраслевого	баланса	(модель	В.	Леонтьева).	Каждая 
из n отраслей производит свой (обобщенный) продукт. Выпуск рас-
пределяется в заданной пропорции между конечным потреблением, 
другими отраслями и внутренними потребностями отрасли. Кроме 
того, описывается прирост производственных мощностей. Модель 
описывается уравнением

v a v t b
dV t

dt
P t i ni ij j ij

j j

j

n

i= +
+







 + = …

=
∑ ( )

( )
( ), , , , ,

τ

1

1 2

где vi(t) — поток выпуска продукта i в момент времени t (единица измерения = еди-
ница продукта / единица времени); aij — коэффициенты прямых сырьевых затрат 
(количество продукта i, необходимое для производства продукта j); vj(t) — поток вы-
пуска продукта j в момент времени t; bij — количество фондообразующего продукта  i, 
идущее на единичный прирост мощности в отрасли j; Vj(t + τj) — мощность j-го про-
изводства в момент времени t + τj; τj — продолжительность строительства мощности 
в отрасли j; Pi(t) — поток конечного (непроизводственного) потребления.

Таким образом, выпуск vi(t) расходуется на покрытие сырьевых 
и фондообразующих затрат и конечное потребление.

Эконометрические	модели	(типа Брукингской и Уортоновской). 
В основе этих моделей лежат: 1) балансовые соотношения; 2) функ-
циональные зависимости — производственная функция и функция 
потребительского спроса.

Производственная функция F задает зависимость национального 
дохода Y от стоимости основных фондов (капитала) K и от используе-
мых трудовых ресурсов L:

Y(t) = F[K(t), L(t)].

В чем суть методологии математического моделирования?5.	
Как в соответствии с моделью подраздела 15.4 должны соотноситься затра-6.	
ты времени на накопление знаний и развитие умений во время основного 
периода обучения?
Что представляет собой вероятностно-статистическая модель, предна-7.	
значенная для изучения помех, создаваемых электровозами?

темы докладов и рефератов
Классификация математических моделей процессов управления.1. 
Сравнение словесных и математических моделей.2. 
Модели процессов управления предприятием.3. 
Модели процессов управления качеством.4. 
Макроэкономические модели управления.5. 
Соотношение задач, моделей, методов и условий применимости.6. 
Место принципа максимума Понтрягина среди математических методов 7. 
оптимального управления.
Статистическое моделирование с использованием датчиков псевдослу-8. 
чайных чисел (метод Монте-Карло).
Методы проверки качества датчиков псевдослучайных чисел.9. 
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Тот же результат справедлив и в модели с непрерывным временем. 
Будем считать, что спрос меняется не только в зависимости от цены, но 
и в зависимости от ее динамики, т.е.

D D P
dP
dt

S S P= 





=, ; ( ).

Тогда аналогом формулы (16.1) является уравнение X = α + aP + 

+ a
dP
dt1  = β + bP, решением которого является p = p0ect.

В рассматриваемых моделях считалось, что производители ожида-
ют, что цена останется, как в предшествующий период (и устанавливают 
объем изготавливаемого товара исходя из этих ожиданий). Модель 
может быть усовершенствована. Для установления объема изготавли-
ваемого товара производителям более реалистично считать, что в момент 
времени t цена на товар будет равна Pt–1 – ρ(Pt–1 – Pt–2), где 0 < ρ < 1, 
т.е. цена изменится в направлении, обратном тому, в котором она изме-
нялась в прошлый период. Тогда Xt = α + aPt = β + b(1 – ρ)Pt–1 + bρPt–2, 
следовательно, xt = apt = b(1 – ρ)pt–1 + bρpt–2.

Дальнейшее развитие модели состоит во введении в нее запасов. 
Ожидая повышения цен, продавцы создают запасы товара.

Запасы в момент времени t обозначим Qt. Тогда изменение запасов 
за период времени от t – 1 до t есть Qt – Qt–1 = St – Dt. В модели цену мож-
но устанавливать различными способами, например Pt = Pt–1 – λ(Qt–1 –  
– Qt–2) или Pt = Pt–1 – λ(Qt–1 – Q*), где Q* — запасы в точке равновесия. 
В первом случае получим Pt = P* + (P0 – P*)ct, где c = 1 – λ(b – a), а во 
втором — Pt = [2 – λ(b – a)]Pt–1 – Pt–2.

Модель	экономического	цикла.	Сначала рассмотрим простую 
модель без учета запаздывания, а также без учета экспорта-импорта, 
налогов и государственных расходов:

 C = (1 – s)Y + A; (16.4)

 DK = γ(vY – K); (16.5)

 DY = λ(C + DK – Y), (16.6)
где C — реальное потребление; A, s < 1, v, γ, λ — положительные константы; Y — ре-

альный чистый доход; D
d
dt

=  — символ операции дифференцирования; K — объем 

основного капитала.

Более точно, Y — сумма всех видов конечных доходов, полученных 
в экономике, деленная на индекс инфляции (т.е. реальный валовой 
национальный продукт за вычетом затрат на возмещение основного 
капитала); C — общие затраты на потребительские товары конечных 

Функция спроса P = S(c, q)P=S(c,q) задает зависимость вектора 
Р конечного потребления, т.е. набора потребляемых товаров, от векто-
ра  с цен на эти товары и дохода q.

Паутинообразные	модели.	Применяются данные модели при 
изучении динамики спроса и предложения. Пусть D — спрос, S — пред-
ложение, P — цена, P* — равновесная цена, X — объем производства, 
X* — равновесный объем производства. Равновесные P* и X* находят 
из условия совпадения спроса и предложения D(P) = S(P).

Однако более реалистичной является гипотеза запаздывания 
предложения. Например, пусть при цене в прошлый период Pt–1 объем 
предложения в данный период есть St = S(Pt–1). Считаем, что цена Pt 
устанавливается на рынке так, чтобы был куплен весь объем выпущен-
ной продукции Xt. Следовательно,

Xt = D(Pt) = S(Pt–1).

Пусть спрос и предложение достаточно точно описываются линей-
ными функциями от цены:

D = α + aP;

S = β + bp.

Такое предположение вполне естественно, если в модели рассма-
тривается окрестность точки равновесия, а функции спроса и предло-
жения гладкие. Тогда

 Xt = α + aPt = β + bPt–1. (16.1)

Равновесие наступает, когда

 X* = α + aP* = β + bP*.  (16.2)

Вычитая (16.1) из (16.2), получаем, что

 X* – Xt = a(P* – Pt) = b(P* – Pt–1) (16.3)

Обозначим xt = X* – Xt; pt = P* – Pt — отклонения от равновесия. 

Из (16.3) получим xt = apt = bpt–1, откуда p
b
a

pt t= −1.  Решение этого 

уравнения имеет вид p p
b
at = 



0

2

.

В зависимости от того, чему равно 
b
a

,  получим либо затухающие 

колебания 
b
a

<






1 ,  сходящиеся к P = P* и X = X*, либо колебания 

c возраста ющей амплитудой 
b
a

>






1 .  В промежуточном случае a = b 

амплитуда колебаний постоянна.
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капитала . Однако он нужен, чтобы найти отклонения от равновесия 
Y Y B Bx t x t= + −* 1 2

1 2e e  — решение системы (16.4)—(16.5)—(16.6)—
(16.8)—(16.9), где B1 и B2 зависят от λ, γ, v, s. В зависимости от B1 и B2 
получим, согласно теории линейных дифференциальных уравнений, 
следующие четыре варианта траекторий Y : 1) незатухающие колебания 
(экономические циклы); 2) затухающие колебания; 3) взрывоподобные 
колебания; 4) взрывоподобная, но не колебательная траектория.

Довольно часто в экономике реально осуществляется приближе-
ние к первому варианту — экономические циклы.

Усложним модель, введем запаздывание. В модели (16.4)—(16.6) 
предполагается мгновенная реакция потребления на изменение дохода. 
На самом деле это неверно. Вместо уравнения (16.4) напишем

 DC = α[(1 – s)Y + A – C], (16.10)
где α — параметр, определяющий быстродействие системы.

Теперь добавим запасы. Вместо уравнения (16.6) получим:

 DY = λ(C + DK – Y) + µ(S0 – S); (16.11)

 S0 = b(C + DK) + c;  (16.12)

 DS = Y – C – DK, (16.13)
где S0 — оптимальный уровень запасов, равный некоторой постоянной вели-
чине + часть потребления и капитальных вложений; S — фактический уровень 
запасов.

Уравнение (16.11) отражает тот факт, что рост производства за-
висит от избытка спроса и от превышения оптимальных запасов над 
фактическими. Уравнения (16.10) и (16.11) аналогичны соответству-
ющим соотношениям для паутинообразных моделей.

Добавим в систему экспорт-импорт налоги и государственные рас-
ходы. Теперь с учетом (16.11)—(16.13) получим модель в виде системы 
уравнений:

 DC =α[(1 – s)(Y – T) + A – C], (16.14)

 DK = γ(vY – k), (16.15)

 DY = λ(C + DK + G + E – I – Y) + µ(S0 – S), (16.16)

 S0 = b(C + DK + G + E) + c, (16.17)

 DS = Y+ I – E – G – C – DK, (16.18)

 I = m(C + DK + G + E), (16.19)

 T = τY – B, (16.20)
где T — реальный объем налогов за вычетом государственных трансфертных пла-
тежей; G — реальные государственные расходы на товары и услуги; E — реальный 
экспорт; I — реальный импорт.

покупателей в экономике, деленные на индекс инфляции; K — объем 
основного капитала всей экономики страны (в сопоставимых ценах).

Уравнение (16.4) вытекает из теории Кейнса, а именно из соотно-
шения: потребление = национальный доход – сбережения + автоном-
ное потребление. Значит, sY — часть дохода, идущая на сбережения; 
s — предельная склонность к сбережениям; A — автономное потребление 
(та доля потребления, которая не зависит от дохода, своеобразный про-
житочный минимум).

Уравнение (16.5) допускает несколько интерпретаций. Рассмотрим 
две из них.

1. В первой интерпретации DK — это норма капитальных вложений 
в основной капитал. Допустим, существует оптимальный объем основ-
ного капитала и он равен некоторой доле от национального дохода — vY, 
где v — оптимальное соотношение «капитал—выпуск». Тогда уравнение 
(16.5) означает, что норма капитальных вложений в основной капитал 
пропорциональна превышению оптимального объема основного капи-
тала над действительным.

2. Основное соотношение, описывающее капитальные вложения, 
имеет вид:

 
DK
K

P
c rK

=
+

−








γ

( )
,

1
1  (16.7)

где P — реальная прибыль; c — премия за риск; r — норма процента.

Из соотношения (16.7) легко получить (16.5).

В уравнении (16.6) DY
dY
dt

=  — рост производства (поскольку все 

производство = всему доходу = Y). Рост производства зависит от из-
бытка спроса. Потребление C + накопление (оно превращается в капи-
тальные вложения DK) — чистый национальный доход Y — это и есть 
избыток спроса (то, что потребляется и накопляется, может быть не 
равно чистому доходу).

Для равновесной системы все производные по времени равны 0. 
Равновесные значения Y, C и K таковы:

 Y C
A
s

* * ;  (16.8)

 K
vA
s

* .=  (16.9)

Этот результат не предназначен для непосредственного прак-
тического использования, так как в модели не учитываются ограни-
чения на выпуск, накладываемые рабочей силой и объемом основного 
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 DY = γ(C + DK – Y), (16.23)

 L = Be–ρtYbK1–b, (16.24)

 
Dw
w

L
L

a
s

=






+log ,β  (16.25)

 p w
dL
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b wL
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= + =
+
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,1
1

π
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 (16.26)

 
M

p
AY rd u v= − ,  (16.27)

 Md = Ms, (16.28)

 Ls = L0elt, (16.29)

 Ms = M0emt, (16.30)
где s — склонность к сбережениям; p — уровень цен; w — ставка заработной платы; 
L — численность используемой рабочей силы; r — норма процента; Ls — предложение 
труда; Md — спрос на деньги; Ms — предложение денег; m — темп роста предложения 
денег.

Остальные переменные определены ранее при рассмотрении мо-
дели экономического цикла.

Уравнение (16.21) означает, что «доход = сбережение + потребле-
ние». Уравнение (16.22) — формула для нормы прироста основного 
капитала, аналогичная (16.7). Уравнение (16.23) означает, что рост про-
изводства равен избытку спроса. Уравнение (16.24) отражает тот факт, 
что количество рабочей силы, требуемой для выпуска одного и того же 
количества продукции, все время убывает благодаря научно-техни че-
скому прогрессу. Таким образом, это уравнение учитывает технический 
прогресс. Уравнение (16.25) описывает изменение цен на рынке труда. 
Уравнение (16.26) утверждает, что уровень цен равен предельным из-

держкам (издержки на рабочую силу wL, предельные издержки 
d wL

dY
( )

) 

плюс некоторая добавка. В уравнении (16.27) Md — те активы, которые 
население желает держать в денежной форме. Реальный спрос на день-

ги 
M

p
d  тем выше, чем выше доход Y и ниже норма процента r. Уравнение 

(16.28) означает, что спрос на деньги равен предложению денег. Это 
возможно, если считать, что норма процента все время подстраивается 
так, чтобы выполнялось это равенство. В уравнении (16.29) зафикси-
ровано, что предложение труда растет со временем. В уравнении (16.30) 
предполагается, что предложение денег растет со временем.

В уравнении (16.14) национальный доход, идущий на потребление 
и накопление, уменьшился на сумму налогов, т.е. по сравнению с (16.10) 
произошла замена Y → Y – T.

Далее заметим, что теперь C — общее потребление товаров как 
отечественного, так и импортного производства, а DK теперь есть рост 
основного капитала частного сектора. Накопление основного капитала 
частного сектора входит в G.

Уравнение (16.16) отличается от (16.11) на величину G + E – I, так 
как DY — рост производства, зависящий от избытка спроса, который 
теперь равен тому, что общество расходует, т.е. потребляет (C) + вкла-
дывает (DK) + экспорт (E) + государственные расходы (G), за вычетом 
того, что общество получает: национальный доход (Y) + импорт (I).

Уравнение (16.17) предполагает, что желаемый уровень запасов 
есть линейная функция валового сбыта, а валовой сбыт — это: 1) сбыт 
потребительских товаров отдельным потребителям C; 2) сбыт капиталь-
ных благ фирмам (капитальные вложения) DK; 3) сбыт товаров в госу-
дарственном секторе G; 4) сбыт иностранным производителям E.

Уравнение (16.18) означает, что изменение запасов равно всем 
товарам (Y + I) минус весь сбыт (C + DK + G + E).

Уравнение (16.19) предполагает, что импорт — это доля всего 
сбыта.

Уравнение (16.20) предполагает, что налоги — линейная функция 
доходов, тогда τ — аналог процентной ставки. То, что в уравнении име-

ется отрицательная константа B, говорит о том, что 
T
Y

 — возрастающая 

функция, т.е. чем больше доход, тем больше налог.
При решении системы (16.14)—(16.20) выяснилось, в частности, 

что введение налогов и импорта оказывает на экономику стабилизи-
рующее воздействие.

Модель	 экономического	роста.	В этой модели, в отличие от 
модели экономического цикла, считается, что предложение денег про-
порционально exp(mt) и предложение труда пропорционально exp(lt), 
т.е явно учитываются процессы инфляции и изменение численности 
необходимой рабочей силы, причем и в том и в другом случае предпо-
лагается экспоненциальный рост.

Без учета бюджетной политики модель выглядит так:

 C = (1 – s)Y, (16.21)
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В эту модель нужно ввести извне вектор Y — конечный продукт 
и учесть его деление на потребление, накопление, экспорт, государствен-
ные резервы, налоги. Далее, следует задать вектор F — производственные 
фонды и вектор L — ресурсы живого труда. Это означает, что «вокруг» 
модели межотраслевых взаимодействий необходимо построить модель 
доходов и потребления населения — для определения Y, модель фор-
мирования национального дохода — для определения F, модель «демо-
графия — трудовые ресурсы» для определения L и т.п., т.е. создать так 
называемый «макромодельный комплекс».

Макроэкономические модели можно условно разделить на два 
вида. Одни из них описывают, так сказать, типовую страну без при-
вязки к ее конкретным особенностям. Другие предназначены для ис-
пользования в конкретных условиях, описывают вполне определенную 
экономическую реальность. Рассмотрим модели экономики отдельных 
стран и мирового хозяйства в целом.

Модель	влияния	государственной	финансовой	политики	на	эко-
номику	США.	В эту модель входят всего 6 переменных, она подходит 
для аналитического анализа и иллюстрации влияния правительствен-
ного фонда заработной платы, правительственного заказа, налога на 
деловую активность, на личное потребление, заработную плату част-
ного сектора, прибыли, инвестиции, основной капитал и национальных 
доход .

В рассматриваемой модели переменные управления таковы:
W2t — правительственный фонд заработной платы на t-м отрезке 

времени;
Gt — правительственные заказы на t-м отрезке времени;
XTt — налог на деловую активность.
Используются эндогенные (заданные извне) переменные:
Ct — потребление на t-м отрезке времени;
W1t — фонд заработной платы в частном секторе на t-м отрезке 

времени;
PPt — прибыли на t-м отрезке времени;
It — инвестиции на t-м отрезке времени;
Kt — основной капитал в конце t-го отрезка времени;
Yt — национальный доход на t-м отрезке времени.
В модель входят уравнения функционирования и тождества. Урав-

нения функционирования касаются потребления:

Ct = a1 + a2(W1t + W2t) + a3PPt + a4PPt–1 + µ1t;

инвестиций:

It = b1 + b2PPt + b3PPt–1 + b4Kt–1 + µ2t;

При решении этой системы выяснилось, что, как и раньше, чем 
больше s, тем стабильнее K и Y, но в отличие от модели экономического 
цикла, равновесные K и Y теперь растут при увеличении m — темпа роста 
и предложения денег.

Теперь отразим в модели экономическое регулирование. Суще-
ствование денежной политики можно выразить заменой уравнения 
(16.30) на

 log log log ,M M
L

Ls

lt

= +












θ
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 (16.31)

где L M , , θ  — положительные константы; L lt
e  — оптимальная траектория занятости; 

M — оптимальное предложение денег при оптимальном уровне занятости.

Чтобы отразить существование государственных расходов и на-
логов, изменим в системе уравнений (16.21)—(16.29), (16.31) значения 
некоторых переменных: C — личное потребление и государственные 
расходы; K — сумма государственного и частного основного капиталов; 
sY — сумма частных и государственных сбережений.

Государственные сбережения — это налоги минус государствен-
ные расходы, поэтому, чтобы отразить налоги, сделаем s переменной 
величиной:

 s
L

Lelt
= + 





ε ε1 2 log ,


 (16.32)

где ε1, ε2 — параметры бюджетной политики.

В параметре s учитываются: 1) отношение личного потребления 
к личному доходу; 2) отношение поступлений от налогов к доходу; 
3) отношение текущих государственных расходов к поступлениям от 
налогов. Все это можно учесть с помощью параметров ε1, ε2, которые 
являются управляющими.

Модель	межотраслевых	взаимодействий.	Рассмотрим типичную 
макроэкономическую модель открытого типа (незамкнутую) — модель 
межотраслевых взаимодействий. Ее формируют две группы математи-
ческих зависимостей:

система уравнений — баланс объема производства каждого вида 1) 
продукции и его распределение между потребителями (другими 
производителями и конечными потребителями);
система неравенств, которые описывают зависимость между 2) 
производственными возможностями каждой отрасли и ограни-
чивающими наличными ресурсами (основные фонды и живой 
труд).
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Сначала выделяются блоки, из которых будет состоять модель, за-
тем перечисляются переменные, которые входят в модель (их 35). Фор-
мируется таблица объясняемых переменных и объясняющих факторов. 
На основании этой таблицы строится система уравнений. Например, 
по таблице находим, что основной капитал X1 зависит: 1) от основного 
капитала в предшествующий период времени (X1)–1; 2) инвестиций 
производственного назначения в предшествующий момент времени 
(X16)–1; 3) краткосрочного процента в предшествующий момент времени 
(X12)–1; 4) возмещения выбытия фондов (X20)–1; 5) занятости в частном 
секторе (X2)–1. Теперь строим линейное регрессионное уравнение с ав-
торегрессионным членом:

X1 = a1 + a2(X1)–1 + a3(X16)–1 + a4(X12)–1 +a5(X20)–1 + a6(X2)–1.

Сложный вопрос состоит в выборе тех переменных, от которых за-
висит X1. Он решается с помощью того или иного алгоритма нахождения 
«информативного подмножества переменных» в регрессионном анали-
зе. Используются парные и множественные коэффициенты линейной 
или непараметрической корреляции.

Модель	мирового	хозяйства.	Рассмотрим проект ЛИНК, который 
разработан в 1970-х гг. Уортонской ассоциацией эконометрических 
прогнозов под руководством нобелевского лауреата по экономи-
ке Л. Клейна. 

Макромодельный комплекс ЛИНК — совокупность разрабаты-
ваемых независимо друг от друга, различных по размерам и структуре 
эконометрических моделей национальной экономики ряда стран и ре-
гионов, которые увязываются в единую систему посредством субмодели 
мировой торговли.

В систему ЛИНК включены:
модель экономики США — 207 уравнений;1) 
модель экономики Канады — 183 уравнения;2) 
модель экономики Франции — 32 уравнения;3) 
модель экономики ФРГ — 137 уравнений;4) 

5)—13) — (модели национальных экономик Великобритании, 
Италии, Швеции, Финляндии, Бельгии, Нидерландов, Австрии, 
Японии, Австралии);
единая модель экономики развивающихся стран;14) 
единая модель экономики социалистических стран;15) 
единая модель экономики стран остального мира.16) 

Модель для каждой страны (группы стран) разрабатывалась не-
зависимо. Сначала модели опробовались для каждой страны (группы 
стран) отдельно. Потом все эти модели объединялись в мировую модель 
посредством модели мировой торговли.

и спроса на рабочую силу:

W1t = c1 + c2(Yt + TXt – W2t) + c3(Yt–1 + TXt–1 – W2t–1) +c4T + µ3t ,
где µit, i = 1, 2, 3 — случайные возмущения.

Тождества имеют смысл балансовых соотношений (законов со-
хранения):

Yt = Ct + It + Gt – TXt;

PPt = Yt – (W1t + W2t);

Kt = Kt–1 + It.

Таким образом, в уравнении потребления зафиксировано, что по-
требление зависит от заработной платы в частном и государственном 
секторах, от прибыли в настоящий и предшествующий периоды време-
ни. В уравнении инвестиций принято, что инвестиции зависят от при-
былей в настоящий и предшествующий периоды времени и от основного 
капитала в предшествующий период времени. Спрос на рабочую силу 
фактически зависит от прибыльности в настоящий и предшествующий 
периоды времени.

Коэффициенты в уравнениях и тождествах определяются путем 
анализа конкретных экономико-статистических данных эконометри-
ческими методами.

Модель	экономики	США. Существует множество моделей эко-
номики США. Рассмотрим сначала так называемую Уортонскую мо-
дель (фактически макромодельный комплекс). Эта модель содержит 
734 соотношения, из них 292 уравнения поведения и 442 тождества. 
Модель составляют 8 блоков: 1) конечный спрос; 2) межотраслевые 
потоки; 3) потребность в трудовых ресурсах; 4) заработная плата; 
5) цены производства ; 6) цены конечного потребления; 7) прочие до-
ходы; 8) финансы.

Используемые в модели сценарии состоят в том или ином из-
менении: 1) федеральных закупок товаров; 2) закупок товаров и услуг 
органами штатов и местного управления; 3) трансфертных платежей; 
4) экспорта; 5) налога на инвестиции. Управляющими параметрами 
были следующие: 1) статьи расходов государственного бюджета; 2) став-
ки налогов; 3) цены и заработная плата; 4) курс доллара; 5) импортные 
пошлины.

Цель модели — оценка эффективности деятельности федерального 
правительства. Упрощенная схема этой модели была приведена ранее.

Рассмотрим более простую, нежели Уортонская, модель, содер-
жащую гораздо меньше уравнений, однако хорошо иллюстрирующую 
принципы построения моделей рассматриваемого типа.
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весьма разнообразны. Начнем с канадской модели Т2. Она посвящена 
моделированию изменения нормы вычетов из налоговых обязательств 
затрат капитальных активов (при уплате налогов на прибыль). Пред-
полагается, что каждая фирма самостоятельно проводит максимизацию 
скидок и минимизацию налоговых сборов (в рамках действующего на-
логового законодательства).

Анализируются изменения в первый год после управляющего 
воздействия и в «зрелой» системе через большой промежуток времени. 
Любопытно, что управляющим воздействием является не изменение 
ставки налога, а изменение правил расчета амортизационных начисле-
ний, причем это изменение касается лишь вновь приобретаемых единиц 
основных фондов (поэтому новые ставки амортизации лишь постепенно 
распространяются на налоговую базу).

В модели «зрелой» системы налогообложения используются па-
раметры:

средняя прошлая норма прироста капитала, �

показатель экспоненциальной амортизации, �

индекс цен капитала (учитывающий, например, рост во времени  �

стоимости участков земли в неизменных ценах),
средний коэффициент (индекс) инфляции (для народного  �

хозяйства в целом),
норма вычетов из налоговой базы затрат капитальных акти- �

вов.
Моделируется также влияние на налоговые поступления измене-

ния ставки зачета налога на инвестиции.
Модель построена на основе анализа данных, приведенных в вы-

борке налоговых деклараций 15 тыс. из 760 тыс. фирм Канады.
Модели	поступлений	от	налога	на	добавленную	стоимость.	В Ру-

мынии и Венгрии для оценки суммарных поступлений от налога на 
добавленную стоимость сначала оценивают налоговую базу на основе 
макроэкономических показателей. Считают, что она равна:

(валовой внутренний продукт) + (импорт) –  
– (экспорт) – (фиксированные капиталовложения) – (изменение  

запасов) – (добавленная стоимость по освобожденным  
от налога секторам) – (оценка НДС для малого бизнеса  

и строительства частного жилья — до 1992 г.).

Прогноз на следующий год осуществляется умножением налого-
вой базы предыдущего года на коэффициент, равный сумме прогнозов 
индекса инфляции и экономического роста за следующий год.

Действительная ставка налоговых поступлений от НДС рассчи-
тывается путем деления объема чистых поступлений на налоговую 

Модели развитых стран содержали блоки: 1) производства; 2) по-
требления; 3) инвестиций; 4) доходов и занятости; 5) цен; 6) денежного 
обращения; 7) внешней торговли.

Каждая страна описывалась с помощью моделей верхнего и ниж-
него уровня.

Верхний уровень состоит из перечисленных блоков. Далее каждый 
блок раскрывается. Например, в блок денежного обращения включены 
параметры: 6.1) количество денег в обращении; 6.2) дефицит бюджета; 
6.3) сальдо платежного баланса; 6.4) индекс цен (дефлятор ВНП); 
6.5) индекс розничных цен; 6.6) индекс оптовых цен; 6.7) учетная став-
ка по долгосрочным кредитам; 6.8) учетная ставка по краткосрочным 
кредитам. Модели верхнего уровня содержат взаимосвязи между этими 
параметрами.

Нижний уровень модельного комплекса содержит детализиро-
ванные модели, описывающие регионально-страновые и проблемно-
функциональные отношения.

С помощью системы ЛИНК были выявлены нетривиальные эко-
номические связи. Например, оказалось, что снижение налогов в США 
приводит к улучшению платежного баланса Франции.

Модель	мировой	торговли.	Рассмотрим моделирование товарных 
потоков между парами стран. Для этого используются, например, гра-
витационные методы, приводящие к соотношениям:

E Z Z Rij
t

ij
t

j
t

ij
t= ( ); ; ,

где Eij
t  — экспорт из страны i в страну j в интервал времени t; Zij

t  — факторы, опре-
деляющие потенциальное предложение экспорта страной i для страны j в интервал 
времени t; Z j

t  — факторы, определяющие потенциальный спрос страны j на импорт 
в интервал времени t; Rij

t  — факторы, относящиеся к продвижению товарного потока 
из страны i в страну j в интервал времени t.

С помощью этой и других моделей независимо разработанные 
модели отдельных стран можно увязать в единую мировую макромо-
дель.

Вопросам построения, изучения и использования макроэкономи-
ческих моделей при разработке и принятии управленческих решений 
посвящено огромное количество литературы.

В системы поддержки принятия решений входят не только общие 
макроэкономические модели, но и модели, касающиеся отдельных 
сторон функционирования народного хозяйства, в частности модели 
налогообложения. Обсудим некоторые из них [89].

Модель	вычетов	при	налогообложении	прибыли. Математиче-
ские модели налогообложения, используемые в зарубежных странах, 
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разработка диалоговой компьютерной системы и соответ- �

ствующих программных средств, позволяющих сотрудникам 
налоговых служб решать стоящие перед ними задачи оценки 
управляющих воздействий на процессы налогообложения.

Целесообразна разработка моделей для анализа предлагаемых 
различными организациями и лицами налоговых систем, а также для 
оценки влияния процессов налогообложения на статику и динамику 
микро- и макроэкономических характеристик.

Сформулируем основные требования к выполнению подобного 
исследования в российских условиях:

работа должна основываться на анализе действующей системы  �

сбора налогов и других обязательных платежей в бюджетную 
систему Российской Федерации (в федеральный бюджет 
и в бюджеты территорий);
математические модели и соответствующие компьютерные  �

разработки, предназначенные для оценки управляющих воз-
действий на процессы налогообложения, должны позволять 
рассчитывать объемы налоговых поступлений при тех или 
иных значениях управляющих воздействий — ставок налогов, 
льгот, штрафов;
модели должны предоставлять возможности для анализа мо- �

дификаций налоговой системы (в частности, путем изменения 
ставок, системы льгот и штрафов, правил относительно времени 
внесения платежей, а также введения новых видов налогов);
конечный программный продукт должен предназначаться для  �

эксплуатации специалистами государственной налоговой служ-
бы, не имеющими специальных знаний в программировании 
и математическом моделировании.

Проблемам моделирования процессов налогообложения в России 
посвящена монография [89].

16.2. Принятие решений в МалОМ бизнесе
При принятии решений на уровне предприятия, в том числе 

малого, весьма полезны соответствующие экономико-математические 
и эконометрические модели. Рассмотрим несколько примеров.

Модель	функционирования	промышленного	предприятия.	Рас-
смотрим модель предприятия, являющегося частью более крупной 
экономической структуры (системы) — государственного сектора 
экономики, финансово-промышленной группы, транснациональной 
корпорации, холдинга и т.п. Предприятие действует в плановом сегмен-
те экономики, план определяется вышестоящими органами управления. 

базу. Для целей прогноза налоговая ставка считается постоянной (либо 
прогнозируется с помощью теории временны2х рядов).

Прогноз объема налоговых поступлений получают перемножени-
ем прогнозов объема налоговой базы и прогноза действительной ставки 
поступлений от НДС.

В Венгрии в Министерстве финансов разработана модель налого-
вой базы и поступлений от налога на добавленную стоимость на основе 
межотраслевой модели «вход—выход» (21 отрасль).

Модель	подоходного	налога	в	Великобритании построена на 
основе репрезентативной выборки, включающей 80 тыс. налогоплатель-
щиков (физических лиц) из 25 млн плательщиков подоходного налога. 
Используются данные налоговых деклараций.

С использованием соображений демографии, социологии, меди-
цинской статистики и макроэкономики прогнозируется изменение 
налоговой базы, при этом структура модели определяется экспертами 
из представителей перечисленных наук, а коэффициенты оцениваются 
по выборочным данным.

Знание налоговой базы позволяет прогнозировать первоначальное 
(в первый год) изменение налоговых сборов при применении управ-
ляющих воздействий. Для оценки дальнейшей динамики необходимо 
учитывать реакцию налогоплательщиков на изменение системы нало-
гообложения (в первом приближении — линейный отклик с коэффи-
циентами эластичности в качестве множителей перед приращениями 
переменных). Прогнозирование на далекую перспективу возможно 
лишь методом сценариев, поскольку необходимо спрогнозировать, 
в частности, динамику народонаселения.

Моделирование	процессов	налогообложения	в	России.	Разработ-
ка имитационных моделей процессов налогообложения с целью оценки 
влияния управляющих воздействий на эти процессы, сбора и обобщения 
информации о процессах налогообложения на основе компьютерных 
систем представляет собой достаточно наукоемкую и трудоемкую за-
дачу [89]. Основные задачи, которые необходимо решить при разработке 
подобной модели, таковы:

анализ нормативной базы и практической реализации процес- �

сов налогообложения;
постановка основных задач оценки управляющих воздействий  �

на процессы налогообложения;
разработка и изучение системы математических моделей, ими- �

тирующих процессы налогообложения в реально действующей 
налоговой системе;
решение тех же задач для будущей, модифицированной, соглас- �

но решениям государственной власти, налоговой системы;
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Решение этого уравнения A t A t
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рост стоимости основных фондов. При этом пропорционально растет 
и объем произведенной продукции P.

Необходимо иметь современные научно-экономические инст-
рументы анализа такого сравнительно нового для нашей страны вида хо-
зяйственных объединений, как холдинги. Ясно, что без предварительного 
научного анализа невозможно выработать обоснованные рекомендации 
по повышению эффективности оперативного финансового управления 
компаниями холдингового типа.

Малые	предприятия.	Малое предпринимательство — важная со-
ставная часть современной российской экономики. Например, в Москве 
более 10% населения трудится на малых предприятиях. Поэтому весьма 
актуальным является изучение сферы малого бизнеса с позиций эко-
номической теории, в частности методами экономико-математического 
моделирования [22].

Развитие малого предпринимательства необходимо для эффектив-
ного функционирования экономики России. Для понимания особенно-
стей этого развития и управления им могут оказаться полезными раз-
нообразные экономико-математические модели. Рассмотрим подходы 
к построению и изучению некоторых из них, дадим широкую панораму 
возможных подходов к построению моделей, которые могут оказаться 
полезными для описания динамики развития малых предприятий, 
а также и управления ими.

Проблемы	маркетинга	малого	бизнеса.	Во всех странах с развитой 
рыночной экономикой нестабильность малого бизнеса во многом свя-
зана с его сильной зависимостью от внешней среды — как от СТЭЭП-
факторов (социальных, технологических, экологических, экономиче-
ских, политических), так и от факторов конкурентного окружения (в том 
числе от поставщиков и потребителей). Для того чтобы выжить и занять 
свою рыночную нишу, малый бизнес должен хорошо ориентироваться 
и адаптироваться в условиях достаточно высокой степени неопределен-
ности и риска. Это означает, что маркетинг малого бизнеса изначально 
носит рисковый характер.

Для снижения степени риска маркетинга малого бизнеса требуется 
высокий профессионализм менеджмента малой организации в области 
управления рыночной информацией и быстрота реакции в принятии 
решений при изменении условий внешней среды. То есть как лицо, 
принимающее решения (ЛПР), менеджер малой организации должен 
быть одновременно хорошим маркетологом.

Основное внимание в модели предприятия уделяется влиянию фондов 
экономического стимулирования — фонда развития производства 
(ФРП) и фонда материального поощрения (ФМП) — на темпы роста 
прибыли.

Наполняются ФРП и ФМП из прибыли, которую получает пред-
приятие. Основная часть этой прибыли идет в бюджет вышестоящей 
структуры, оставшаяся — в фонды. Сверху вводятся нормативы рас-
пределения прибыли, т.е. доли от прибыли, которые идут в фонды.

Важно найти оптимальные величины этих нормативов, так как 
если нормативы будут малы, то фонды практически перестанут зависеть 
от темпа роста прибыли и рентабельности, как следствие, их воздействие 
на деятельность предприятия окажется минимальным. Фактически тут 
можно говорить о чрезмерно больших изъятиях средств вышестоящей 
структурой. С другой стороны, если в фонды идет слишком большая 
часть прибыли, это может привести к дефициту бюджета вышестоящей 
структуры.

Размер ФРП

Φ = f(A, I, R, α1, α2),

где A — стоимость основных производственных фондов; I — отношение 
P

P
ф

п

 (здесь Pф, 

Pп — фактический и плановый объемы реализованной продукции); R — рентабель-
ность; α1, α2 — отраслевые нормативы отчисления части прибыли соответственно 
в ФРП и ФМП.

Предположим, что вышестоящей структурой выделяются капи-
тальные вложения в количестве, прямо пропорциональном объему 
произведенной продукции Р. Пусть:

dA
dt

dA
dt

P= +α γ .

Это уравнение означает, что полный прирост капитальных вложе-
ний в основные производственные фонды равен той доле, которая вы-

деляется на это из ФРП α
dA
dt







 плюс вложения вышестоящей эконо-

мической структуры (γP). Коэффициент γ определяется вышестоящим 

управляющим органом; величина α
dA
dt

 зависит от величины ФРП, т.е. 

в конечном итоге от принятых в системе нормативов.
Примем, что производственная функция пропорциональна стои-

мости основных фондов, т.е. P = kA. Тогда

dA
dt

kA
=

−
γ

α1
.
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матрица «Бостон-консалтинг групп», SWOT-анализ конкурентов, 
матрица определения проблемы и др. Они могут быть простейшими 
инструментами управления маркетингом в малом бизнесе и позволяют 
достаточно оперативно оценить место и конкурентные преимущества 
организаций. Вместе с тем возможности экономико-математического 
моделирования позволяют менеджеру самостоятельно структурировать 
свою собственную ситуацию и создавать собственные модели (или 
варианты типовых моделей с собственными значениями параметров) 
оптимального поведения на рынке в условиях неопределенности 
и риска. Так, известная среди маркетологов и менеджеров матрица 
«Бостон-консалтинг групп» является, на наш взгляд, не двухмерной, 
а трехмерной моделью, в которой наряду с долей на рынке и темпом 
роста продаж обязательно должен рассматриваться такой параметр, 
как прибыль организации.

При разработке системы экономико-математической поддержки 
малого бизнеса математические модели развития малого предпри-
нимательства должны изучаться специалистами теоретически на 
основе вероятностных и имитационных методов и сопоставляться со 
статистическими данными, характеризующими реальное положение 
в рассматриваемой области экономики. Методология математического 
моделирования позволяет ставить и решать различные задачи, воз-
никающие в маркетинге малого бизнеса. В частности, отметим задачи 
анализа и прогнозирования рыночной ситуации, оценки различных 
видов рисков.

Для повышения эффективности исследовательской работы целе-
сообразно разделять экономико-статистические (эконометрические) 
методы и экономико-математическое моделирование, хотя такое деле-
ние и условно. Примером первых (т.е. методов прикладной статистики 
применительно к конкретным экономическим данным) являются ме-
тоды выборочного изучения потребителей. Так, в 1994 г. сотрудниками 
Института высоких статистических технологий и эконометрики были 
опрошены 500 потребителей и продавцов растворимого кофе; полу-
ченные результаты использованы фирмой-заказчиком при маркетинге, 
в частности при планировании рекламной кампании [89]. Технология 
проведения таких маркетинговых исследований близка к технологии 
социологических опросов, а также имеет много общего со статистиче-
ским управлением качества продукции, в частности с оценкой качества 
при сертификации [81].

При экономико-математическом моделировании применяют на-
целенные на конкретные применения модели, в отличие от моделей 

Маркетинг малого бизнеса имеет особенности. Для того чтобы 
малая организация могла выжить и занять свою рыночную нишу, ее 
маркетинг с самого начала должен быть ориентирован не на абстрактные 
производство и сбыт, а на конкретного потребителя с его индивидуаль-
ными запросами. Иными словами, приоритетной формой маркетинга 
малого бизнеса является целевой специализированный маркетинг. Он 
позволяет сконцентрировать объективно небольшие ресурсы малой ор-
ганизации на наиболее важном направлении. Однако цена ошибки ЛПР, 
цена принятия неправильного решения в малом бизнесе многократно 
возрастает, так как у малой организации, как правило, нет финансовых 
возможностей диверсифицировать свою деятельность и свой риск.

Следовательно, для менеджера малой организации наиболее важ-
ные и сложные задачи таковы: проведение маркетинговых исследова-
ний по изучению рынка, сегментация рынка, выбор целевого сегмента, 
оценка его потенциальной мощности, оценка риска выбора рыночной 
ниши и силы потенциальных конкурентов. Успешное решение перечис-
ленных задач требует от менеджера малой организации достаточно се-
рьезной подготовки в области теории принятия решений, эконометрики 
и экономико-математического моделирования, поскольку оплата услуг 
консалтинговых фирм по этим вопросам стоит достаточно дорого.

Вместе с тем для того, чтобы быстро реагировать на изменения 
внешней среды, оказывающей сильное воздействие на малую организа-
цию, ее менеджер должен проводить постоянный мониторинг рыночной 
ситуации по определенным наиболее значимым параметрам (спрос, 
предложение, цены, товары-конкуренты, альтернативные технологии 
и др.). Сбор и оперативное использование такой информации является 
решающим фактором успеха в маркетинге малого бизнеса при принятии 
решений и требует определенных знаний и навыков у менеджера по 
формированию банка данных и работе с маркетинговой информаци-
ей. Наиболее доступными для менеджеров малого бизнеса являются 
экономико-статистические (эконометрические) методы и методы ма-
тематического моделирования, позволяющие (при определенной под-
готовке менеджеров и наличии программной поддержки) достаточно 
быстро обрабатывать и использовать оперативную информацию на 
практике.

Математические	методы	и	модели	для	решения	задач	малого	
бизнеса.	Достаточно известными примерами применения методов 
экономико-математического моделирования в маркетинге для структу-
рирования и анализа рыночной информации являются модели жизнен-
ного цикла товара (фирмы), модели маркетингового комплекса  4р (7р), 
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отклонениям исходных данных и предпосылок модели [88]. Только 
та модель может быть рекомендована для практического использова-
ния, для которой полученные с ее помощью выводы мало меняются 
при подобных отклонениях. Накоплен определенный опыт применения 
методологии экономико-математического моделирования при решении 
практических задач маркетинга малого бизнеса [89], в частности в об-
ласти товаров народного потребления и производственного назначения, 
образовательных услуг, а также при анализе и моделировании инфля-
ционных процессов, в сфере налогообложения и др.

Перейдем к более подробному рассмотрению некоторых экономи-
ко-математических моделей, предназначенных для описания маркетин-
говой деятельности и жизненного цикла предприятий малого бизнеса.

Маркетинговые	модели	принятия	решений.	Для структурирова-
ния и анализа рыночной информации могут быть успешно применены 
такие известные инструменты принятия управленческих решений, как 
SWOT-анализ и матрица «Бостон консалтинг групп», а также некоторые 
их обобщения. Эти обобщения позволяют эффективно использовать 
современные методы экспертного оценивания, в том числе основанные 
на применении статистики нечисловых, в частности интервальных 
данных.

В обобщении SWOT-анализа предприятия оцениваются (в коли-
чественных или в качественных шкалах) по четырем группам показа-
телей — сильные и слабые стороны, угрозы и возможности. Частные 
показатели сводятся в групповые, а групповые — в итоговый (обоб-
щенный) показатель. Эта процедура дает возможность ранжировать 
и классифицировать конкурентов (например, на весьма опасных, 
опасных и неопасных), а также отслеживать и моделировать динамику 
показателей и итоговых оценок предприятий.

В обобщенной матрице «Бостон-консалтинг групп» используют 
трехмерную модель, в которой предприятие описывается долей на 
рынке, темпом роста продаж и прибылью. От качественных значений 
перечисленных переменных переходим к количественным, а также 
строим итоговый показатель и прогностические правила.

Рассматриваемые модели основаны на применении технологии 
построения единичных, групповых и обобщенных показателей (оценок 
отдельных сторон деятельности фирм-конкурентов и их экономическо-
го положения в целом), развитой ранее для решения задач экологиче-
ского страхования. Компьютерная поддержка этой технологии может 
быть осуществлена с помощью автоматизированного рабочего места 
организатора экспертного опроса АРМ МАТЭК (МАТематические 
методы в ЭКспертных исследованиях).

прикладной статистики, которые можно использовать в любой сфере 
деятельности. Примерами являются экономико-математические мо-
дели управления запасами (см. далее), с помощью которых удается 
находить оптимальные размеры поставок и процедуру их поступления. 
Обычно применение таких моделей позволяет, по крайней мере, вдвое со-
кратить суммарные издержки. Набор подобных компьютерных моделей 
должен быть рабочим инструментом менеджера малого предприятия.

При математическом моделировании маркетинговых проблем 
малого бизнеса используют эконометрические методы и методы экс-
пертных оценок, а также методы имитационного моделирования. 
В настоящее время быстрых перемен в социальной, экономической 
и политической сферах отсутствуют достаточно длинные временны2е 
ряды экономических данных и интерес исследователей и практических 
работников переместился из статистики временны 2х рядов в области 
теории и практики экспертных оценок.

В маркетинговых исследованиях для малого бизнеса большую 
роль играют факторы нечисловой природы — качественные признаки, 
интервальные и нечеткие оценки и др. Развиваются и применяются со-
временные методы статистического анализа нечисловых данных [89]. 
Оригинальность и эффективность математического аппарата в области 
статистики нечисловых данных определяется тем, что он основан на 
использовании расстояний в выборочных пространствах, а не операций 
суммирования.

При изучении экономических рисков, в частности связанных 
с осуществлением инвестиционных проектов, необходимо моделиро-
вать различ ные неопределенности будущего и настоящего. Неопреде-
ленность описывают с помощью вероятностно-статистических, нечет-
ких, в частности интервальных, моделей. Вероятностно-статистические 
модели нацелены прежде всего на анализ массовых явлений. Неопреде-
ленность единичных событий более целесообразно описывать с помо-
щью нечетких множеств, в частности с помощью интервальных чисел, 
задающих нижние и верхние границы для неизвестных в точности 
параметров. Около 30 лет назад доказано [88], что теория нечетких мно-
жеств в определенном смысле сводится к теории случайных множеств. 
Однако при практическом применении математический аппарат теории 
нечеткости существенно отличается от вероятностно-статистического 
инструментария, а также и от аппарата статистики интервальных дан-
ных [89].

При применении математических моделей весьма важным явля-
ется исследование устойчивости выводов по отношению к допустимым 
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Моделирование	потока	проектов.	Кратко рассмотрим несколько 
экономико-математических моделей, описывающих развитие малых 
предприятий в течение их жизненного цикла.

При построении математических моделей типа «поток проектов» 
будем считать, что малое предприятие ассоциируется с последова-
тельностью выполняемых им проектов. Новые малые предприятия 
порождаются в соответствии с пуассоновским процессом переменной 
интенсивности (аналогично потоку заявок в теории массового обслу-
живания [15]). Каждое новое малое предприятие выполняет вначале 
один проект, величина (стоимость) и продолжительность которого — 
случайные величины с заданными (в модели) распределениями.

Точнее, с учетом известных в менеджменте представлений 
о жизненном цикле продукции экономический эффект (на единицу 
времени) от выполнения проекта описывается случайной функцией 
от времени (с отсчетом от момента начала осуществления проекта). 
Типовой вид этой функции таков: сначала отрицательные значения 
(в начале проекта необходимы капиталовложения), затем — рост до 
максимального значения, продолжительное «плато» на достигнутом 
уровне, переходящее в спад (окончание проекта). В модель порождения 
малых предприятий необходимо внести новую переменную — случай-
ную величину начального капитала, которая, в частности, ограничивает 
круг проектов, возможных для данного малого предприятия. Возможно 
и разорение малого предприятия, если в силу случая стартовый капитал 
окажется недостаточным для осуществления проекта. Отметим, что 
потоки платежей необходимо оценивать путем приведения элементов 
этих потоков к сопоставимым ценам, а при этом не обойтись без учета 
инфляции, изучение и прогнозирование которой встречает известные 
трудности [89].

Однако для некоторых видов деятельности, например оказания 
научно-технических услуг, можно считать, что экономический эффект 
(в сопоставимых ценах) имеет простой частный вид — является ступен-
чатой функцией, равной положительной константе С на отрезке [0, Т] 
и 0 вне его (здесь С и Т — случайные величины).

Поскольку каждый проект рано или поздно заканчивается, малое 
предприятие, как правило, должно переходить к осуществлению но-
вых проектов еще до окончания жизненного цикла предшествующего 
проекта. В модели принимаем, что каждый проект порождает своих 
потомков — новые проекты с определенной интенсивностью. С этой 
точки зрения малое предприятие — это совокупность проектов, в ко-
торую входят: 1) исходный проект (если он еще продолжается); 2) его 

Как уже говорилось, экспертные оценки как самостоятельное 
направление научно-практической деятельности развивается в нашей 
стране с 1970-х гг. В частности, с 1973 г. работает неформальный на-
учный коллектив вокруг научного семинара «Математические методы 
экспертных оценок и нечисловая статистика», часто обращающийся 
к проблемам принятия решений в условиях малого бизнеса. Проведена 
масса исследований, опубликованы десятки монографий и сборников, 
сотни статей.

В настоящее время возникла масса аналитических центров, 
бизнес-инкубаторов и других учреждений, которым рассматриваемые 
разработки явно полезны. Однако важно установить контакты между 
теоретиками и менеджерами аналитических центров, наладить систему 
обучения. Накопленные теоретиками знания должны быть основой для 
компьютерных систем, например таких, как АРМ МАТЭК.

О	теории	ранжировок	и	рейтингов.	В настоящее время в практике 
работы малых предприятий распространены маркетинговые, эксперт-
ные и социологические опросы. При их проведении опрашиваемых 
просят выставить баллы инвестиционным проектам, направлениям 
работ или исследований, товарам, идеям, проблемам, программам или 
политикам. Затем рассчитывают средние арифметические баллов и рас-
сматривают их как интегральные оценки, выставленные фирмой или 
обществом в целом инвестиционным проектам, направлениям работ или 
исследований, товарам, идеям, проблемам, программам или политикам. 
Но уже около 20 лет известно, что согласно теории измерений такой 
способ расчета интегральных оценок некорректен (см. главу 9).

Хорошо известно, каким условиям должны удовлетворять методы 
обработки данных, измеренных в тех или иных шкалах. Например, для 
порядковых данных в качестве интегрального показателя использовать 
среднее арифметическое нельзя, а медиану — можно [89]. К сожалению, 
распространены некорректные методы расчетов. В качестве примера от-
метим, что методы расчета рейтингов «ведущих политиков» на основе 
усреднения ответов экспертов, публикуемые в «Независимой газете», 
являются математически некорректными. Впрочем, к этим публикаци-
ям есть много иных претензий связанных, в частности, с нерепрезента-
тивным составом экспертов.

Как известно, максимальными инвариантами в порядковой шкале 
являются ранжировки (нестрогие порядки). Поэтому от использо-
вания результатов теории измерений менеджеру малой организации 
есте ственно перейти к применению методов статистики объектов не-
числовой природы [89].
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опустим, поскольку основные идеи, лежащие в основе моделирования, 
уже сформулированы.

Модель	занятия	ниш.	Предположим, что имеется конечный набор 
«ниш», которые могут занять вновь возникающие предприятия. В со-
ответствии с некоторым распределением вероятностей порождаются 
новые предприятия (т.е. указываются для них ниши). Если ниша занята, 
то предприятие гибнет. Если нет — занимает нишу и функционирует 
некоторое случайное время, после чего прекращает деятельность и осво-
бождает нишу. Действующее предприятие может захватывать свобод-
ные ниши на тех же основаниях, что и вновь возникающие предприя тия. 
Нетрудно получить расчетные формулы для числа свободных ниш 
и вероятности того, что ниша занята, а также для иных характеристик, 
описывающих развитие популяции малых предприятий.

Модель	выбора	ниши.	Для описания поведения малого предпри-
ятия предлагается использовать модель выбора ниши на основе теории 
принятия решений с использованием дерева целей. Рассматривая выбор 
на каждом этапе как случайную величину, получаем возможность рас-
чета распределения малых предприятий по вариантам окончательных 
решений. А это порождает итерационный процесс пересмотра решений, 
поскольку знание итогового распределения влечет пересмотр некоторых 
из ранее принятых решений, например о числе возможных конкурен-
тов. Модель целесообразно реализовать в виде имитационной компью-
терной системы, пригодной также для индивидуального обучения и про-
ведения деловых игр. Интересны варианты модели с использованием 
интервальных или нечетких ответов, что делает и итоговое решение 
интервальным или нечетким.

Проблемам малого предпринимательства посвящено большое 
число официальных и научных публикаций, что объясняется, очевидно, 
заметным вкладом малых предприятий в отечественное производство, 
а также — что представляется нам более важным — пионерской ролью 
малых предприятий в опробовании различных вариантов организации 
экономической жизни, взаимодействия государственных и негосудар-
ственных структур. Именно малые предприятия лучше всего демон-
стрируют роль конкуренции в экономике.

Итак, экономико-математическое моделирование имеет широ-
кие перспективы практического применения при принятии решений 
в малом бизнесе. Еще более интересные возможности раскрываются 
в области теоретических исследований проблем малого бизнеса. Со-
вместная работа экономистов, эконометриков, математиков и практи-
кующих менеджеров малого бизнеса приносит пользу как теории, так 
и практике.

непосредственные потомки; 3) потомки его потомков и т.д. Развитие 
малого предприятия состоит в возникновении, выполнении и прекра-
щении проектов , его образующих. Если все эти проекты прекращаются, 
то малое предприятие ликвидируется. Аналогом является развитие 
популяции фамилий, изучаемое с помощью теории ветвящихся про-
цессов [112].

Рассматриваемые модели позволяют, в частности, изучать дина-
мику распределения малых предприятий по размерам и длительности 
жизни, например оценивать долю предприятий, прекративших деятель-
ность в течение определенного интервала времени после организации. 
Можно продемонстрировать положительную роль технопарков как 
«инкубаторов» малых предприятий, влияние экспертизы бизнес-плана 
и других планов — поддержка проектов на начальных стадиях при усло-
вии отсечения малоперспективных проектов существенно повышает 
вероятность «выживания» остальных.

Пример	модели	потока	проектов.	Приведенное ранее описание 
задает достаточно обширное семейство математических моделей. Рас-
смотрим одну из них.

Пусть процесс порождения новых предприятий в регионе описы-
вается пуассоновским процессом с постоянной интенсивностью q. Это 
означает, что за единицу времени возникает случайное число Х малых 
предприятий, причем Х имеет пуассоновское распределение с параме-
тром q. В среднем за единицу времени возникает q малых предприятий, 
поскольку математическое ожидание Х равно q. Величина q зависит 
от числа жителей и уровня социально-экономического развития ре-
гиона.

Следующий шаг — моделирование начального капитала и стоимо-
сти проекта. При этом в случае когда необходимые капиталовложения 
больше начального капитала, предприятие погибает, не приступив к дея-
тельности. Хорошо известно, что в современной России большое число 
зарегистрированных малых предприятий (по крайней мере до 30%) 
не проявляют производственной активности. Все такие предприятия 
можно считать погибшими еще до начала выпуска продукции.

Рассмотрим предприятия с достаточным начальным капиталом. 
Пусть для простоты экономический эффект при выполнении проекта 
является ступенчатой функцией, равной положительной константе С 
на отрезке [0, Т] и 0 вне его, где С и Т — случайные величины. Далее 
следует смоделировать процесс порождения «потомков» проекта. Есте-
ственно считать, что число потомков случайно, но при этом их в среднем 
больше у проекта большей стоимости и более длительного. Дальнейшее 
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развитие, в основном начиная с 1950-х гг. Предложенная, видимо, еще 
в 1915 г. Ф. Харрисом классическая модель теории управления запаса-
ми, называемая также моделью Вильсона (в связи с тем, что получила 
известность после публикации работы Р.Г. Вильсона в 1934 г.), является 
одним из наиболее простых и наглядных примеров применения мате-
матического аппарата для принятия решений в экономической области. 
В то же время формула оптимального размера заказа, полученная в мо-
дели Вильсона, широко применяется на различных этапах производства 
и распределения продукции, поскольку оказывается практически по-
лезной для принятия решений при управлении запасами, в частности, 
приносящей заметный экономический эффект [88]. Рассмотрим эту 
модель подробнее.

Классическая	модель	управления	запасами. Пусть y(t) — величи-
на запаса некоторого товара на складе в момент времени t, t ≥ 0. Дефицит 
не допускается, т.е. y(t) ≥ 0 при всех t. Товар пользуется равномерным 
спросом с интенсивностью µ, т.е. за интервал времени ∆t со склада 
извлекается и поступает потребителям часть запаса величиной µ∆t. 
В моменты времени t0 = 0, t1, t2, … пополняется запас на складе — при-
ходят поставки величиной Q0, Q1, Q2, … соответственно. Таким образом, 
изменение во времени величины запаса y(t) товара на складе изобра-
жается зубчатой ломаной линией (рис. 16.1), состоящей из наклонных 
и вертикальных звеньев, причем наклонные отрезки параллельны.

рис. 16.1. График изменения величины запаса на складе

Таким образом, в момент ti величина запаса на складе y(t) скач-
ком увеличивается на Qi. Следовательно, функция y(t) имеет разрывы 
в точках t1, t2, … Для определенности будем считать, что эта функция 
непрерывна справа.

Пусть s — плата за хранение единицы товара в течение единицы 
времени. Поскольку можно считать, что величина запаса y(t) не меня-
ется в течение интервала времени (t; t + dt), где dt — дифференциал, 
т.е. бесконечно малая, то плата за хранение всего запаса в течение этого 
интервала времени равна sy(t)dt. Следовательно, затраты за хранение 

16.3. Принятие решений в задаЧах лОГистики
Термин «логистика» происходит от французского слова «loger» 

(размещение, расквартирование), которое употребляется в военной 
терминологии для определения движения военных грузов, их скла-
дирования и размещения, а также для описания процесса размещения 
и расквартирования военных подразделений. В настоящее время термин 
«логистика» широко используется в деловом мире и определяет теорию 
и практику движения сырья, материалов, комплектующих изделий, про-
изводственных, трудовых и финансовых ресурсов, готовой продукции 
от их источников к потребителям.

Логистика — наука о планировании, управлении и контроле за 
движением материальных, информационных и финансовых ресурсов 
в различных производственно-экономических системах. Предметом 
логистики является комплексное управление всеми материальными 
и нематериальными потоками в таких системах. Новизна концепции 
логистики в области управления промышленными системами состоит 
во всестороннем подходе к вопросам движения материальных благ 
в процессе производства и управления. Логистическая система должна 
охватывать и согласовывать процессы производства, закупок и распре-
деления продукции, а также быть основой при стратегическом планиро-
вании и прогнозировании. Итак, логистика — это экономическая дис-
циплина, занимающаяся оптимальной организацией мате риальных, 
финансовых и информационных потоков.

Одна из основных частей логистики — теория управления запаса-
ми. Сколько товара держать на складе? Много — будут омертвляться 
оборотные средства, вложенные в запас. Мало — слишком часто надо 
будет заниматься получением новых партий товара и нести соответству-
ющие расходы. Значит, надо рассчитать и использовать оптимальный 
размер запаса. А для этого необходимо построить соответствующую 
математическую модель.

Управление запасами (другими словами, материально-техническое 
снабжение) — неотъемлемая часть работы фирм и организаций. Речь 
идет о запасах сырья, топлива, материалов, инструментов, комплектую-
щих изделий, полуфабрикатов, готовой продукции на промышленном 
(или сельскохозяйственном) предприятии, о запасах товаров на опто-
вых базах, складах магазинов, на рабочих местах продавцов, наконец, 
у потребителей. Запасы постоянно расходуются и пополняются по тем 
или иным правилам, принятым на предприятии. Оптимизация этих 
правил, т.е. оптимальное управление запасами, дает большой эконо-
мический эффект.

Математическая теория управления запасами является крупной 
областью экономико-математических исследований, получившей свое 
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и величины партий. И то и другое будем называть планом поставок или 
планом работы системы управления запасами. Для ее оптимизации не-
обходимо выбрать моменты времени t0 = 0, t1, t2, … пополнения запаса на 
складе и размеры поставляемых партий товара Q0, Q1, Q2, … так, чтобы 
минимизировать средние издержки fT(y) при фиксированном Т. Модель 
производственной ситуации (т.е. работы склада) описывается четырьмя 
параметрами — µ (интенсивность спроса), s (стоимость хранения еди-
ницы продукции в течение единицы времени), g (стоимость доставки 
партии товара), Т (горизонт планирования).

Решение	задачи	оптимизации. Поставленная задача оптимизации 
работы склада интересна тем, что неизвестно число 2n(T) – 1 парамет-
ров, определяющих план поставок. Поэтому ее решение не может быть 
проведено с помощью стандартных методов теории оптимизации.

Решим эту задачу в три этапа. На первом установим, что опти-
мальный план следует искать среди тех планов, у которых все зубцы 
доходят до оси абсцисс, т.е. запас равен 0 в момент доставки очередной 
партии. Цель второго этапа — доказать, что все зубцы должны быть 
одной и той же высоты. Наконец, на третьем находим оптимальный 
размер поставки.

Оптимальный	план. Найдем наилучший план поставок. План, для 
которого запас равен 0 (т.е. y(t) = 0) в моменты доставок очередных 
партий, назовем напряженным.

Утверждение 16.1. Для любого плана поставок, не являющегося 
напряженным, можно указать напряженный план, для которого средние 
издержки меньше.

Покажем, как можно от произвольного плана перейти к напря-
женному, уменьшив при этом издержки. Пусть с течением времени 
при приближении к моменту t1 прихода поставки Q1 уровень запаса 
не стремится к 0, а лишь уменьшается до y(t1–) ≠ 0 (где знак «минус» 
означает предел слева функции y(t) в точке t1). Тогда рассмотрим новый 
план поставок с теми же моментами поставок и их величинами за исклю-
чением величин поставок в моменты t = 0 и t = t1, а именно заменим Q0 

на Q01 = Q0–y(t1–), а Q1 на Q11 = Q0 + y(t1–). Тогда график уровня запаса 
на складе параллельно сдвинется вниз на интервале (0; t1), достигнув 0 
в t1, и не изменится правее точки t1. Следовательно, издержки по до-
ставке партий не изменятся, а издержки по хранению уменьшатся 
на величину, пропорциональную (с коэффициентом пропорциональ-
ности s) площади параллелограмма, образованного прежним и новым 
положениями графика уровня запаса на интервале (0; t1), что видно на 
рис. 16.2.

в течение интервала времени [0; T), где T — интервал планирования, 
пропорциональны (с коэффициентом пропорциональности s) площади 
под графиком уровня запаса на складе y(t) и равны

s y t dt
T

( ) .
0
∫

Пусть g — плата за доставку одной партии товара. Примем для 
простоты, что она не зависит от размера поставки. Позже покажем, что 
если эта плата равна g + g1Q, где Q — размер поставки, то оптимальный 
план поставки — тот же, что и при отсутствии линейного члена. Будет 
проанализирована и более сложная модель, в которой предусмотрена 
скидка с ростом поставки, приводящая к выражению g + g1Q + g2Q2 для 
платы за доставку одной партии товара размером Q.

Пусть n(T) — число поставок, пришедших в интервале [0; T]. 
При этом включаем поставку в момент t = 0 и не включаем поставку 
в момент t = T (если такая поставка происходит). Тогда суммарные 
издержки на доставку товара равны gn(T). Следовательно, общие из-
держки (затраты, расходы) за время T равны

F T y F y t t T gn T s y t dt
T

( ; ) ( ), ( ) ( ) .= ≤ <[ ] = + ∫0
0

Запись F(T; y) = F[y(t), 0 ≤ t < T] означает, что общие издержки зави-
сят от значений функции y = y(t) при всех 0 ≤ t < T. Символ у обозначает 
функцию как целое. Другими словами, область определения F(T; y) при 
фиксированном T — не множество чисел, а множество функций.

Общие издержки, очевидно, возрастают при росте горизонта пла-
нирования Т. Поэтому часто используют средние издержки, приходя-
щиеся на единицу времени. Средние издержки за время Т равны:

f T y f y t t T
T

F T y
T

gn T s y t dt
T
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Поскольку товар отпускается со склада с постоянной интенсивно-
стью (скоростью), дефицит не допускается, то доходы от работы склада 
пропорциональны горизонту планирования, средние доходы постоян-
ны. Следовательно, максимизация прибыли эквивалентна минимиза-
ции издержек или средних издержек.

Если задать моменты прихода поставок и величины партий, 
то будет  полностью определена функция y = y(t) при всех 0 ≤ t < T. Верно 
и обратное — фиксация функции y = y(t), 0 ≤ t < T, рассматриваемого 
вида (рис. 16.1) полностью определяет моменты прихода поставок 
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Для напряженного плана издержки по хранению
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где ∆i = ti – ti–1, i = 1, 2, …, n(T), tn(T) = T.

Ясно, что ∆i, i = 1, 2, …, n(T) — произвольные неотрицательные 
числа, в сумме составляющие Т. Следовательно, для минимизации из-
держек среди напряженных планов с фиксированным числом поставок 
достаточно решить задачу оптимизации

∆ ∆ ∆
∆ ∆ ∆
∆

1
2

2
2 2

1 2

0 1 2

+ +…+ →
+ +…+ =
≥ = …









n

n

i

T

i n

min,

,

, , , , ,

где n = n(T).

Полученная задача оптимизации формально никак не связана 
с логистикой, она является чисто математической. Для ее решения 
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Сумма квадратов всегда неотрицательна. Она достигает минимума, 
равного 0, когда все переменные равны 0, т.е. при α1 = α2 = … = αn = 0. 
Тогда

∆ i
T
n

i n= = …, , , .1 2

При этих значениях ∆i выполнены все ограничения оптимизаци-
онной задачи. Итак, утверждение 2 доказано.

Для плана с равными интервалами между поставками все партии 
товара имеют одинаковый объем. Для такого плана издержки по хра-
нению равны
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рис. 16.2. Первый шаг перехода к напряженному плану

Итак, в результате первого шага перехода получен план, в котором 
крайний слева зубец достигает оси абсцисс. Следующий шаг проводится 
аналогично, только момент времени t = 0 заменяется на t = t1. Если есть 
такая возможность, второе наклонное звено графика уровня запаса на 
складе параллельно сдвигается вниз, достигая в крайней правой точке t2 
оси абсцисс.

Аналогично поступаем со всеми остальными зубцами, двигаясь 
слева направо. В результате получаем напряженный план. На каж-
дом шагу издержки по хранению либо сокращались, либо оставались 
прежними (если соответствующее звено графика не опускалось вниз). 
Следователь но, для полученного в результате описанного преобразо-
вания напряженного плана издержки по хранению меньше, чем для 
исходного плана, либо равны (если исходный план уже являлся на-
пряженным).

Из утверждения 16.1 следует, что оптимальный план следует ис-
кать только среди напряженных планов. Другими словами, план, не 
являющийся напряженным, не может быть оптимальным.

Утверждение 16.2. Среди напряженных планов с фиксирован-
ным числом поставок минимальные издержки имеет тот, в котором все 
интервалы между поставками равны.

При фиксированном числе поставок затраты на доставку партий 
не меняются. Следовательно, достаточно минимизировать затраты на 
хранение.

Для напряженных планов размеры поставок однозначно опреде-
ляются с помощью интервалов между поставками:

Qi–1 = µ(ti – ti–1), i = 1, 2, …, n(T) – 1, Qn(T)–1 = µ(T – t n(T)–1).

Действительно, очередная поставка величиной Qi–1 совпадает с раз-
мером запаса на складе в момент ti–1, расходуется с интенсивностью µ 
единиц товара в одну единицу времени и полностью исчерпывается 
к моменту ti прихода следующей поставки.
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партий равны Q0. К сожалению, получаемый таким путем план почти 
всегда не является оптимальным, т.е. популярная рекомендация неверна 
или не вполне корректна. Дело в том, что почти всегда
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µ
, , , .1 2

Всегда можно указать неотрицательное целое число n такое, что
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µ µ
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Утверждение 16.3. Решением задачи оптимизации
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является либо Q1, либо Q2.

Действительно, из всех Q
T
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µ
, , ,1 2  часть лежит правее 

Q0  — из них наименьшим является Q2, а часть лежит левее Q0 — из них 
наибольшим является Q1. Для построения оптимального плана обратим 
внимание на то, что производная функции f1(Q) отрицательна левее Q0 
и положительна правее Q0, следовательно, функция средних издер-
жек f1(Q) убывает левее Q0 и возрастает правее Q0. Значит, минимум по 
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n Q Q Q∈ = …







≥{ }µ
, , , :1 2 0  достигается при Q = Q2, а минимум 

по Q
T
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n Q Q Q∈ = …







<{ }µ
, , , :1 2 0  — при Q = Q1. Последнее утверж-

дение эквивалентно заключению утверждения 16.3.
Итак, алгоритм построения оптимального плана таков:
1. Найти Q0 по формуле квадратного корня (16.34).
2. Найти n из условия (16.35).
3. Рассчитать f1(Q) по формуле (16.33) для Q = Q1 и Q = Q2, где Q1 

и Q2 определены в (16.35).
4. Наименьшее из двух чисел f1(Q1) и f1(Q2) является искомым 

минимумом, а то из чисел Q1 и Q2, на котором достигается минимум, — 
решением задачи оптимизации. Обозначим его Qopt.

Оптимальный план поставки — это напряженный план, в котором 
объемы всех поставок равны Qopt.

Замечание. Если f1(Q1) = f1(Q2), то решение задачи оптимизации 
состоит из двух точек Q1 и Q2. В этом частном случае существуют два 
оптимальных плана.

Средние издержки (на единицу времени) таковы:
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Итак, минимизация средних издержек — это задача дискретной 
оптимизации. На третьем этапе построения оптимального плана не-
обходимо найти натуральное число n(T) — самое выгодное число по-
ставок.

Поскольку к моменту Т запас товара должен быть израсходован, 
то общий объем поставок за время T должен совпадать с общим объемом 
спроса, следовательно равняться µT. Справедливо балансовое соотно-
шение (аналог закона Ломоносова — Лавуазье сохранения массы при 
химических реакциях):

Qn(T) = µT.

Из балансового соотношения следует, что

n T
T Q
( )

.=
µ

Средние издержки (на единицу времени) можно выразить как 
функцию размера партии Q:
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Задача состоит в минимизации f1(Q) по Q. При этом возможная ве-

личина поставки принимает дискретные значения, Q
T
n

n∈ = …







µ
, , , .1 2

Изучим функцию f1(Q), определенную при Q > 0. При прибли-
жении к 0 она ведет себя как гипербола, при росте аргумента — как 
линейная функция. Производная имеет вид

df Q

dQ
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Q
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2 2

( )
.= − +

µ

Производная монотонно возрастает, поэтому рассматриваемая 
функция имеет единственный минимум в точке, в которой производная 
равна 0, т.е. при

 Q
g

s0 0
2

=
µ

.  (16.34)

Получена знаменитая «формула квадратного корня».
В литературе иногда без всяких комментариев рекомендуют ис-

пользовать напряженный план, в котором размеры всех поставляемых 
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пряженным, а потому не является оптимальным для горизонта 
планирования Т = 10.

Подсчитаем общие издержки в плане с Q = Q0. Площадь 
под графиком уровня запаса на складе равна сумме площадей 
трех треуголь ников и трапеции. Площадь треугольника равна 
14 2 8

2
19 6

×
=

,
, ,  площадь трех треугольников — 58,8. Основания 

трапеции параллельны оси ординат и равны значениям уровня 
запаса в моменты времени t3 = 8,4 и Т = 10, т.е. величинам 14 и 6 
соответственно. Высота трапеции лежит на оси абсцисс и равна 

10 – 8,4 = 1,6, а потому площадь трапеции есть 
( ) ,

.
14 6 1 6

2
16

+ ×
=  

Следовательно, площадь под графиком равна 58,8 + 16 = 74,8, 
а плата за хранение составляет 50 × 74,8 = 3740 руб.

За 10 дней доставлены 4 партии товара (в моменты t0 = 0; 
t1 = 2,8; t2 = 5,6; t3 = 8,4), следовательно, затраты на доставку равны 
4 × 980 = 3920 руб. Общие издержки за 10 дней составляют 3740 +  
+ 3920 = 7660 руб., а средние издержки — 766 руб. Они больше средних 
издержек в оптимальном плане в 766/704,5 = 1,087 раза, т.е. на 8,7%.

Отметим, что

f Q
Q

Q1 0
0

0
4900

25
7900

14
25 14 350 350 700( ) ,= + = + × = + =

т.е. меньше, чем в оптимальном плане. Таким образом, из-за дис-
кретности множества допустимых значений средние издержки 
возросли на 4,5 руб., т.e. на 0,64%. При этом оптимальный размер 
партии (12,5 т) отличается от Q0 = 14 т на 1,5 т, т.е. Qopt/Q0 = 0,89 — 
различие на 11%. Достаточно большое различие объемов поставок 
привело к пренебрежимо малому изменению функции f1(Q). Это 
объясняется тем, что в точке Q0 функция f1(Q) достигает миниму-
ма, а потому ее производная в этой точке равна 0.

Оба слагаемых в f1(Q0) равны между собой. Случайно ли это? 
Покажем, что нет. Действительно,

µ µ
µ
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Таким образом, составляющие средних издержек, порожден-
ные различными причинами, уравниваются между собой.

Пример 16.1. На складе хранится некоторая продукция, поль-
зующаяся равномерным спросом. За 1 день со склада извлекается 
5 т продукции. Плата за хранение 1 т продукции в день — 50 руб. 
Плата на доставку одной партии — 980 руб. Горизонт планирова-
ния — 10 дней. Найти оптимальный план поставок.

В рассматриваемом случае µ = 5 (т/день), s = 50 (руб./т·день), 
g = 980 (руб./партия), Т = 10 (дней). По формуле (16.34) рассчи-
тываем

Q
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Множество допустимых значений для Q имеет вид
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Следовательно, Q1 = 12,5 и Q2 = 16,67. Первое значение 
определяет напряженный план с четырьмя одинаковыми зубцами, 
а второе — с тремя. Поскольку
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Поскольку f1(Q1) < f1(Q2), то Qopt = Q1 = 12,5. Итак, оптималь-
ным является напряженный план с четырьмя зубцами.

Как уже отмечалось, часто рекомендуют применять план по-
ставок с Q = Q0. Каков при этом проигрыш по сравнению с опти-
мальным планом?

Для плана с Q = Q0 интервал между поставками составляет 
Q0/µ = 14/5 = 2,8 дня. Следовательно, партии придут в моменты 
t0 = 0; t1 = 2,8; t2 = 5,6; t3 = 8,4. Следующая партия должна была бы 
придти уже за пределами горизонта планирования Т = 10, в момент 
t4 = 11,2. Таким образом, график уровня запаса на складе в пределах 
горизонта планирования состоит из трех полных зубцов и одного 
неполного. К моменту Т = 10 пройдет 10 – 8,4 = 1,6 дня с момента 
последней поставки, значит, со склада будет извлечено 5 × 1,6 = 8 т 
продукции и останется 14 – 8 = 6 т. План с Q = Q0 не является на-
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не известен заранее? Проблема горизонта планирования возникает не 
только в логистике. Она является общей для любого перспективного 
планирования, поэтому весьма важна для стратегического менеджмента 
(см. главу 3). Для решения проблемы горизонта планирования необхо-
димо использование конкретной модели принятия решений, в рассма-
триваемом случае — классической модели управления запасами.

Ответ можно указать, если горизонт планирования является до-
статочно большим. Оказывается, можно использовать план, в котором 
все размеры поставок равны Q0. Для него уровень запаса на складе 
описывается функцией y0(t), 0 ≤ t < +∞, состоящей из зубцов высоты Q0. 
Предлагается пользоваться планом, являющимся сужением этого плана 
на интервал [0; T). Другими словами, предлагается на интервале [0; T) 
использовать начальный отрезок этого плана. Он состоит из некоторого 
числа треугольных зубцов, а последний участок графика, описываемый 
трапецией, соответствует тому, что последняя поставка для почти всех 
горизонтов планирования не будет израсходована до конца. Такой план 
иногда называют планом Вильсона [17].

Ясно, что этот план не будет оптимальным для всех Т, кроме 
заданных формулой (16.36). Действительно, план Вильсона можно 
улучшить, уменьшив объем последней поставки. Однако у него есть 
то полезное качество, что при изменении горизонта планирования его 
начальный отрезок не меняется. Действительно, планы поставок для 
горизонтов планирования Т1 и Т2, определенные с помощью функ-
ции y0(t), 0 ≤ t < +∞, задающей уровень запасов на складе, совпадают 
на интервале [0; min{Т1, Т2}).

Определение. Асимптотически оптимальным планом называется 
план поставок — функция y : [0; +∞) → [0; +∞) такая, что

lim
; ( )

( ; )
,

T

optf T y T

f T y→∞

  = 1

где yopt(T) — оптимальный план на интервале [0; T).

В соответствии с определениями и обозначениями, введенными 
в начале раздела, f[T; yopt(T)] — средние издержки за время Т для плана 
yopt(T), определенного на интервале [0; T), а f(T;y) — средние издержки 
за время Т для плана y : [0; +∞) → [0; +∞).

Теорема 16.1. План y = y0 является асимптотически оптималь-
ным.

Таким образом, для достаточно больших горизонтов планирования 
Т планы y0(t), 0 ≤ t ≤ T, все зубцы у которых имеют высоту Q0, имеют из-
держки, приближающиеся к минимальным. Следовательно, эти планы  

Средние издержки в плане с Q = Q0 равны 2µg s/ .  Интервал 
между поставками при этом равен
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Издержки в течение одного интервала между поставками 
таковы:
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при этом половина (т.е. g) приходится на оплату доставки партии, 
а половина — на хранение товара.

Асимптотически	оптимальный	план. Из проведенных рассужде-
ний ясно, что напряженный план с Q = Q0 является оптимальным тогда 
и только тогда, когда горизонт планирования Т приходится на начало 
очередного зубца, т.е. для

 T n
Q

n
g
s

n= = = …0 2
1 2

µ µ
, , ,  . (16.36)

Для всех остальных возможных горизонтов планирования Т этот 
план не является оптимальным. Оптимальным будет напряженный 
план с другим размером поставки. Для дальнейшего весьма существен-
но, что при изменении горизонта планирования Т от 0 до Т0 оптималь-
ный план меняется на всем интервале [0; T0].

Как происходит это изменение? При малых горизонтах плани-
рования Т делается лишь одна поставка (в момент времени t = 0), график 
уровня запаса на складе состоит из одного зубца. При увеличении Т раз-
мер зубца плавно увеличивается. В некоторый момент Т(1) происходит 
переход от одного зубца к двум. В этот момент оптимальны сразу два 
плана поставки — с одним зубцом и с двумя. При переходе к планам 
с двумя зубцами размер зубца скачком уменьшается. При дальнейшем 
увеличении горизонта планирования оптимальный план описывается 
графиком с двумя одинаковыми зубцами, размер которых плавно растет. 
Далее в момент Т(2) становится оптимальным план с тремя зубцами, 
размер которых в этот момент скачком уменьшается (в компенсацию 
за увеличение числа скачков), и т.д.

Проблема состоит в том, что в реальной экономической ситуации 
выбор горизонта планирования Т весьма субъективен. Возникает во-
прос: какой план разумно использовать, если горизонт планирования 
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Для общих издержек на интервалах (0; Т) и [0; (n + 1)Q0/µ] при 
использовании плана у0, очевидно, справедливо неравенство
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Следовательно,
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Из неравенств (16.38) и (16.39) вытекает, что
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Так как 
Q

T
0 0

µ
→  при Т → ∞, то, учитывая неравенство (16.37), 

из последнего неравенства выводим справедливость заключения тео-
ремы 16.1. Таким образом, асимптотическая оптимальность плана у0 
доказана.

При небольшом Т средние издержки в плане Вильсона могут су-
щественно превышать средние издержки в оптимальном плане. Превы-
шение вызвано скачками функции f[T; y0(T)], связанными с переходами 
через моменты прихода очередных поставок и увеличением общих 
издержек скачком на величину платы за доставку партии. Величину 
превышения средних издержек в плане Вильсона по сравнению с опти-
мальными планами можно рассчитать.

Пусть горизонт планирования T = tk + ε, где tk — момент прихода 
(k + 1)-й поставки в плане Вильсона, ε > 0. Тогда, как можно доказать,
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Таким образом, затраты в плане Вильсона являются минималь-
ными (относительно оптимального плана) при T = tk, k = 1, 2, …, где tk — 
моменты прихода поставок. Напомним, что план Вильсона является 
оптимальным при указанных Т. Однако при Т, бесконечно близком 
к tk, но превосходящем tk, затраты увеличиваются по сравнению с за-
тратами в оптимальном плане в {1 + 1/(2k)} раз. При дальнейшем 
возрастании  Т отношение издержек (средних или общих) в плане 
Вильсона к аналогичным издержкам в оптимальном плане постепенно 
уменьшается, приближаясь к 1 при приближении (снизу) к моменту tk+1 
прихода следу ющей поставки. А там — новый скачок, но уже на меньшую 
величину {1 + 1/(2k + 2)} и т.д.

Вильсона, являющиеся сужениями одной и той же функции y : [0; +∞) → 
→ [0; +∞) на интервалы [0; T) при различных Т, можно использовать 
одновременно при всех достаточно больших Т.

Замечание. Согласно [88] решение проблемы горизонта планиро-
вания состоит в использовании асимптотически оптимальных планов, 
которые близки (по издержкам) к оптимальным планам сразу при всех 
достаточно больших Т.

Доказательство. По определению оптимального плана
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Найдем нижнюю границу для рассматриваемого отношения. 
При фиксированном Т можно указать неотрицательное целое число n 
такое, что
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  — общие издержки на  

интервалах (0; Т) и (0; nQ0/µ) соответственно при использовании опти-
мального на (0; Т) плана, то очевидно, поскольку второй интервала — 
часть первого (или совпадает с ним), первые издержки больше вто-
рых, т.е.
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Так как на интервале (0; nQ0/µ), включающем целое число перио-
дов плана у0, оптимальным является начальный отрезок этого плана 
у0(nQ0/µ), то
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В правой части последнего неравенства стоит 
nQ

gs0 2
µ

µ  (здесь 

использована формула для минимального значения средних издержек 
f(T; y) при Т, кратном nQ0/µ). Из проведенных рассуждений вытека-
ет, что

 Tf T y T
nQ

gsopt; ( ) .  ≥ 0 2
µ

µ  (16.38)
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Пример 16.3. Пусть используемое значение объема поставки Q от-
личается от оптимального не более чем на 30%. На сколько могут 
возрасти издержки?

Из формулы (16.40) вытекает, что максимальное возрастание 
издержек будет в случае Q = 0,7 Q0. Тогда
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Таким образом, издержки могут возрасти самое большее на 
6,43%.

На первый взгляд представляется удивительным, что сравни-
тельно большое отклонение значения переменной Q от оптимального 
(на 30%) приводит к столь малому возрастанию значения оптимизиру-
емой функции. Этот факт имеет большое прикладное значение. Из него 
следует, что область «почти оптимальных» значений параметра весьма 
обширна, следовательно, из нее можно выбирать для практического 
использования те или иные значения, исходя из иных принципов. Мож-
но, например, минимизировать какую-либо иную целевую функцию, 
тем самым решая задачу многокритериальной оптимизации. Можно 
«вписаться» в действующую дискретную систему возможных значений 
параметров и т.д.

Здесь следует сделать важное замечание: обширность области 
«почти оптимальных» значений параметра — общее свойство опти-
мальных решений, получаемых путем минимизации гладких функций. 
Действительно, пусть необходимо минимизировать некоторую функ-
цию g(x), трижды дифференцируемую. Пусть минимум достигается 
в точке х0. Справедливо разложение Тейлора — Маклорена
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Однако в х0 выполнено необходимое условие экстремума (в данном 
случае — минимума)

dg x

dx

( )
.0 0=

Следовательно, с точностью до бесконечно малых более высокого 
порядка — по сравнению с (х – х0)2 — справедливо равенство

 g x g x
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( ) .− = − 2

0

2
0

2 0
1
2

 (16.41)

Сразу после прихода первой поставки отношение затрат составляет 
1,5 (превышение на 50%), после прихода второй — 1,25 (превышение 
на 25%), третьей — 1,167 (превышение на 16,7%), четвертой — 1,125 
(превышение на 12,5%), пятой — 1,1 (превышение на 10%) и т.д. Таким 
образом, при небольших горизонтах планирования Т превышение затрат 
может быть значительным, план Вильсона отнюдь не оптимальный. Но 
чем больше горизонт планирования, тем отклонение меньше. Уже после 
сотой поставки оно не превышает 0,5%.

Влияние	отклонений	от	оптимального	объема	партии. В реаль-
ных производственных и управленческих ситуациях часто приходится 
принимать решения об использовании объемов партии, отличных от 
оптимальной величины Q0, рассчитанной по формуле квадратного корня 
(16.34), например при ограниченной емкости склада или для обеспе-
чения полной загрузки транспортных средств большой вместимости. 
Это возможно также в ситуации, когда величина партии измеряется 
в целых числах (штучный товар) или даже в десятках, дюжинах, упа-
ковках, ящиках, контейнерах и т.д., а величина Q0 не удовлетворяет 
этому требованию и, следовательно, не может быть непосредственно 
использована в качестве объема поставки.

Поэтому необходимо уметь вычислять возрастание средних издер-
жек при использовании напряженного плана с одинаковыми поставка-
ми объема Q, отличного от Q0, по сравнению со средними издержками 
в оптимальном плане. Будем сравнивать средние издержки за целое 
число периодов. Как показано ранее, они имеют вид

f Q
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Q
sQ

1 2
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µ

где Q — объем партии. 

Тогда
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Это тождество нетрудно проверить с помощью простых алгебраи-
ческих преобразований.

Пример 16.2. Пусть используется план с Q = 0,9Q0. Тогда
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Таким образом, изменение объема партии на 10% привело 
к увеличению средних издержек лишь на 0,56%.
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ности. Приближение может быть более точным или менее точным, но 
никогда не может полностью уловить все черты реальности. Поэтому 
с целью повышения адекватности получаемых на основе экономико-
математической модели выводов целесообразно изучить устойчивость 
этих выводов по отношению к допустимым отклонениям исходных дан-
ных и предпосылок модели [15; 89]. Ранее изучено изменение средних 
издержек при малых отклонениях величины поставки.

Предположим теперь, что вместо истинных значений параметров µ, 
g, s нам известны лишь их приближенные значения µ* = µ + ∆µ, g* =  
= g + ∆g, s* = s + ∆s. Мы применяем план Вильсона, но с искаженным 
объемом партии:

Q Q g s
g

s
* *( *, *, *)

* *
*

.= =µ
µ2

Это приводит к возрастанию средних издержек. Согласно форму-
лам (16.40)—(16.41) возрастание пропорционально (∆Q)2 с точностью 
до бесконечно малых более высокого порядка. Здесь

∆Q = Q*(µ*, g*, s*) – Q0(µ, g, s).

Выделим в ∆Q главный линейный член:
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 (16.42)

(с точностью до бесконечно малых более высокого порядка).
Величину ∆µ можно определить по фактическим данным о спросе, 

оценив величину отклонения реального спроса от линейного прибли-
жения [88], например, с помощью математического аппарата линейного 
регрессионного анализа [89]. Для определения значений параметров 
g и s необходимо проведение специальных трудоемких исследований. 
К тому же существуют различные методики расчета этих параметров, 
результаты расчетов по которым не совпадают. Поэтому естественно 
оценить разумную точность определения g и s по известной точности 
определения µ. Для этого воспользуемся «принципом уравнивания по-
грешностей», предложенным в [88].

Принцип уравнивания погрешностей состоит в том, что погреш-
ности различной природы должны вносить примерно одинаковый 
вклад в общую погрешность математической модели. Так, определение 
рационального объема выборки в статистике интервальных данных 
основано на уравнивании влияния метрологической и статистической 
погрешностей. Согласно подходу [88] выбор числа градаций в социо-
логических анкетах целесообразно проводить на основе уравнивания 
погрешностей квантования и неопределенности в ответах респондентов. 

Это соотношение показывает, что приращение значений мини-
мизируемой функции — бесконечно малая более высокого порядка 
по сравнению с приращением независимой переменной. Если

х = х0 + ε,

то

g(x) – g(x0) = Сε2,
где

C
d g x
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2
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2
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.

Вернемся к классической модели управления запасами. Для нее 
надо рассматривать f1(Q) в роли g(x). С помощью соотношения (16.41) 
заключаем, что
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с точностью до бесконечно малых более высокого порядка. Вычислим 
вторую производную f1(Q). Поскольку
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Теперь заметим, что
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Следовательно,
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с точностью до бесконечно малых более высокого порядка. Отличие 
этой формулы от точной формулы (16.40) состоит только в том, что Q 
в знаменателе одной из дробей заменено на Q0.

Устойчивость	выводов	в	математической	модели. Вполне ясно, 
что рассматриваемая классическая модель управления запасами, как 
и любые иные экономико-математические модели конкретных эконо-
мических явлений и процессов, является лишь приближением к реаль-
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рис. 16. 3. График изменения величины запаса на складе  

при возможности дефицита

Очевидно, рисунки 16.1 и 16.3 отличаются только тем, что на по-
следнем рисунке зубцы графика могут опускаться ниже оси абсцисс, 
что соответствует сдвигу графика рис. 16.1 как единого целого вниз 
вдоль оси ординат.

Пусть h — плата за нехватку единицы товара в единицу времени 
(например, в день). Тогда средние издержки за время Т определяются 
формулой
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где χ(А) — индикатор множества А, т.е. χ[y(t) ≥ 0] = 1 при y(t) ≥ 0 и χ[y(t) ≥ 0] = 0 при 
y(t) < 0, в то время как χ[y(t) < 0] = 1 при y(t) < 0 и χ[y(t) < 0] = 0 при y(t) ≥ 0.

Таким образом, площадь под частью графика уровня запаса, лежа-
щей выше оси абсцисс, берется с множителем s, а площадь между осью 
абсцисс и частью графика y(t), соответствующей отрицательным значе-
ниям запаса, берется с заметно большим по величине множителем h.

Для модели с дефицитом оптимальный план находится почти 
по той же схеме, что и для модели без дефицита. Сначала фиксируем 
моменты поставок и находим при этом условии оптимальные размеры 
поставок. Фактически речь идет о выборе уровня запаса Y в момент 
прихода очередной поставки (рис. 16.4).

рис. 16.4. Первый шаг построения оптимального плана  

в модели с дефицитом

В классической модели управления запасами целесообразно уравнять 
влияние неточностей в определении параметров на отклонение целевой 
функции от оптимума.

Выберем ∆g и ∆s так, чтобы увеличение затрат, вызванное неточ-
ностью определения g и s, было таким же, как и вызванное неточностью 
определения µ. С точностью до бесконечно малых более высокого по-
рядка это означает, что необходимо уравнять между собой три слага-
емых в правой части формулы (16.42). После сокращения общего мно-
жителя получаем, что согласно принципу уравнивания погрешностей 
должно быть справедливо соотношение
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s

s
.  (16.43)

Таким образом, относительные погрешности определения пара-
метров модели должны совпадать.

В соотношении (16.43) используются истинные значения пара-
метров, которые неизвестны. Поэтому целесообразно вначале вместо 
параметров использовать их грубые оценки, из соотношения (16.43) 
определить их примерную точность, затем провести исследования, уточ-
няющие значения параметров. Эту процедуру естественно повторять 
до тех пор, пока не произойдет некоторое уравнивание относительных 
погрешностей определения параметров модели.

Модель	с	дефицитом. Классическая модель управления запасами 
может быть обобщена в различных направлениях. Одно из наиболее 
естественных обобщений — введение в модель возможности дефи-
цита.

В рассматриваемой до сих пор модели предполагалось, что дефицит 
не допускается, т.е. некоторое количество товара на складе всегда есть. 
Но, может быть, выгоднее сэкономить на расходах по хранению запаса, 
допустив небольшой дефицит (потребность в товаре в некоторые ин-
тервалы времени может остаться неудовлетворенной)?

Как подсчитать убытки от дефицита, в частности, от потери доверия 
потребителя? Будем считать, что если нет товара, владеющая складом 
организация платит штраф каждый день пропорционально нехватке. 
По приходе очередной поставки все накопленные требования сразу же 
удовлетворяются.

Сохраним все предположения и обозначения рассматриваемой 
до сих пор модели, кроме отсутствия дефицита. Неудовлетворенный 
спрос будем рассматривать как отрицательный запас. График изменения 
величины запаса на складе изображен на рис. 16.3.
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модели без дефицита, необходимо найти неотрицательное целое число 
n такое, что

Q
T

n
Q g s h

T
n

Q1 0 21
=

+
< < =

µ
µ

µ
( , , , ) ,

а затем, сравнив издержки для Q = Q1 и Q = Q2, объявить оптимальным 
то из этих двух значений, для которого издержки меньше.

Отметим, что модель без дефицита является предельным случаем 
для модели с дефицитом при безграничном возрастании платы за де-
фицит. В частности,

lim ( , , , ) .
h

Q g s h
g

s→∞
=0

2
µ

µ

Как и в случае модели без дефицита, план с объемом поставки, 
определяемой по формуле квадратного корня Q = Q0(µ, g, s, h), является 
асимптотически оптимальным.

Система	моделей	на	основе	модели	Вильсона.	Классическая 
модель  теории управления запасами, называемая также моделью Виль-
сона, допускает различные обобщения.

Одно из таких обобщений — модель с конечной скоростью по-
ставки v, т.е. модель, в которой за время ∆t поставляется продукция 
объемом v∆t (при наличии в то же время постоянного спроса с ин-
тенсивностью µ, причем считается, что v > µ). Таким образом, в этой 
модели поставка происходит не мгновенно, а в течение некоторого 
интервала времени, причем объем поставляемой продукции линейно 
зависит от времени. Такие поставки будем называть линейными с ин-
тенсивностью v.

Другое обобщение классической модели связано с обобщением 
функции от объема запаса, задающей плату за хранение. В исходной 
модели считалось, что расходы за хранение пропорциональны объему 
продукции на складе. Естественно считать, что эти расходы должны 
содержать постоянный член а, не зависящий от объема продукции 
на складе (расходы на содержание самого склада, оплату работников 
и т.д.). Однако оптимальный план при таком обобщении не изменится. 
Действительно, в формуле для издержек добавится постоянный член а, 
и положение минимума не изменится при его добавлении.

Однако в модели с дефицитом ситуация иная. Затраты на хранение 
возникают только при наличии товара на складе, и издержки этого вида 
вполне естественно разделить на постоянные и переменные (пропор-
циональные объему запаса на складе).

Увеличивая или уменьшая Y, можно увеличивать или уменьшать 
площадь треугольника над осью абсцисс (учитываемую с коэффи-
циентом s) и соответственно уменьшать или увеличивать площадь 
треугольника под осью абсцисс (учитываемую с коэффициентом h), 
добиваясь минимизации взвешенной суммы этих площадей. Все 
элемен ты прямоугольных треугольников на рис. 16.4 выражаются 
через Y, заданный интервал времени между поставками и параметры 
модели. Минимизация соответствующего квадратного трехчлена дает 
оптимальное значение

Y
h

s h
=

+
µ∆.

При этом минимальная сумма затрат на хранение и издержек, вы-
званных дефицитом, равна

∆2

2
µ sh

s h+
.

Второй этап нахождения оптимального плана в модели с дефи-
цитом полностью совпадает с аналогичным рассуждением в исходной 
модели. Фиксируется число поставок, и с помощью варьирования 
размеров интервалов между поставками минимизируется целевой 
функционал. Поскольку сумма квадратов некоторого числа переменных 
при заданной их сумме достигает минимума, когда все эти переменные 
равны между собой, то оптимальным планом является план, у которого 
все зубцы одинаковы, т.е. уровень запаса в момент прихода очередной 
поставки  всегда один и тот же. При этом все объемы поставок за ис-
ключением объема начальной поставки (в нулевой момент времени), 
равны между собой:

 Q Q Q Q Q
h

s h
Q= = = = …= =

+1 2 3 0 .  (16.44)

На третьем этапе среди указанного однопараметрического дискрет-
ного множества планов находим оптимальный план. Как и для модели 
без дефицита, в качестве ориентира используется план с размером по-
ставки, определяемой по формуле квадратного корня

Q g s h
g s h

sh0
2

( , , , )
( )

.µ
µ

=
+

Для горизонтов планирования Т, кратных Q0(µ, g, s, h)/µ, опти-
мальным является план, описываемый соотношением (16.44) с Q = Q0(µ, 
g, s, h). Для всех остальных горизонтов планирования, как и в случае 
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Рассмотрим наиболее обобщенную модель рассматриваемой си-
стемы. Она описывается набором (1, 1, 2, 2). Можно показать, что для 
нее справедливы основные утверждения, касающиеся классической 
модели и модели с дефицитом. Однако «формула квадратного корня» 
имеет более сложный вид, а именно:

Q v s a h b g g g

g
a b

s h
v

sh0 1 2

2

2
1

1

2
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В частности, план с Q = Q0(µ, v, s, a, h, b, g, g1, g2) является асимпто-
тически оптимальным.

Формула для Q0(µ, v, s, a, h, b, g, g1, g2) позволяет обнаружить ряд 
любопытных эффектов. Так, в ней не участвует параметр g1. Другими 
словами, при любом изменении этого параметра оптимальный объем 
поставки не меняется. Если запас пополняется весьма быстро по сравне-
нию со спросом, т.е. v >> µ, то соответствующий множитель в «формуле 
квадратного корня» исчезает и для моделей с а(1) = 0 получаем более 
простую формулу:

Q s a h b g g g
g

a b
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sh
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g
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2
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Дальнейшее упрощение получаем при a = b. Это равенство означа-
ет, что постоянные (в другой терминологии — фиксированные) платежи 
за хранение и в связи с дефицитом совпадают, например равны 0. Если 
последнее утверждение справедливо, то

Q s h g g g
g

sh
s h

g
0 1 2

2

0 0

2
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µ

µ
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+
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Предположим теперь, что при доставке партии отсутствуют скидки 
(или надбавки) за размер партии. Тогда «формула квадратного корня» 
упрощается дальше и приобретает вид

Q s h g g
g

sh
s h

g s h
sh0 10 0 0

2

2
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µ µ
+ ∞ =
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Аналогично издержки, вызванные дефицитом, вполне естественно 
разделить на постоянные (вызванные самим фактом дефицита) и пере-
менные (пропорциональные величине дефицита).

В классической модели плата за доставку партии не зависит от 
объема партии, т.е. здесь используются только постоянные издержки. 
Представляется вполне естественным ввести линейный член, соответ-
ствующий возрастанию платы за доставку в зависимости от величины 
партии (переменные издержки) — далее будет показано, что добавление 
этого члена не влияет на решение задачи оптимизации и вид оптималь-
ного плана. Дальнейшее обобщение — введение скидок в зависимости от 
величины партии. Это приводит к выражению платы за доставку в виде 
квадратного трехчлена от объема партии.

Можно рассматривать одновременно несколько обобщений. В ре-
зультате получаем систему моделей на основе классической модели 
управления запасами, состоящую из 36 моделей [87]. Каждая из них 
может быть описана набором четырех чисел (а(1), а(2), а(3), а(4)). 
Каждое из этих чисел соответствует одному из рассмотренных ранее 
видов обобщений исходной модели.

При этом а(1) = 0, если поставки мгновенные, и а(1) = 1, если по-
ставки являются линейными с интенсивностью υ, причем v > µ.

Если плата за хранение продукции объемом у в течение единицы 
времени равна sy, то а(2) = 0. Если же учтены постоянные (при наличии 
товара на складе) издержки, т.е. указанная плата равна sy + a, a > 0, то 
а(2) = 1.

Если плата за нехватку продукции объемом у в течение единицы 
времени бесконечна (т.е. дефицит не допускается), то а(3) = 0. Если эта 
плата равна hy (рассмотренная ранее модель с дефицитом), то а(3) = 1. 
Если же вводятся также постоянные издержки (плата за само наличие 
дефицита), т.е. плата за нехватку продукции объемом у в течение еди-
ницы времени равна hy + b, b > 0, то а(3) = 2.

Наконец, а(4) = 0, если плата за доставку партии продукции 
объемом Q равна g. Если учитываются переменные издержки, т.е. эта 
плата равна g + g1Q, то а(4) = 1. Если же в модели учитываются скидки 
на объем партии, т.е. если плата за доставку партии продукции объемом 
Q равна g + g1Q + g2Q2, то а(4) = 2.

Для а(1) имеется два возможных значения, для а(2) — тоже два, 
для а(3) — три возможных значения, для а(4) — тоже три. Всего имеет-
ся 2 × 2 × 3 × 3 = 36 возможных комбинаций, т.е. 36 возможных моделей. 
Классическая модель управления запасами описывается набором (0, 0, 
0, 0), а модель с дефицитом — набором (0, 0, 1, 0).
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квадратов. Это дало возможность установить величину относительной 
точности определения параметров модели, вытекающих из величин 
погрешностей исходных данных для спроса. Параметры классической 
модели управления запасами g и s оценивались двумя способами — по 
методике Института материально-технического снабжения и по мето-
дике Центрального экономико-математического института. Для каждой 
из методик с помощью соотношения (16.43) были найдены абсолютные 
погрешности определения параметров g и s. Оказалось, что для каждой 
из методик интервалы (s – ∆s, s + ∆s) и (g – ∆g, g + ∆g) таковы, что чис-
ла, рассчитанные по альтернативной методике, попадают внутрь этих 
интервалов. Это означает, что для определения параметров g и s можно 
пользоваться любой из указанных методик (в пределах точности рас-
четов, заданной наблюдаемыми колебаниями спроса).

Вызванное отклонениями параметров модели в допустимых 
пределах максимальное относительное увеличение суммарных затрат 
на доставку и хранение продукции не превосходило 26% (колебания 
по кварталам от 22,5 до 25,95%). Фактические издержки почти в 3 раза 
превышали оптимальные (в зависимости от квартала фактические 
издержки составляли 260—349% от оптимального уровня). Следова-
тельно, внедрение модели Вильсона в практику управления запасами 
на Реутовской химбазе дает возможность снизить издержки, связан-
ные с доставкой и хранением кальцинированной соды, не менее чем 
в 2 раза.

Таким образом, несмотря на то что параметры модели определены 
неточно и отклонения значений параметров (от тех значений, по кото-
рым рассчитывается оптимальный план поставок) приводят к некоторо-
му увеличению затрат по сравнению с затратами в оптимальном плане, 
использование рассматриваемой модели для реального управления 
запасами конкретной продукции может дать значительный экономиче-
ский эффект. Аналогичным является положение со многими другими 
моделями управления запасами. Это утверждение подтверждает и за-
рубежный опыт, проанализированный в монографии [88].

Двухуровневая	модель	управления	запасами. Создание любой 
автоматизированной системы управления материально-техническим 
снабжением (в другой терминологии — процессами логистики), бази-
рующейся на комплексе экономико-математических моделей, должно 
включать в себя разработку (в качестве блоков) моделей деятельно-
сти отдельных баз (складов). Поэтому большое внимание уделяется 
проб леме построения оптимальной политики управления запасами на 
базе (складе). Экономико-математическую теорию удается развивать 
в основном для однопродуктовых моделей.

Эта формула уже была получена ранее при рассмотрении модели 
с дефицитом. При безграничном возрастании h получаем формулу 
Вильсона для классической модели управления запасами:

Q s g g
g

s0 10 0 0
2

( , , , , , , , , ) .µ
µ

+ ∞ + ∞

Новое в последних двух формулах — наличие в левой части пара-
метра g1, не участвующего в формировании объема партии.

Здесь важно отметить следующее: модели конкретных экономиче-
ских (и не только) процессов и явлений обычно не встречаются и не изуча-
ются поодиночке, обычно имеется совокупность моделей, объединенных 
в систему, переходящих друг в друга при тех или иных предельных пере-
ходах. Часто более простые модели используются для расчетов, более 
сложные применяются для изучения точности, достигаемой с помощью 
более простых, согласно подходу, развитому в [15; 89].

О	практическом	применении	классической	модели	управления	
запасами. Для отработки методики практического использования 
классической модели управления запасами был проведен эксперимент 
на снабженческо-сбытовой базе, а именно, на Реутовской химбазе 
Московской области. Собраны и обработаны данные по одному из то-
варов, распространяемых этой организацией в большом объеме, — по 
кальцинированной соде. В качестве исходной информации о спросе 
использовались данные о ежедневном отпуске кальцинированной соды 
потребителям, зафиксированные на карточках складского учета. Рассчи-
тана величина затрат на хранение как соответствующая доля общей сум-
мы издержек по содержанию базы, а также расходы на доставку новых 
партий. Для определения расходов на хранение запасов использованы 
данные о заработной плате складского персонала (включая основную 
и дополнительную заработную плату, начисления на нее); расходах на 
содержание охраны, эксплуатацию складских зданий и сооружений; 
расходах на текущий ремонт, тару, приемку, хранение, упаковку и реа-
лизацию товаров; величине амортизационных отчислений и др. Для 
расчета расходов на доставку новых партий товара использованы дан-
ные о расходах по завозу; плате за пользование вагонами и контейнерами 
сверхустановленных норм; расходах на содержание и эксплуатацию 
подъемно-транспортных механизмов; заработной плате работников, 
занятых в процессе доставки товара; канцелярских, почтовых и теле-
графных расходах и др.

Полезным оказалось вытекающее из «принципа уравнивания по-
грешностей» соотношение (16.43). Интенсивность спроса µ и погреш-
ность определения этого параметра найдены методом наименьших 
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При некоторых условиях регулярности (выполняющихся для ре-
альных систем управления запасами) в [88] найдены оптимальные (для 
горизонта планирования Т) значения нижнего и верхнего уровней:

R T
gsM T MX

Th s h0
12

( )
( )

( )
,= −

+
τ

;

Q T
g s h M T MX

Tsh0
12

( )
( ) ( )
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Часто можно принять, что число поступающих заявок обладает 
некоторой равномерностью. Например, вполне естественно при-
нять, что

lim
( )

T

M T
T→∞

=
τ

λ

при некотором λ. Здесь λ — параметр, описывающий предельную 
интенсивность спроса. Тогда асимптотически оптимальные уровни 
име ют вид:
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Отметим, что асимптотическое распределение уровня запаса на 
складе — равномерное на отрезке [R, R + Q].

Модель	 планирования	 размеров	 поставок	 на	 базу	 (склад). 
В двухуровневой модели накопленный спрос в любой момент времени 
является случайной величиной. Это не всегда соответствует экономи-
ческой реальности. Достаточно часто в соответствии с заключенными 
договорами размеры поставок на базу и объемы запрашиваемой по-
требителями продукции определены до начала года (с разбивкой по 
кварталам или по месяцам) и затем не меняются. Однако поставщик 
имеет право отгружать продукцию, а потребители — забирать ее в те-
чение всего квартала (или месяца).

Опишем соответствующую однопродуктовую модель [87]. Пусть 
интервал планирования разбит на m периодов, не обязательно одина-
ковых по продолжительности. В течение каждого периода приходит на 
базу одна поставка. В i-й период ее величина равна Hi, а момент посту-
пления — случайная величина τ(i) с функцией распределения G(i, t), 
0 ≤ t ≤ 1, где t — отношение времени, прошедшего с начала i-го периода, 
к продолжительности его, i = 1, 2, …, m.

Двухуровневая модель управления запасами — это однопродук-
товая модель работы склада, в которой заявки потребителей удовлет-
воряются мгновенно. При отсутствии продукта заявки учитываются. 
Как только запас на складе опускается до уровня R < 0, мгновенно 
поступает партия товара величиной Q и запас на складе оказывается 
равным R + Q > 0. Как и в рассмотренном ранее варианте классической 
модели Вильсона с дефицитом, издержки складываются из издержек 
по хранению, издержек от дефицита и издержек по доставке. Средние 
издержки за время Т имеют вид

f T y f y t t T

T
s y t y t dt h y t y t

T T

1 1

0 0

0

1
0

( , ) ( ),

( ) ( ) ( ) (
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0 dt gn T

где y(t) — уровень запаса на складе, χ(А) — индикатор множества А, т.е. χ(y(t) ≥ 0) = 1 
при y(t) ≥ 0 и χ[y(t) ≥ 0] = 0 при y(t) < 0, в то время как χ[y(t) < 0] = 1 при y(t) < 0 
и χ[y(t) < 0] = 0 при y(t) ≥ 0, параметры модели s, h, g имеют тот же смысл, что 
и ранее. 

Оптимизация состоит в определении значений нижнего уровня R 
и верхнего уровня R + Q, минимизирующих средние издержки.

В 1950-х годах американский исследователь К. Эрроу (в буду-
щем — нобелевский лауреат по экономике) с сотрудниками показал, что 
в ряде случаев оптимальная политика управления запасами — это по-
литика, основанная на двухуровневой модели [88]. Этот принципиально 
важный теоретический результат стимулировал развитие исследований 
свойств двухуровневой модели. Однако окончательная теория была 
построена только в конце 1970-х гг.

Важными являются характеристики потока заявок. Пусть τ(Т) — 
число заявок за время Т. Эта величина предполагается случайной. 
С прикладной точки зрения вполне естественно предположить, что 
математическое ожидание Мτ(Т) конечно. Накопленный спрос за время 
Т имеет вид

X(T) = X1 + X2 + … + Xτ(T),
где Xj — величина j-й заявки.

Предполагается, что X1, X2, …, Xn, … — последовательность незави-
симых одинаково распределенных случайных величин с математиче-
ским ожиданием MX1. Таким образом, накопленный спрос за время Т яв-
ляется суммой случайного числа случайных слагаемых. Накопленный 
спрос определяет уровень запаса на складе, поэтому математический 
аппарат изучения двухуровневой модели — это предельная теория сумм 
случайного числа случайных слагаемых.
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недостаточно для выполнения расчетов. Тогда нам удалось показать, 
что функция (m + 1)-го переменного Z(m) в действительности является 
суммой (m + 1) функции одного переменного.

Действительно,

f[х(i – 1), х(i), S(i)] = f1[х(i – 1), х(i), S(i)] + f2[х(i – 1), х(i), S(i)],
где f1[х(i – 1), х(i), S(i)] — математическое ожидание затрат, произведенных до 
при хода очередной поставки, f2[х(i – 1), х(i), S(i)] — то же после поступления по-
ставки.

Ясно, что f1[х(i – 1), х(i), S(i)] определяется запасом на начало пе-
риода и спросом до прихода поставки, но не зависит от запаса на конец 
периода, т.е. от х(i). Таким образом, можно записать, что

f1[х(i – 1), х(i), S(i)] ≡ f1[х(i – 1), S(i)].

Пусть Hi — объем поставки на склад в i-й период. Сразу же после 
прихода поставки запас у на складе равен

y i x i H i x i c j i ii
j n i

τ ξ τ ξ τ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ,
( )

[ ] = − + − [ ] = + − [ ]
≤ ≤
∑1

1

где ξ[τ(i)] — накопленный с начала периода спрос. Поскольку ξ[τ(i)] не зависит от 
x(i – 1), то и f2[х(i – 1), х(i), S(i)] не зависит от x(i – 1). Итак,

f2[х(i – 1), х(i), S(i)] ≡ f2[х(i), S(i)].

Следовательно, минимизируемая функция имеет вид

Z m f x S f x i S i f x i S i
i m

( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ), ( )= [ ] + [ ] + +[ ]{ }
≤ ≤ −
∑1 2 1

1 1

0 1 1 ++

+ [ ]f x m S m2 ( ), ( ) .

При этом ограничения наложены на каждую переменную x(i) по 
отдельности [88]. Ясно, что задача минимизации Z(m) распадается на 
m + 1 задачу минимизации функций одной переменной:

f1[х(0), S(1)] → min,

 f2[х(i), S(i)] + f1[х(i), S(i + 1)] → min, (16.45)

i = 1, 2, …, m – 1,

f2[х(m), S(m)] → min

(ограничения не указаны). Следовательно, x(k) зависит только от ис-
ходных данных смежных периодов S(k) и S(k + 1) и остается неизмен-
ным при любом изменении S(i), i ≠ k, i ≠ k + 1. Из указанного разложения 
задачи многомерной оптимизации на ряд задач одномерной оптимиза-
ции вытекает также, что при планировании на m(1) и m(2) периодов 
совпадают оптимальные значения начального запаса и поставок за 
первые min{m(1), m(2)} – 1 периодов. В частном случае стационарного 

В i-й период имеется n(i) потребителей, получающих с базы 
строго определенное количество продукта, c(1, i), c(2, i), …, c[n(i), i] 
соответственно. Моменты поступления требований от потребителей — 
случайные величины δ(i, j), j = 1, 2, …, n(i), i = 1, 2, …, m, с функциями 
распределения F(i, j, t), 0 ≤ t ≤ 1, где t — отношение времени, прошедшего 
после начала соответствующего периода, к продолжительности этого 
периода. Если в момент прихода требования на базе имеется достаточ-
ное количество продукта, то он отпускается мгновенно. Если продукта 
нет, то потребителю придется ждать очередной поставки. Если про-
дукта недостаточно, то весь оставшийся товар отпускается сейчас же, 
а оставшуюся часть приходится ждать.

В течение i-го периода, i = 1, 2, …, m, все моменты поступления това-
ра и требований τ(i), δ(i, j), j = 1, 2, …, n(i), предполагаются независимыми 
в совокупности. Потери, как обычно, складываются из издержек по 
хранению и от дефицита (расходы на доставку партий заданы заранее, 
т.е. постоянны, а потому их можно не включать в минимизируемый 
функционал). Издержки по хранению предполагаются пропорциональ-
ными времени хранения и величине запаса с коэффициентами пропор-
циональности s(i), i = 1, 2, …, m. Издержки от дефицита складываются 
из потерь у каждого из потребителей; они пропорциональны величине 
и длительности дефицита с коэффициентами пропорциональности 
h(i, j), j = 1, 2, …, n(i), i = 1, 2, …, m.

Пусть х(0) — начальный запас, х(i) — количество продукта на 
базе в конце i-го периода, i = 1, 2, …, m. Пусть S(i) = {s(i), c(j, i), h(i, j), 
G(i, t), F(i, j, t), 0 ≤ t ≤ 1, j = 1, 2, …, n(i)} — исходные данные модели в i-й 
период. Как легко видеть, математическое ожидание издержек за i-й 
период зависит только от х(i – 1), х(i) и S(i). Для краткости обозначим 
его через f[х(i – 1), х(i), S(i)]. Тогда математическое ожидание издержек 
за m периодов равно

Z(m) = f[х(0), х(1), S(1)] + f[х(1), х(2), S(2)] + … +  
+ f[х(i – 1), х(i), S(i)] + f[х(m – 1), х(m), S(m)].

Необходимо минимизировать Z(m) = Z[х(0), х(1), …, х(i), …, х(m)] 
по совокупности переменных. Таким образом, необходимо найти опти-
мальные значения уровней запаса на складе в начале и в конце периодов. 
Это эквивалентно определению оптимальных размеров поставок по 
периодам и начального запаса. Ограничения рассматриваемой опти-
мизационной задачи даны в [88].

Вначале была сделана попытка рассматривать задачу миними-
зации Z(m) как задачу динамического программирования и решать ее 
типовыми методами. Однако вычислительных мощностей оказалось 
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тов затраты в плане Вильсона (объем партии определяется по формуле 
квадратного корня) превышают затраты в оптимальном плане?
Каково увеличение затрат в плане Вильсона (объем партии определяется 7.	
по формуле квадратного корня) по сравнению с оптимальным планом за 
целое число периодов, если размер партии отличается от оптимального 
не более чем на 5%?
Каким образом концепция асимптотически оптимального плана позволяет 8.	
решить проблему горизонта планирования при принятии логистических 
решений?
В чем состоит основной вклад математики при разработке модели плани-9.	
рования оптимальных размеров поставок и начального запаса?

темы докладов и рефератов
Использование модели межотраслевого баланса В. Леонтьева при пла-1. 
нировании.
Отражение возможностей управления государственными расходами и на-2. 
логами в макроэкономических моделях.
Место математической теории планирования эксперимента при исполь-3. 
зовании имитационных экономических моделей.
Соотношение экономической теории и эконометрики при построении 4. 
экономико-математических моделей с целью принятия решений.
Экономико-математическое моделирование работы промышленного 5. 
предприятия.
Применение теории массового обслуживания при моделирования рабо-6. 
ты организаций сферы массовых услуг (телефонных сетей, магазинов 
и др.).
Эконометрическая и экономико-математическая поддержка работы мало-7. 
го предприятия.
Специфика решения задачи оптимизации при анализе классической 8. 
модели работы склада.
В каком смысле оптимальна двухуровневая модель управления запа-9. 
сами?
Современная логистика в системе организационно-экономических мето-10. 
дов принятия решений при управления организацией.

режима S(i) = S, i = 1, 2, …, m, оптимальный план имеет вид {a, b, b, …, 
b, …, b, c}, где a — решение первой из указанных в системе (16.45) задач, 
b — решение второй задачи и c — третьей.

Переход к этим задачам не только позволяет решить исходную за-
дачу минимизации (напомним, что для минимизации задачи в исходной 
форме не хватало вычислительных мощностей), но также получить 
весьма важный для экономической интерпретации вывод о независимо-
сти оптимальных значений поставок и начального запаса от горизонта 
планирования m.

Рассмотренная модель дает хороший пример пользы математи-
ческого анализа оптимизационной задачи принятия решений. Такой 
анализ позволяет решать задачу не стандартными методами, требу-
ющими больших вычислительных ресурсов, а с помощью специально 
разработанных алгоритмов, учитывающих специфику задачи и позво-
ляющих на много порядков сократить вычисления. Плата за экономию 
вычислительных ресурсов — необходимость квалифицированного 
труда специалистов по экономико-математическим методам и при-
кладной математике.

В настоящее время логистика — одна из экономических дис-
циплин, весьма развитая как в теоретическом, так и в практическом 
отношении. В ней рассматривается масса конкретных моделей управле-
ния запасами. Из перспективных направлений назовем использование 
случайных множеств в моделях логистики [15, глава 5]. Моделирование 
с целью нахождения оптимальных решений было ранее продемонстри-
ровано на примерах системы моделей, исходящих из классической мо-
дели Вильсона, двухуровневой модели, модели оптимизации объемов 
поставок на базу (склад).

контрольные вопросы 
На основе паутинообразной модели ответьте на вопрос: всегда ли цена 1.	
и объем выпуска приближаются к равновесным?
Чем модель экономического роста отличается от модели экономического 2.	
цикла?
Каковы переменные управления в модели влияния государственной фи-3.	
нансовой политики на экономику США?
Какова роль блоков в создании макромодельных комплексов?4.	
Чем экономико-математическая модель малого предприятия типа «поток 5.	
проектов» отличается от модели типа «занятие ниши»?
На складе хранится некоторая продукция, пользующаяся равномерным 6.	
спросом. За 1 день со склада извлекается 0,5 т продукции, плата за хране-
ние 1 т продукции в день — 2 тыс. руб., плата за доставку одной партии — 
50 тыс. руб. Планирование производится на 21 день. На сколько процен-
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компьютеров IBM и японских телевизоров. Справедливости ради 
надо отметить, что популярные ныне международные стандарты ИСО 
серии 9000 ничем принципиально не отличаются от давних документов 
КС УКП1, а в некоторых отношениях КС УКП были более прогрессив-
ными, чем нынешние стандарты ИСО 9000.

Очевидно, овладение основами статистического контроля качества 
продукции — неотъемлемая часть образования менеджера и инже-
нера.

О	сертификации. Сертификация — это официальная гарантия по-
ставки производителем продукции, удовлетворяющей установленным 
требованиям. Поставщики и продавцы должны иметь сертификаты 
качества на предлагаемые ими товары и услуги. Маркетинг включает 
в себя работы по сертификации.

За новыми терминами зачастую скрываются хорошо известные 
понятия, несколько модернизированные в соответствии с современной 
обстановкой. Так, целесообразно связать комплексную систему управ-
ления качеством продукции с маркетингом.

Есть несколько уровней сертификации. Говоря о сертификации 
продукции, могут иметь в виду качество конкретной ее партии. В ряде 
случаев это оправдано — рядового потребителя интересует качество 
лишь той единицы продукции, которую он сам приобрел. Однако уста-
новление долговременных хозяйственных связей целесообразно лишь 
в случае, когда поставщик гарантирует высокое качество не одной, а всех 
партий своей продукции. Очевидно, для этого должны быть проведены 
оценка и сертификация технологических процессов и производств, обе-
спечивающих выпуск этой продукции.

Еще больше повышается доверие к поставщику, если не только 
отдельные технологические процессы, но и все предприятие в целом 
гарантированно выпускает продукцию высокого качества. Это обеспе-
чивается действующей на предприятии системой качества, удовлетво-
ряющей требованиям Международной организации по стандартизации, 
выраженным в системе стандартов ИСО 9000.

В условиях рыночной экономики основная характеристика това-
ра — его конкурентоспособность. Очевидно, производителю необходимо 
уметь оценивать конкурентоспособность перед запуском продукции 
в производство или началом работы по продвижению на зарубежный 
рынок. Одним из основных компонентов конкурентоспособности явля-

1 В 1970-е и 1980-е гг. в СССР активно разрабатывались КС УКП — комплексные 
системы управления качеством продукции. Имелись областные варианты — горьковская, 
львовская, днепропетровская и иные системы качества.

Глава 17

Принятие решений  
на ОснОве МОделей 

ОбесПеЧения каЧества

17.1. ОснОвы статистиЧескОГО  
кОнтрОля каЧества

Одна из наиболее важных областей теории и практики принятия 
решений, приносящая к тому же наибольший доход, — это обеспечение 
качества, основанное на применении статистического моделирования. 

Сначала дадим общие сведения о месте статистических методов 
в принятии решений при управлении качеством и сертификации про-
дукции. Затем рассмотрим статистический контроль качества и про-
демонстрируем его высокую экономическую эффективность.

Качество	продукции	в	современных	условиях. Слова «серти-
фикация», «международные стандарты ИСО (т.е. разработанные 
International Standardization Organization — Международной организаци-
ей по стандартизации, сокращенно ISO, по-русски — ИСО) серии  9000 
по системам качества» широко известны. Менее осознано в нашей 
стране, что управление качеством — прежде всего применение совре-
менных методов статистического моделирования. На Западе (США) 
и на Востоке (Япония) это — аксиома. Вот типичное высказывание 
японского менеджера и инженера: «Методы статистики — именно то 
средство, которое необходимо изучить, чтобы внедрить управление ка-
чеством. Они — наиболее важная составная часть комплексной системы 
всеобщего управления качеством на фирме. В японских корпорациях 
все, начиная от председателя совета директоров и до рядового рабочего 
в цехе, обязаны знать хотя бы основы статистических методов». Так 
считает Каору Исикава, президент промышленного института Мусаси, 
заслуженный профессор Токийского университета [115, с. 15].

Раз все японские работники знают про статистические методы — 
значит, их научили в школе. Во всем мире — в США, Японии и Ботсва-
не — школьники учат статистические методы как один из обязательных 
школьных предметов, вместе с физикой, химией, математикой и исто-
рией, а ЮНЕСКО регулярно проводит конференции по преподаванию 
статистики в средней школе. И вот всем виден результат — качество 
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таны 7 диалоговых систем по современным статистическим методам 
управления качеством, а именно СПК, АТСТАТ-ПРП, СТАТКОН, 
АВРОРА-РС, ЭКСПЛАН, ПАСЭК, НАДИС (описания этих систем 
даны в работе [68]).

Параллельно ЦСМИ вел работу по объединению статистиков. 
В апреле 1990 г. в Большом актовом зале Московского энергетического 
института прошла Учредительная конференция Всесоюзной организа-
ции по статистическим методам и их применениям. На Учредительном 
съезде Всесоюзной статистической ассоциации (ВСА) в октябре 1990 г. 
в Московском экономико-статистическом институте эта организация 
вошла в состав ВСА в качестве секции статистических методов. В 1992г. 
после развала СССР и фактического прекращения работы ВСА на 
основе секции статистических методов ВСА организована Российская 
ассоциация по статистическим методам (РАСМ), а затем и Российская 
академия статистических методов, существующие и в настоящее время. 
Коллективными усилиями разработан единый подход к проблемам 
принятия решений в сертификации и управлении качеством на основе 
применения современных статистических методов.

Статистический	контроль	—	это	выборочный	контроль	на	на-
учной	основе. Контроль качества продукции всем знаком хотя бы по 
названию — им обычно занимается отдел технического контроля (ОТК) 
предприятия. Есть различные виды контроля — входной, приемочный 
(готовой продукции) и контроль при передаче полуфабрикатов и ком-
плектующих из цеха в цех. Кроме сплошного контроля всех изделий 
подряд, применяют выборочный, когда о качестве партии продукции 
судят по результатам контроля некоторой части — выборки.

Зачем нужен выборочный контроль? Чтобы проверить качество 
спички, надо чиркнуть ею. Загорится — должное качество, не загорит-
ся — брак. Но повторно однажды зажженную спичку использовать 
уже нельзя. Поэтому партию спичек можно контролировать только 
выборочно. Партии консервов, лампочек, патронов — тоже, т.е. при 
разрушающем контроле необходимо пользоваться выборочными мето-
дами и судить о качестве партии продукции по результатам контроля 
ее части — выборки.

Выборочные методы контроля могут применяться и из экономи-
ческих соображений, когда стоимость контроля высока по сравнению 
со стоимостью изделия. Например, вряд ли целесообразно визуально 
проверять качество каждой скрепки в каждой коробке.

Для проведения выборочного контроля необходимо сформировать 
выборку, выбрать план контроля. А если план имеется — полезно знать 
его свойства. Анализ и синтез планов проводят с помощью математиче-

ется технический уровень продукции. Фирма, обладающая патентом 
или новой научно-технической разработкой, имеет более высокий 
излишек производителя по сравнению с другими фирмами. При при-
нятии решений о выборе направления инвестиционных вложений 
одна из основных учитываемых характеристик — технический уровень 
продукции.

Из сказанного вытекает, что сертификация продукции — это со-
временная форма управления качеством продукции. На Западе обще-
принято, что основная составляющая в управлении качеством про-
дукции — это статистические методы (см., например, отчет Комитета 
ИСО по изучению принципов стандартизации [133]). В нашей стране 
внедрение КС УКП, надо признать, сводилось во многом к подготовке 
документации организационного характера. Статистические методы 
использовались в промышленности недостаточно, а государственные 
стандарты по этой тематике зачастую содержали грубейшие ошибки 
(см. далее).

Подготовка предприятий к сертификации продукции, технологи-
ческих процессов и производств, систем качества требует приложения 
труда квалифицированных специалистов, причем в достаточно боль-
шом объеме. Подобную работу обычно проводят специализированные 
организации.

О	развитии	статистических	методов	сертификации	в	России. Бо-
лее 150 лет статистические методы применяются в России для проверки 
соответствия продукции установленным требованиям, т.е. для сертифи-
кации. Так, еще в 1846 г. действительный член Петербургской академии 
наук М.В. Остроградский рассматривал задачу статистического контро-
ля партий мешков муки или штук сукна армейскими поставщиками. 
С тех пор в России в статистическом контроле качества было сделано 
многое, особенно в области теории. Так, монографии Ю.К. Беляева 
и Я.П. Лумельского можно смело назвать классическими. Был выпущен 
и длинный ряд практических руководств, в основном переводных.

С начала 1970-х гг. стали разрабатываться государственные 
стандарты по статистическим методам. В связи с обнаружением в них 
грубых ошибок 24 из 31 государственного стандарта по статистическим 
методам были отменены в 1986—1987 гг. (перечень стандартов и описа-
ние ошибок приведены в работе [81]). К сожалению, потеряв правовую 
силу как нормативные документы, ошибочные стандарты продолжают 
использоваться как научно-технические издания.

В 1989 г. был организован Центр статистических методов и ин-
форматики (ЦСМИ) для работ по развитию и внедрению современных 
статистических методов. Уже к середине 1990 г. ЦСМИ были разрабо-
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интересовать не только в связи с качеством продукции, но и в связи, 
например, с контролем экологической обстановки, поскольку зафик-
сированные государственными органами экологические нарушения 
влекут штрафы и иные «неприятные» последствия. К выборочному кон-
тролю вынуждены прибегать при аудиторской проверке организации, 
поскольку сплошной анализ всего массива документов бухгалтерского 
или управленческого учета весьма трудоемок, а потому практически 
невозможен. Обсудим основные идеи статистического контроля.

При статистическом контроле решение о генеральной совокуп-
ности — об экологической обстановке в данном регионе или о партии 
продукции — принимается по выборке, состоящей из некоторого числа 
единиц (отдельных документов бухгалтерского или управленческого 
учета, единиц экологического контроля или единиц продукции). Сле-
довательно, выборка должна представлять партию, т.е. быть репрезен-
тативной (представительной). Как эти слова понимать, как проверить 
репрезентативность? Ответ может быть дан лишь в терминах вероят-
ностных моделей выборки.

Как известно, наиболее часто применяют биномиальную и гипер-
геометрическую модели. В первой из них предполагается, что резуль-
таты контроля n рассматриваемых единиц можно рассматривать как 
совокупность n независимых одинаково распределенных случайных 
величин Х1, Х2, …, Хn, где Хi = 1, если i-е измерение показывает, что име-
ется нарушение, т.е. превышена предельно допустимая концентрация 
(ПДК) или i-е изделие дефектно, и Хi = 0, если это не так. Тогда число 
Х превышений ПДК (при другой интерпретации — дефектных единиц 
продукции в партии) равно

 Х = Х1 + Х2 + … + Хn. (17.1)

Из формулы (17.1) и Центральной предельной теоремы теории 
вероятностей вытекает, что при увеличении объема выборки n распре-
деление Х сближается с нормальным распределением. Известно, что 
распределение Х имеет вид

 P X k C p pn
k k n k( ) ( ) ,= = − −1  (17.2)

где Cn
k  — число сочетаний из n элементов по k, а p — уровень дефектности (в другой 

предметной области — в экологии — доля превышений ПДК в генеральной сово-
купности), т.е. p = Р(Хi = 1).

Как известно, формула (17.2) задает биномиальное распре деление.
Вторая модель — гипергеометрическая — соответствует случай-

ному отбору единиц в выборку. Пусть среди N единиц, составляющих 
генеральную совокупность, имеется D дефектных. Случайность отбора 
означает, что каждая единица имеет одинаковые шансы попасть в вы-

ского моделирования на основе теории вероятностей и математической 
статистики, применяя компьютерные диалоговые системы (пакеты 
программ).

Компьютерные диалоговые системы позволяют, прежде всего, про-
водить анализ и синтез планов контроля. Пусть перед вами — ГОСТ на 
продукцию, в нем есть раздел «Правила приемки» с планами контроля. 
Хороша эта система планов или плоха? С помощью диалоговых систем 
вы найдете характеристики конкретного плана, приемочный и брако-
вочный уровни дефектности (см. далее) и т.д. Можно провести и синтез 
планов, т.е. компьютер поможет принять решение в новых условиях — 
подберет план, удовлетворяющий вашим условиям.

Российской ассоциацией статистических методов были проана-
лизированы сотни стандартов на конкретную продукцию (разделы 
«Правила приемки») и ГОСТы по статистическим методам. Обнару-
жено, что более половины и тех и других стандартов содержат грубые 
ошибки, пользоваться ими нельзя. Причины этого печального положе-
ния проанализированы в статье [81].

По оценкам, полученным в работе [87], применение современных 
статистических методов позволяет в среднем вдвое сократить тру-
дозатраты на контрольные операции (как известно, они составляют 
примерно 10% от себестоимости машиностроительной продукции). 
Следовательно, от повышения эффективности решений менеджеров на 
основе внедрения современных статистических методов обеспечения 
качества продукции Россия может получить более 5 млрд дол. США 
дополнительного дохода в год.

Приведем еще два сообщения о высокой экономической эффектив-
ности статистического контроля. «Мы документально зафиксировали 
экономию от применения методов статистического контроля и методов 
принятия решений, которым обучили наших сотрудников. Мы прибли-
жаемся к степени окупаемости около 30 дол. на 1 вложенный доллар. 
Вот почему мы получили такую серьезную поддержку от высшего ру-
ководства», — сообщает Билл Виггенхорн, ответственный за подготовку 
специалистов фирмы «Моторола».

По подсчетам профессора Массачусетского технологического 
института Фримена [14], только статистический приемочный контроль 
давал промышленности США 4 млрд дол. в 1958 г. (это более 22 млрд 
дол. в ценах 2003 г.), т.е. 0,8% валового внутреннего продукта (ВВП).

Основы	теории	статистического	контроля.	Выборочный контроль, 
построенный на научной основе, т.е. исходящий из теории вероятностей 
и математической статистики, называют статистическим контролем. 
Организатора производства и менеджера выборочный контроль может 



520 521

Планы	статистического	контроля	и	правила	принятия	решений. 
Под планом статистического контроля понимают алгоритм, т.е. правила 
действий при контроле. На «входе» при этом — генеральная совокуп-
ность (партия продукции), а на «выходе» — одно из двух решений: 
«принять партию» либо «забраковать партию». Рассмотрим несколько 
примеров.

Одноступенчатые планы контроля (n, c): отобрать выборку объ-
ема n; если число дефектных единиц в выборке X не превосходит c, то 
партию принять, в противном случае забраковать. Число с называется 
«приемочным числом».

Частные случаи: план (n, 0) — партию принять тогда и только тогда, 
когда все единицы в выборке являются годными; план (n, 1) — партия 
принимается, если в выборке все единицы являются годными или ровно 
одно — дефектное, во всех остальных случаях партия бракуется.

Двухступенчатый план контроля (n, a, b) + (m, c): отобрать первую 
выборку объема n; если число дефектных единиц в первой выборке X 
не превосходит a, то партию принять; если число дефектных единиц 
в первой выборке X больше или равно b, то партию забраковать; во всех 
остальных случаях, т.е. когда Х больше a, но меньше b, следует взять 
вторую выборку объема m; если число дефектных единиц во второй 
выборке Y не превосходит c, то партию принять, в противном случае 
забраковать.

Рассмотрим в качестве примера план (20, 0, 2) + (40, 0). Сначала 
берется первая выборка объема 20. Если все единицы в ней годные, 
то партия принимается. Если две или больше — дефектные, партия 
бракуется. А если дефектное только одно? В реальной ситуации в та-
ких случаях начинаются споры между представителями предприятия 
и экологического контроля или поставщика и потребителя. Говорят, 
например, что дефектная единица случайно попала в партию, что ее 
подсунули конкуренты или что при контроле случайно сделан непра-
вильный вывод. Поэтому, чтобы споры пресечь, берут вторую выборку 
объема 40 (вдвое большего, чем в первый раз). Если все единицы во 
второй выборке годные, то партию принимают, в противном случае — 
бракуют.

В реальной нормативно-технической документации — договорах  
на поставку, технических регламентах, стандартах, технических усло-
виях, инструкциях по экологическому контролю и т.д. — не всегда 
четко сформулированы планы статистического контроля и правила 
принятия решений. Например, при описании двухступенчатого плана 
контроля вместо задания приемочного числа c может стоять загадочная 
фраза «результат контроля второй выборки считается окончательным». 

борку. Более того, ни одна пара единиц не имеет преимущества перед 
любой другой парой при отборе в выборку. То же самое — для троек, 
четверок и т.д. Итак, каждое из CN

n  сочетаний по n единиц из N имеет 
одинаковую вероятность быть отобранным в качестве выборки, равную, 
очевидно, 1/ .CN

n

Отбор случайной выборки согласно описанным правилам органи-
зуют при проведении различных лотерей. Пусть Y — число дефектных 
единиц в такой выборке. Известно, что тогда P(Y = k) — гипергеометри-
ческое распределение, т.е.

 P Y k
C C

C
D
k

N D
n k

N
N

( ) .= = −
−

 (17.3)

Известно, что биномиальная и гипергеометрическая модели весьма 
близки, когда объем генеральной совокупности (партии), по крайней 
мере, в 10 раз превышает объем выборки, т.е.

 Р(Х = k) = P(Y = k), (17.4)

если объем выборки мал по сравнению с объемом партии. При этом 
в качестве p в формуле (17.4) берут D/N.

Близость результатов, получаемых с помощью биномиальной 
и гипергеометрической моделей, весьма важна с методологической 
точки зрения. Дело в том, что эти модели исходят из принципиально 
различных модельных предпосылок. В биномиальной модели случай-
ность присуща каждой единице — она с какой-то вероятностью дефек-
тна, а с какой-то — годна. В то же время в гипергеометрической модели 
качество определенной единицы детерминировано, задано, а случай-
ность проявляется лишь в отборе, вносится инженером, экологом или 
экономистом при составлении выборки.

Соотношение (17.4) показывает, что во многих случаях нет не-
обходимости выбирать одну из моделей, поскольку обе дают близкие 
численные результаты. Отличия проявляются при обсуждении вопроса 
о том, какую выборку считать представительной. Является ли тако-
вой выборка, составленная из 20 изделий, лежащих сверху в первом 
вскрытом ящике? В биномиальной модели вполне допустим ответ «да», 
в гипергеометрической — только «нет».

Биномиальная модель легче для теоретического изучения, поэтому 
будем ее рассматривать в дальнейшем. Однако при реальном контроле 
лучше формировать выборку, исходя из гипергеометрической моде-
ли. Это делают, выбирая номера изделий (для включения в выборку) 
с помощью датчиков псевдослучайных чисел на ЭВМ или с помощью 
таблиц псевдослучайных чисел. Алгоритмы формирования выборки 
встраивают в современные программные продукты по статистическому 
контролю.
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Следовательно, вероятность того, что партия будет принята со 
второй попытки, т.е. что при контроле первой выборки обнаружится 
ровно одна дефектная единица, а затем при контроле второй — ни 
одной, равна

f3(p) = Р(Х = 1)f2(p) = 20р(1 – р)19(1 – р)40 = 20р(1 – р)59.

Следовательно, вероятность принятия партии с первой или со 
второй попытки равна

f(p) = f1(p) + f3(p) = (1 – р)20 + 20р(1 – р)59.

При практическом применении методов статистического приемоч-
ного контроля для нахождения оперативных характеристик планов 
контроля вместо формул, имеющих обозримый вид лишь для отдельных 
видов планов, применяют численные компьютерные алгоритмы или 
заранее составленные таблицы.

Риск	поставщика	и	риск	потребителя,	приемочный	и	браковоч-
ный	уровни	дефектности. С оперативной характеристикой связаны 
важные понятия приемочного и браковочного уровней дефектности, 
а также понятия «риск поставщика» и «риск потребителя». Чтобы 
ввести эти понятия, на оперативной характеристике выделяют две ха-
рактерные точки, делящие входные уровни дефектности на три зоны 
(области) — А, Б и В. В зоне А почти всегда все хорошо, а именно: 
почти всегда экологическая обстановка признается благополучной, 
почти все партии принимаются. В зоне В, наоборот, почти всегда все 
плохо, а именно: почти всегда экологический контроль констатирует 
экологические нарушения, почти все партии бракуются. Зона. Б — бу-
ферная, переходная, промежуточная, в ней как вероятность приемки, 
так и вероятность браковки заметно отличаются от 0 и 1. Для задания 
границ между зонами выбирают два малых числа — риск поставщика 
(производителя, предприятия) α и риск потребителя (заказчика, си-
стемы экологического контроля) β, при этом границы между зонами 
задают два уровня дефектности — приемочный pпp и браковочный pбр, 
определяемые из уравнений:

 f(pпp) = 1 – α,   f(pбр) = β. (17.7)

Таким образом, если входной уровень дефектности не превосходит 
pпp, то вероятность забракования партии мала, т.е. не превосходит α. 
Приемочный уровень дефектности выделяет зону А значений входного 
уровня дефектности, в которой нарушения экологической безопас-
ности почти всегда не отмечаются, партии почти всегда принимаются, 
т.е. соблюдаются интересы проверяемого предприятия (в экологии), 
поставщика (при контроле качества). Это зона комфортности для по-

Остается гадать, как принимать решение по второй выборке. Менеджер, 
администратор (государственный служащий), инженер, эколог или 
экономист, занимающийся вопросами экологического контроля или 
контроля качества, должен первым делам добиваться кристальной яс-
ности в формулировках правил принятия решений, иначе ошибочные 
и необоснованные решения, а потому и убытки неизбежны.

Оперативная	характеристика	плана	статистического	контроля. 
Каковы свойства плана статистического контроля? Они, как правило, 
определяются с помощью функции f(p), связывающей вероятность 
p дефектности единицы контроля с вероятностью f(p) приемки партии, 
положительной оценки экологической обстановки или правильности 
ведения бухгалтерской документации по результатам контроля. При 
этом вероятность p того, что конкретная единица дефектна, называется 
входным уровнем дефектности, а указанная функция называется опе-
ративной характеристикой плана контроля. Если дефектные единицы 
отсутствуют, p = 0, то партия всегда принимается, т.е. f(0) = 1. Если все 
единицы дефектные, p = 1, то партия наверняка бракуется, f(1) = 0. Меж-
ду этими крайними значениями р функция f(p) монотонно убывает. При 
изучении свойств плана входной уровень дефектности р — свободный 
параметр, он может принимать любые значения между 0 и 1.

Вычислим оперативную характеристику плана (n, 0). Поскольку 
партия принимается тогда и только тогда, когда все единицы являются 
годными, а вероятность того, что конкретная единица годная, равна 
(1 – р), то оперативная характеристика имеет вид

 f(p) = Р(Х = 0) = (1 – р)n. (17.5)

Для плана (n, 1) оперативная характеристика, как легко видеть, 
такова:
 f(p) = Р(Х = 0) + Р(Х = 1) = (1 – р)n + nр(1 – р)n–1. (17.6)

Оперативные характеристики для конкретных планов статистиче-
ского контроля не всегда имеют такой простой вид, как в случае формул 
(17.5) и (17.6). Рассмотрим в качестве примера план (20, 0, 2) + (40, 0). 
Сначала найдем вероятность того, что партия будет принята по резуль-
татам контроля первой партии. Согласно формуле (17.5) имеем

f1(p) = Р(Х = 0) = (1 – р)20.

Вероятность того, что понадобится контроль второй выборки, 
равна

Р(Х = 1) = 20р(1 – р)19.

При этом вероятность того, что по результатам ее контроля партия 
будет принята, равна

f2(p) = Р(Х = 0) = (1 – р)40.
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Предел	 среднего	 выходного	 уровня	 дефектности.	Обсудим 
судьбу забракованной партии продукции. В зависимости от ситуации 
эта судьба может быть разной. Партия может быть утилизирована. 
Например, забракованная партия гвоздей может быть направлена на 
переплавку. У партии может быть понижена сортность, и она может 
быть продана по более низкой цене (при этом результаты выборочного 
контроля будут использованы не только для констатации того, что 
не выдержан заданный уровень качества, но и для оценки реального 
уровня качества). Наконец, партия продукции может быть подвергнута 
сплошному контролю. При сплошном контроле все дефектные изделия 
обнаруживаются и либо исправляются на месте, либо извлекаются из 
партии. В результате в партии остаются только годные изделия. Такая 
процедура называется «контроль с разбраковкой».

При среднем входном уровне дефектности p и применении контро-
ля с разбраковкой с вероятностью f(p) партия принимается (и уровень 
дефектности в ней по-прежнему равен р) и с вероятностью 1 – f(p) бра-
куется и подвергается сплошному контролю, в результате чего к потре-
бителю поступают только годные изделия. Следовательно, по формуле 
полной вероятности средний выходной уровень дефектности равен

f1(p) = pf(p) + 0[1 – f(p)] = pf(p).

Средний выходной уровень дефектности f1(p) равен 0 при p = 0 
и p = 1, положителен на интервале (0; 1), а потому достигает на нем мак-
симума, который в теории статистического контроля называется преде-
лом среднего выходного уровня дефектности (сокращенно ПСВУД):

ПСВУД =
≤ ≤

max ( ).
0 1

1
p

f p

Пример 17.1. Рассмотрим план (n, 0). Для него f(p) = (1 – p)n 
и f1(p) = p(1 – p)n. Чтобы найти ПСВУД, надо приравнять 0 про-
изводную среднего выходного уровня дефектности по среднему 
входному уровню дефектности:
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В полученном уравнении корень р = 1 соответствует миниму-
му, а не максимуму. Поскольку непрерывная функция на замкнутом 
отрезке достигает максимума, то максимум достигается при

p
nn =

+
1

1
.

ставщика. Если он обеспечивает работу (входной уровень дефектности) 
в этой зоне, то его практически никогда никто не потревожит.

Если же входной уровень дефектности больше браковочного 
уровня дефектности pбр, то нарушения почти наверняка фиксируются, 
партия почти всегда бракуется, т.е. экологи узнают о нарушениях, по-
требитель оказывается защищен от попадания к нему партий со столь 
высоким уровнем брака. Поэтому можно сказать, что в зоне В соблю-
даются интересы потребителей — брак к ним не попадает.

При выборе плана контроля часто начинают с выбора приемочного 
и браковочного уровней дефектности. При этом выбор конкретного 
значения приемочного уровня дефектности отражает интересы постав-
щика, а выбор конкретного значения браковочного уровня дефектно-
сти — интересы потребителя. Можно доказать (см. следующий раздел), 
что для любых положительных чисел α и β и любых входных уровней 
дефектности pпp и pбр, причем pпp меньше pбр, найдется план контроля 
(n, c) такой, что его оперативная характеристика f(p) удовлетворяет 
неравенствам

f(pпp) ≥ 1 – α,  f(pбр) ≤ β.

При практических расчетах обычно принимают α = 0,05 (т.е. 5%) 
и β = 0,1 (т.е. 10%).

В качестве примера вычислим приемочный и браковочный уровни 
дефектности для плана (n, 0). Из формул (17.5) и (17.7) вытекает, что

(1 – pпp)n = 1 – α,   pпp = 1 – (1 – α)1/n.

Поскольку риск поставщика α мал, то из известного соотношения 
математического анализа

1 1
2

2
− = − +







α
α αт

n n
0

вытекает приближенная формула

p
nпр ≈
α

.

Для браковочного уровня дефектности имеем

pбр = 1 – β1/n.

При практическом применении методов статистического приемоч-
ного контроля аналитическими формулами, являющимися полезными 
лишь для отдельных видов планов, не пользуются. Для нахождения 
приемочных и браковочных уровней дефектности планов контроля 
вместо них применяют численные компьютерные алгоритмы или за-
ранее составленные таблицы. Такие таблицы имеются в нормативно-
технической документации или научно-технических публикациях.
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Пусть n → ∞. Тогда по закону больших чисел теории вероятностей 
(по теореме Бернулли)

X
n

p→

(сходимость по вероятности). Значит, если с/n окажется заметно больше 
входного уровня дефектности p, то партии будут почти всегда прини-
маться, а если с/n окажется заметно меньше входного уровня дефект-
ности р, то партии будут почти всегда отклоняться. Ситуация будет 
нетривиальной только там, где величины с/n и р близки друг к другу.

Хотя оперативная характеристика рассчитывается с помощью 
сумм биномиальных вероятностей, анализировать эти суммы затруд-
нительно. Поэтому целесообразно найти для нее приближение с по-
мощью теоремы Муавра — Лапласа. Имеем цепочку тождественных 
преобразований:

f p P X c P
X np
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c np
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Справа строит именно то выражение, которое участвует в теореме 
Муавра—Лапласа. Воспользовавшись равномерной сходимостью в этой 
теореме, можно записать, что
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где Φ(х) — функция стандартного нормального распределения с математическим 
ожиданием 0 и дисперсией 1.

Последняя формула позволяет указать асимптотические выраже-
ния для приемочного и браковочного уровней дефектности. Действи-
тельно, согласно определениям этих понятий
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откуда с помощью элементарных преобразований получаем, что
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Так как величины с/n и p близки друг к другу, то при переходе 
от формулы (17.10) к формуле (17.11) в подкоренных выражениях 

Следовательно,
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 (17.8)

По выражению (17.8) могут быть проведены конкретные 
расчеты. Однако оно довольно громоздко. Его можно упростить, 
используя один замечательный предел из курса математического 
анализа, а именно:
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Сравнивая соотношения (17.8) и (17.9), видим, что
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Первая скобка равна 1/n, а вторая, согласно соотношению 
(17.9), приближается к 0,368 при росте объема выборки. Поэтому 
получаем простую асимптотическую формулу

ПСВУД =
0 368,

.
n

Для более сложных планов ПСВУД рассчитывают с помощью 
более или менее сложных компьютерных программ.

При рассмотрении основ статистического контроля в настоящем 
пункте расчетные формулы удалось получить лишь для простейших 
планов, в основном для планов вида (n, 0). Если ослабить требования 
и рассчитывать не на точные формулы, а на асимптотические, при n → ∞, 
то можно справиться и с одноступенчатыми планами вида (n, c).

17.2. асиМПтОтиЧеская теОрия  
ОднОстуПенЧатых ПланОв

Пусть Х — число дефектных единиц продукции в выборке объема n. 
Как уже отмечалось, распределение Х является биномиальным и име-
ет вид

P X k C p pn
k k n k( ) ( ) ,= = − −1

где Cn
k  — число сочетаний из n элементов по k, а p — входной уровень дефект ности.

Пусть используется одноступенчатый план контроля (n, c). Тогда 
оперативная характеристика этого плана имеет вид

f p P X k C p pn
k k n k

k ck c
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≤ ≤≤ ≤
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асимптотическим формулам отнюдь не всегда дают целые числа, поэто-
му необходима корректировка полученных результатов.

Полученные формулы позволяют решить сформулированную 
задачу — по заданным приемочному и браковочному уровням дефект-
ности подобрать такой одноступенчатый план контроля, чтобы его 
оперативная характеристика f(p) удовлетворяла неравенствам

f(pпp) ≥ 1 – α,   f(pбр) ≤ β.

Поэтому при практической работе корректировка асимптотиче-
ских результатов должна быть направлена на выполнение указанных 
неравенств.

Пример 17.2. Пусть pпp = 0,02, pбр = 0,09. Тогда по формуле (17.13) 
оценка объема выборки
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Полученное число не является натуральным, поэтому впол-
не естественно откорректировать объем выборки до ближайшего 
целого, т.е. до n* = 72.

Оценку приемочного числа находим по формуле (17.14):

c* , , , , , , , , .= × − × × = − × =72 0 09 1 28 72 0 09 0 91 6 48 1 28 2 428 3 37

Полученное число не является целым, поэтому в качестве 
приемочного числа надо взять ближайшее целое, т.е. 3.

Если объем выборки округлить до 73, то аналогично получим

c ** , , , , , , , , .= × − × × = − × =73 0 09 1 28 73 0 09 0 91 6 57 1 28 2 445 3 44

При округлении снова получаем 3.
С помощью первого из уравнений (17.12) можно построить 

оценку с* на основе приемочного уровня дефектности:

c n p n р р
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пр пр пр

Φ 1 1 1

1 64 1

α

приемочный и браковочный уровни дефектности заменены на c/n 
(с точностью до бесконечно малых более высокого порядка).

Поскольку при практическом применении статистического 
приемочного контроля, как уже отмечалось, принимают α = 0,05, 
β = 0,10, то в предыдущие формулы следует подставить Φ–1(0,95) = 1,64 
и Φ–1(0,10) = –1,28. Итак, итоговые формулы для приемочного и бра-
ковочного уровней дефектности имеют вид
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Перейдем к задаче синтеза. Пусть заданы приемочный и брако-
вочный уровни дефектности. Требуется построить одноступенчатый 
план, имеющий эти характеристики. Из формул (17.10) следует, в част-
ности, что
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Вычитая из первого уравнения второе, получаем, что

np np n р р р рбр пр пр пр бр бр− = − − − − 
− −Φ Φ1 11 1 1( ) ( ) ( ) ( ) .α β

Следовательно, оценка n* необходимого объема выборки имеет вид:
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Для стандартных значений рисков α = 0,05, β = 0,10 имеем
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С помощью уравнений (17.12) нетрудно найти оценку с* приемоч-
ного числа, заменив неизвестный объем выборки на его оценку n*. Будем 
использовать оценку

c n p n р р* * ( ) * ( ).= + −−
бр бр брΦ 1 1β

Для стандартного значения β = 0,10 имеем

 c n p n р р* * , * ( ).= − −бр бр бр1 28 1  (17.14)

Итак, по формуле (17.13) можно рассчитать оценку объема вы-
борки, затем по формуле (17.14) найти оценку приемочного числа. 
Необходимо отметить, что результаты расчетов по рассматриваемым 
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Здесь необходимо особо отметить следующее. До сих пор посто-
янно говорилось о контроле единиц и партий продукции. Однако нет 
никакого принципиального отличия данного контроля от контроля 
услуг (медицинских, туристических, транспортных, образовательных, 
банковских и иных) или документации. Поэтому теория и практика 
статистического контроля качества продукции дает полезные реко-
мендации для банковского дела и бухгалтерского аудита. Надо только 
аккуратно заменить слова, описывающие предметную область приме-
нения теории статистического контроля.

После анализа ситуации с системой контроля естественно перейти 
к улучшению этой системы, к обоснованному выбору планов, к этапу 
синтеза. В зависимости от конкретных условий используют раз-
нообразные подходы к выбору планов. Например, задают приемочный 
и браковочный уровни дефектности. В случае контроля с разбраковкой 
естественно использовать ограничения на предел среднего выходного 
уровня дефектности.

Какая	оптимизация	планов	статистического	контроля	возможна? 
Обсудим подробнее оптимизационные постановки в статистическом 
приемочном контроле. Имеется три вида затрат и потерь:

затраты непосредственно на проведение контроля единиц про- �

дукции, включенных в выборку;
потери в случае неверного решения о забраковании партии про- �

дукции (в которой на самом деле доля дефектной продукции 
соответствует требованиям договора между поставщиком 
и потребителем или иной нормативно-технической докумен-
тации);
потери в случае неверного решения о принятии партии про- �

дукции (в которой на самом деле доля дефектной продукции 
не соответствует требованиям договора между поставщиком 
и потребителем или иной нормативно-технической докумен-
тации).

При этом первые два вида затрат непосредственно связаны с дея-
тельностью предприятия, на котором производится продукция, третий 
же вид затрат (потерь) формируется там, где она потребляется. С этим 
связана принципиальная сложность подсчета затрат третьего вида. 
Особенно эта сложность проявляется тогда, когда попадание к потре-
бителю дефектных изделий может привести к авариям с человеческими 
жертвами. Тогда возникает вопрос: сколько стоит человеческая жизнь? 
Только оценив потери здоровья и жизни в денежных единицах, можно 
сформировать функционал качества плана статистического контроля 
и затем оптимизировать его. Поскольку невозможно (прежде всего, 

Подставив конкретные значения, получим практически ту же 
оценку, что и раньше:
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Итак, в результате асимптотических расчетов найден одно-

ступенчатый план.

17.3. ПрактиЧескОе ПриМенение  
статистиЧескОГО кОнтрОля

Познакомившись с некоторыми основными понятиями, подходами 
и идеями теории статистического контроля качества, обсудим подроб-
нее практические стороны этой технико-экономической области.

Анализ	и	синтез	планов	контроля.	На основе теории статисти-
ческого контроля можно проанализировать планы контроля качества, 
имеющиеся в нормативно-технической документации (стандартах, 
технических условиях) и в договорах на поставку продукции и оказание 
услуг. Достаточно часто оказывается, что формулировки соответству-
ющих разделов («Правила приемки», «Методы контроля» и др.) имеют 
различные недостатки и неточности, что может послужить в дальней-
шем причиной возникновения арбитражных ситуаций (т.е. ситуаций, 
решаемых через арбитражные или иные суды).

Если обсуждаемая система контроля качества выдерживает чисто 
логическую проверку, то наступает вторая стадия — анализ с точки 
зрения теории статистического контроля. На этой стадии рассчиты-
вают характеристики применяемых планов контроля. О некоторых из 
них уже шла речь — приемочный и браковочный уровни дефектности, 
предел среднего выходного уровня дефектности. Есть и иные показате-
ли, например средний используемый объем выборки, средняя стоимость 
контроля и т.п. Особенно важна прогнозируемая доля арбитражных 
ситуаций (споров между предприятиями) при используемой системе 
контроля.

На стадии анализа возможны неожиданные «открытия». Напри-
мер, может оказаться, что существующая система контроля качества 
хотя и является формально безупречной, но защищает лишь от приемки 
столь плохих партий продукции, в которых более половины единиц про-
дукции дефектно (т.е. для применяемых планов контроля браковочный 
уровень дефектности больше 0,5); или что система контроля защищает 
интересы поставщиков, у которых каждое пятое изделие является бра-
кованным (приемочный уровень дефектности равен 0,2).
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емлемом» входном уровне дефектности р*. Затем поставщик выбирает 
план контроля, используя р* как браковочный уровень дефектности, 
а потребитель — рассматривая р* как приемочный уровень дефектности. 
Подробнее об анализе, синтезе и оптимизации планов статистического 
контроля рассказано в специальной литературе, в частности в работах 
[14; 87].

Усеченные	планы.	Пусть единицы продукции контролируются 
одна за другой (т.е. последовательно).	Рассмотрим план статистического 
контроля (60, 3). Пусть при проверке единицы продукции появляются 
в таком порядке: дефектная, дефектная, дефектная, дефектная, …. Четы-
ре дефектные единицы подряд! Надо ли дальше проверять выборку? 
Исходя из здравого смысла — нет. Ведь совершенно не важно, каковы 
будут результаты по остальным 59 единицам продукции, окажутся 
они годными или дефектными — четыре дефектные единицы уже есть, 
и партию следует забраковать. Контроль мог бы быть прекращен и тогда, 
когда при проверке 57 единиц все 57 окажутся годными — независимо 
от качества остальных трех партию надо принимать.

Усеченные планы — это планы статистического контроля, в кото-
рых контроль разрешается прекращать, если итог (принятие или за-
бракование партии) становится ясен ранее, чем проведен контроль всех 
включенных в выборку единиц продукции. Усеченные планы применяют, 
когда единицы продукции поступают на контроль последовательно, 
одна за другой (или группа за группой). Это не всегда так. Если, напри-
мер, план (60, 3) применяется для контроля качества электролампочек, 
и все 60 лампочек ввернуты в гнезда на испытательном стенде и одно-
временно включены, то подход на основе усеченных планов применить 
нельзя.

Возможность применения усеченных планов должна быть явным 
образом указана в нормативно-технической документации и в до гово-
рах на поставку. Опишем юридический казус, связанный с усеченны-
ми планами. В ГОСТе на штангенциркули был предусмотрен план 
контроля (20, 0). Органы Госстандарта проверяли завод «Точнометр» 
(название изменено). Проверили первый штангенциркуль — дефектен, 
второй — дефектен, …, десятый — дефектен. На этом комиссия остано-
вилась, вполне резонно (с точки зрения здравого смысла) решив, что 
партия штангенциркулей должна быть забракована. Органы Госстандар-
та наложили на завод «Точнометр» штраф за выпуск некачественной 
продукции (в соответствии с действующим в то время правопорядком). 
Однако завод опротестовал это решение в суде. И суд удовлетворил 
протест, ссылаясь на то, что порядок проведения контроля качества 
штангенциркулей был нарушен! Бракоделы не смогли бы уйти от на-

из этических и религиозных соображений) выразить стоимость чело-
веческой жизни в денежных единицах, то невозможно сформировать 
функционал качества плана статистического контроля и тем более 
оптимизировать его.

К счастью, для большинства видов продукции вопрос о денежной 
оценке человеческой жизни не возникает. Проблема обычно «всего 
лишь» в том, что выпущенная продукция используется разнообразными 
конечными потребителями, а потому оценить отрицательный эффект 
повышения доли ее дефектности затруднительно.

Поэтому наряду с функционалом качества, включающим все три 
вида затрат, рассматривают «условный» функционал на основе затрат 
первых двух типов, а на вероятность принятия партии продукции, 
в которой доля дефектной продукции не соответствует требованиям 
нормативно-технической документации, накладывают ограничение, т.е., 
грубо говоря, третий вид затрат учитывают в качестве ограничения.

Должны	ли	совпадать	планы	контроля	у	поставщика	и	потреби-
теля? Естественно также по-разному проводить контроль у поставщика 
(производителя) и потребителя (заказчика). Пусть для определенно-
сти поставщик используют план (n1, 0), а потребитель — (n2, 0). Тогда 
естественно зафиксировать в договоре о поставке, что n1 >> n2. Такая 
договоренность обеспечит тщательный контроль со стороны изгото-
вителя и почти автоматическое подтверждение приемки со стороны 
потребителя (т.е. отсутствие спора).

Одна из распространенных догм состоит в том, что изготовитель 
и потребитель должны проводить контроль по одним и тем же планам 
контроля. Если план контроля и входной уровень контроля таков, 
что ситуация контроля относится к буферной зоне Б, т.е. вероятность 
приемки партии заметно отличается от 0 и 1, то указанная догма при-
водит к высокой вероятности спорных ситуаций. Пусть, например, 
оперативная характеристика равна 0,5. Пусть изготовитель принял 
партию (с веро ятностью 0,5). После этого при независимом контроле 
у потребителя с той же вероятностью 0,5 она может быть отклонена 
и с вероятностью 0,5 принята. Значит, общий итог таков: 50% за то, что 
партия будет забракована у поставщика, 25% — за спорную ситуацию 
(поставщик принял, потребитель забраковал), 25% — за принятие и по-
ставщиком и потребителем. Конечно, рассмотрен крайний случай — 
наиболее частое появление спорных ситуаций. Но реальное появление 
10—15% арбитражных споров — это типовая ситуация в 1980-е гг.

Один из вариантов выбора планов контроля поставщиком и по-
требителем выглядит так. Стороны договариваются о некотором «при-
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совершенно ясно, что реально классическая случайная выборка может 
быть организована лишь при контроле контейнера № 3, и остается 
только надеяться, что он является типичным для всей партии.

Всегда	ли	нужен	контроль	качества	продукции?	Чем выше до-
стигнутый уровень качества, тем больше необходимый объем контро-
ля — таков парадокс классической теории статистического контроля. 
Возможный выход состоит в переходе к принципиально новому 
под ходу, обеспечивающему существенное расширение возможностей 
ме неджера при выборе технической политики на основе учета эконо-
мических рисков. При этом оказывается, что даже «перекладывание» 
контроля на потребителя может быть экономически выгодно, если про-
изводитель организовал защиту от риска методом пополнения партий 
или путем развития технического обслуживания.

В государственных стандартах, технических условиях, другой 
нормативно-технической документации, относящейся к потребитель-
ским товарам и услугам, различным изделиям, веществам, материалам, 
иным видам продукции, а также в договорах между поставщиками 
и потребителями обычно присутствуют разделы «Правила приемки 
и методы контроля». Поэтому, в частности, методы статистического 
контроля качества продукции являются важной составной частью 
статистических методов сертификации, которым посвящена работа 
[81]. Как уже говорилось, имеется соответствующая вероятностно-
статистическая теория, посвященная анализу и синтезу (выбору) пла-
нов контроля. Однако эта теория вообще не предусматривает отказа 
от контроля, поскольку игнорирует возможность перехода на иную 
стратегию организации взаимоотношений поставщика и потребителя, 
например на стратегию технического обслуживания, при которой вы-
ходной контроль не проводится, а обнаруженные потребителями де-
фектные изделия заменяются годными или ремонтируются. Основная 
обсуждаемая в настоящем пункте идея — обоснование необходимости 
включения теории статистического приемочного контроля в более ши-
рокую технико-экономическую теорию взаимоотношений поставщиков 
и потребителей и целесообразности перехода при повышении качества 
продукции от контроля качества к иным способам защиты потребителя, 
например к развитому техническому обслуживанию или к поставке за-
пасных единиц продукции.

Использование экономических показателей при выборе планов 
статистического (выборочного) контроля пропагандировалось давно, 
но делалось это в рамках парадигмы обязательности контроля. Здесь 
рассматривается более широкая система взглядов, согласно которой 

казания, если бы в соответствующих документах была бы прописана 
возможность использования усеченных планов.

Выделение	 единиц	 бесформенной	 (жидкой,	 газообразной)	
про	дукции.	Во всем предыдущем изложении постоянно встречается 
термин «единица продукции». Он вполне ясен, если речь идет об от-
дельных изделиях — дискетах, коробках спичек, патронах, бутылках 
минеральной воды, электробритвах или отдельных деталях — болтах, 
гвоздях, пластмассовых дисках… Однако многие виды продукции име-
ют иной вид — газообразный, жидкий или, как говорят, бесформенный 
(порошкообразный, желеобразный, …). Как быть с ними? В работе [34] 
предложен подход, позволяющий применить к бесформенной продук-
ции методы статистического контроля качества.

Основное — это выделить единицу продукции. Она не должна быть 
очень малой, поскольку ясно, что в бесформенной продукции свойства 
вещества в близких точках близки. Основная идея состоит в том, чтобы 
взять некоторое число пар точек, отстоящих друг от друга на опреде-
ленное расстояние, и выяснить, есть связь (т.е. значим ли ранговый 
коэффициент корреляции Спирмена — см. главу 15) между значениями 
изучаемого свойства в этих парах точек или нет. Если связь есть, значит, 
точки разнесены на недостаточное расстояние, другими словами, точки 
относятся к одной и той же единице продукции. Поэтому расстояние 
между точками надо увеличить. Если связь уже не обнаруживается, то 
это значит, что они относятся к разным единицам продукции. В процессе 
увеличения расстояния тем самым была оценена величина ребра куба, 
в виде которого условно представляем себе единицу бесформенной 
продукции. Разбив бесформенную продукцию на единицы, можно при-
менять описанные ранее подходы для контроля ее качества (подробнее 
см. [34]).

Отбор	случайной	выборки	при	 статистическом	контроле	ка-
чества	продукции.	Как и при любом выборочном обследовании, при 
статистическом контроле качества продукции остро строит проблема 
отбора репрезентативной (представительной) выборки. Эта проблема 
усугубляется экономической заинтересованностью участников про-
цесса. Наиболее научно обоснованным является использование дат-
чиков псевдослучайных чисел (а не таблиц или физических датчиков 
случайных чисел).

Исходя из экономической и технической целесообразности, по-
пулярна схема многоступенчатой выборки. Например, из 15 вагонов 
отобрать вагон № 5, из него — контейнер № 3 около двери (из 12 кон-
тейнеров), из контейнера № 3 — ящики № 7, 15 и 23, а из этих ящи-
ков — каждое пятое изделие. При этом описании составления выборки 
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что согласно этому плану партия принимается тогда и только тогда, 
когда из n проверенных единиц продукции все оказываются годными. 
Другими словами, оперативная характеристика для плана (n, 0) явля-
ется огибающей (снизу) множества всех оперативных характеристик. 
Следовательно, из всех планов с общим объемом контроля n минимум 
браковочного уровня дефектности достигается также на плане (n, 0).

В дальнейшем будем исходить из биномиальной модели выбор-
ки, согласно которой число дефектных единиц продукции в выборке 
объема n имеет биномиальное распределение с параметрами n и p, где 
p — входной уровень дефектности. Как хорошо известно, эта модель 
является приближением для модели простой случайной выборки из 
партии, согласно которой указанное число имеет гипергеометрическое 
распределение. Напомним, что по чисто математическим причинам 
гипергеометрическая модель переходит в биномиальную, если объем 
партии безгранично возрастает, а доля дефектных единиц продукции 
в партии приближается к p. Если объем выборки составляет не более 
10% объема партии, то с достаточной для практики точностью при-
нимают, что соответствующее биномиальное распределение хорошо 
приближает гипергеометрическое.

Примем обычное предположение о том, что риск потребителя ра-
вен 0,10. Как известно, браковочный уровень дефектности pбр для плана 
(n, 0) определяется из условия

(1 – pбр)n = 0,10.

Это соотношение дает возможность по заданному браковочному 
уровню дефектности pбр найти необходимый объем выборки:

n = ln0,10/ln(1 – pбр) = –2,30/ln (1 – pбр).

Поскольку в силу сказанного ранее представляют интерес малые 
значения браковочного уровня дефектности, воспользуемся тем, что 
при малых x согласно правилам математического анализа

ln(1 + x) = x + O(x2).

Вторым слагаемым в правой части последней формулы, как обычно 
в асимптотических рассуждениях, можно пренебречь. Следовательно, 
необходимый объем выборки с достаточной точностью может быть 
найден по формуле

 n = 2,30/pбр. (17.15)

При конкретных расчетах надо, очевидно, правую часть округлить 
до ближайшего целого числа. Например, при довольно низком (с точки 
зрения мирового рынка) качестве выпускаемой продукции можно за-
дать pбр = 0,01, т.е. потребовать, чтобы почти все (точнее, не менее 90%) 

контроль качества продукции — лишь один из способов урегулирования 
взаимоотношений между поставщиками и потребителями.

В более широком плане речь идет об отказе от получения де-
тальной информации, если она стоит слишком дорого, и переходе 
к использованию иных механизмов управления. Так, качественные 
методы химического анализа часто используют именно потому, что 
соответствующие количественные методы более трудоемки и дороги, 
но не намного полезнее с практической точки зрения. Пример из всем 
знакомой области: в средней школе знания учащихся контролируются 
еженедельно, в высшей же — один или несколько раз в семестр. Однако 
разница с точки зрения эффективности управления процессом обуче-
ния невелика. Другой пример: как показано в статистике интервальных 
данных, из-за погрешностей измерений нецелесообразно увеличивать 
их число сверх некоторого «рационального объема выборки», а для 
увеличения точности оценивания характеристик вероятностных рас-
пределений необходимо использовать более точные средства измерения. 
С учетом сказанного описываемый здесь подход представляется не 
столь необычным.

Оценка	снизу	необходимого	объема	выборки. Как известно, 
в теории статистического приемочного контроля качества продукции 
разработано много подходов к выбору планов контроля:

на основе приемочного и браковочного уровней дефектности; �

исходя из предела среднего выходного уровня дефектности (при  �

контроле с разбраковкой);
с использованием экономических показателей, относящихся  �

к предприятию (см., например, ГОСТ 24660—81);
с использованием экономических показателей, относящихся  �

к народному хозяйству в целом, и т.д.
Имеется обширная литература, посвященная обоснованию и срав-

нению этих подходов, разработке соответствующей математической 
теории и программного обеспечения. Не углубляясь в эти проблемы, 
сосредоточим внимание на одном парадоксальном явлении: при повы-
шении качества выпускаемой продукции теория рекомендует увеличи-
вать объем контроля!

Действительно, при повышении качества выпускаемой продукции 
требования потребителя, очевидно, обеспечиваются все лучше. Следова-
тельно, должен уменьшаться браковочный уровень дефектности, т.е. то 
значение входного уровня дефектности, при котором вероятность при-
емки партии равна риску потребителя. Из всех планов с общим объемом 
контроля n минимум вероятности приемки партии (т.е. оперативной ха-
рактеристики) достигается на одноступенчатом плане (n, 0). На помним, 
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качества и др. Недаром этим методам уделяется больше внимания в за-
рубежных методических изданиях, чем собственно статистическому 
приемочному контролю.

От	контроля	к	пополнению	партии. Рассмотрим простую идею: 
отказываемся от контроля качества вообще, но зато по первому требо-
ванию потребителя заменяем дефектную единицу продукции на новую. 
При этом экономим на контроле, но вместо этого тратим средства на 
замену продукции. Выгодно это или не выгодно?

Замена продукции может проводиться различными способами. Для 
многих видов товаров народного потребления это делается с помощью 
системы гарантийного обслуживания, гарантийных сроков и мастер-
ских, через сеть розничной торговли и т.д.

Другой вариант — к партии поставляемой продукции добавляется 
некоторое число единиц продукции для замены имеющихся, возмож-
но, в ней дефектных единиц. Сначала обсудим подробнее именно этот 
вариант идеи замены продукции.

Пусть поставщик выпускает продукцию с известным ему уров-
нем дефектности p. Тогда число Х дефектных единиц в партии объема 
N имеет биномиальное распределение с параметрами N и p. По теореме 
Муавра  — Лапласа Х не превосходит (при достаточно большом N) 
величины

D0(t) = Np + t[Np(1 – p)]1/2

с вероятностью Φ(t), где Φ (t) — функция стандартного нормального рас-
пределения с математическим ожиданием 0 и дисперсией 1. Поскольку 
Φ(4) = 0,999968329, то для практических целей достаточно положить 
t = 4, при этом более чем D0(4) дефектных единиц продукции попадет 
в партию лишь в 3 случаях из 100 000.

Пусть С0 — цена одной единицы продукции, С1 — стоимость не-
разрушающего контроля одной единицы продукции (с исправлением 
дефектов при их обнаружении). Сравним сначала две стратегии техни-
ко-экономических отношений поставщика с потребителями:

сплошной контроль (затраты  � С1N);
пополнение партии дополнительными изделиями в числе  �

D0(4) — затраты С0D0(4). 
Вторая стратегия лучше (экономически выгоднее), если

 C N C D C Np Np p1 0 0 04 4 1> = + − ( ) ( ) .  (17.16)

Поделим обе части на С0N, получим равносильное неравенство
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партии, в которых дефектных единиц больше, чем 1 из 100, были за-
бракованы и не достигли потребителя. Тогда объем контроля должен 
составлять не менее n = 230.

Основной	парадокс	теории	статистического	приемочного	конт-
роля. Как следует из сказанного, необходимый объем выборки, опреде-
ляемый для какого-либо плана контроля по заданному браковочному 
уровню дефектности pбр, будет не меньше, чем для плана (n, 0), т.е. 
не меньше, чем 2,30/pбр. Таким образом, если достигнут достаточно 
высокий уровень качества, такой что потребителю может попасть не 
более 1 дефектной единицы продукции из 10 000, т.е. pбр = 0,0001, то 
объем контроля должен быть не меньше n = 23 000. Если же качество 
повысится в 100 раз, т.е. потребителю сможет попасть не более 1 де-
фектной единицы продукции из 1 000 000, то объем контроля и затраты 
на него возрастут также в 100 раз и минимально необходимый объем 
контроля составит 2,3 миллиона единиц продукции. Поскольку объем 
партий большинства (практически всех!) видов продукции существенно 
меньше этого числа, то проведенные выше расчеты говорят о необходи-
мости перехода на сплошной контроль.

Итак, выводы парадоксальны: если качество выпускаемой про-
дукции не очень хорошее, то целесообразно проводить статистический 
(выборочный) контроль, если же качество возрастает, то объем контро-
ля и затраты на него увеличиваются, вплоть до перехода на сплошной 
контроль — если это возможно, т.е. контроль не является разрушающим. 
А если невозможно, то попадаем в тупиковую ситуацию — высокое 
качество не может быть подтверждено.

В реальных ситуациях объемы контролируемых выборок — еди-
ницы или десятки, но обычно отнюдь не сотни и тысячи. Если кон-
тролируются 100 изделий, то согласно формуле (17.15), браковочный 
уровень дефектности равен 2,3%. И это  предел для реально используе-
мых объемов контроля. Следовательно, статистический приемочный 
конт роль (в том числе выходной или входной) может быть применен 
для контроля лишь такой продукции, в которой из 50 изделий хотя бы 
одно дефектно. Другими словами, этот метод управления качеством 
предназначен лишь для продукции сравнительно низкого качества 
(входной уровень дефектности не менее 1%) или при обслуживании 
потребителя, согласного на довольно высокий браковочный уровень 
дефектности (не менее 2,3%).

Следовательно, для повышения качества необходимо использовать 
контрольные карты и другие методы статистического регулирования 
технологических процессов на предприятии. О них подробно расска-
зано в следующем разделе, а также, например, в монографиях [51; 118]. 
В частности, упомянем методы «всеобщего» (или тотального) контроля 
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пополнить D0(4) изделиями, произведя затраты С0D0(4), общие затраты 
(в среднем на одну выпущенную партию) будут равны

Cобщ = 0,95[С1n + С0D0(4)].

Во втором случае фактически проводится сплошной контроль 
с исправлением дефектов и затратами С1N. Суммарные затраты при 
использовании выборочного контроля равны

Cсум = 0,95[С1n + С0D0(4)] + 0,05С1N.

Выборочный контроль более выгоден, чем отсутствие контроля 
(с добавлением «запасных» изделий), в случае справедливости нера-
венства

0,95[С1n + С0D0(4)] + 0,05С1N < С0D0(4),

что эквивалентно неравенству

19С1n + С1N < С0D0(4).

Сравнение с формулой (17.16) показывает, что если контроль 
не является разрушающим, то выборочный контроль менее выгоден, 
чем сплошной. По сравнению с формулой (17.16) добавляется первое 
слагаемое в левой части последней формулы. И тем более выборочный 
контроль в экономической эффективности весьма проигрывает по срав-
нению с отсутствием контроля в сочетании с пополнением партии.

Итак, введение статистического контроля в схеме пополнения 
партии невыгодно.

От	системы	контроля	к	системе	технического	обслуживания.	
Вернемся к первому из указанных ранее вариантов замены продукции. 
Что выгоднее — сплошной контроль на предприятии или замена дефект-
ных изделий, обнаруженных потребителями? Реальное перекладывание 
контроля на потребителей влечет потери, связанные с удовлетворением 
их претензий, но при малой доле дефектных изделий эти потери малы 
по сравнению с затратами на контроль.

Действительно, пусть W — средние потери поставщика, связанные 
с пропуском потребителю дефектной единицы продукции. Сюда входят, 
в частности, такие виды потерь:

стоимость новой единицы продукции (при замене изделия или  �

возврате его стоимости);
расходы системы распределения продукции и гарантийного  �

ремонта, включая издержки на устранение дефектов;
потери из-за нежелательного изменения предпочтений потре- �

бителя, из-за снижения имиджа фирмы;
затраты на возмещение ущерба, понесенного потребителем,  �

страховые сборы, судебные издержки и т.д.

Поскольку p(1 – p) не превосходит 1/4 при всех p, то из неравен-
ства

 С1/С0 > p + 2/N1/2 (17.17)

вытекает неравенство (17.16). Ясно, что в случае если

С1/С0 > p,

неравенство (17.17), а потому и неравенство (17.16) выполняются при 
достаточно больших объемах партии, а именно при

N > [2С0/(С1 – С0p)]2.

Например, если стоимость контроля составляет 10% от стоимости 
продукции (типовая ситуация в машиностроении), т.е. С1/С0 = 0,1, а уро-
вень дефектности p = 0,01, то последнее неравенство дает N > 493. В то же 
время нетрудно проверить, что неравенство (17.16) выполняется при

0,1 > 0,01 + 4 (0,01 × 0,99)1/2/N1/2,

т.е. при N > 19. Расхождение более чем на порядок (в 26 раз) объясняется 
заменой при переходе от формулы (17.16) к формуле (17.17) величины 
p(1 – p) на 1/4, т.е. на гораздо большую величину — при малом входном 
уровне дефектности p.

Выгодно	ли	 введение	 статистического	 контроля? Пусть рас-
сматривается описанная ранее стратегия пополнения партий. Мы 
сравнивали ее со стратегией сплошного контроля, которая во многих 
случаях оказалась хуже. Может быть, поставщику имеет смысл исполь-
зовать статистический контроль? Понятно, что речь может идти лишь 
о неразрушающем контроле с разбраковкой, поскольку только в этом 
случае меняется доля дефектности в потоке партий, направляемых по-
требителям.

Пусть используется план (n, 0) с приемочным уровнем дефект-
ности, равным реально достигнутому предприятием уровню дефектно-
сти p. Как известно, тогда объем выборки определяется из условия

(1 – p)n = 0,95,

т.е.

n = ln0,95/ln(1 – p) = –0,0513/ln(1 – p).

При малом p уже не раз применявшееся соотношение из матема-
тического анализа дает с достаточной для практики точностью

n = 0,05/p.

С вероятностью (1 – p)n = 0,95 партия принимается, с вероятно-
стью 0,05 подвергается разбраковке. В первом случае партия поступает 
к потребителю с тем же уровнем дефектности, что и до контроля, но при 
этом добавляются затраты на контроль, равные С1n. Партию необходимо 
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Преобразуем это неравенство к виду

 yn{С1 – Wp}(1 – y)–1 + С1N < WNp. (17.21)

Если выполнено неравенство p < С1/W, то второе слагаемое в ле-
вой части неравенства (17.21) больше правой части этого неравенства, 
в то время как первое слагаемое в левой части (17.21) положительно. 
Следовательно, неравенство (17.21) неверно и введение выборочного 
контроля нецелесообразно — как и в разобранном ранее случае метода 
пополнения партий.

Ранее был приведен базовый (простейший, исходный) метод 
сравнения различных систем взаимоотношений поставщиков и по-
требителей. При разработке практически пригодных систем принятия 
решений целесообразно дальнейшее его развитие.

Отметим в заключение, что реально статистический контроль ка-
чества продукции, осуществляемый поставщиком (выходной контроль), 
решает две основные задачи: обеспечение интересов потребителя и об-
наружение разладок собственных технологических процессов (по ре-
зультатам контроля последовательности партий). Как было показано, 
для решения первой из этих задач он не всегда оптимален. Вторую из 
названных задач также часто эффективнее решать с помощью иных 
методов, например обнаруживать разладку технологических процессов 
с помощью тех или иных контрольных карт. Таким образом, область 
применения методов статистического приемочного контроля является 
довольно ограниченной. Очевидно, однако, что нельзя исключать эти 
методы из арсенала менеджеров по качеству, в частности, при исполь-
зовании концепции «всеобщего управления качеством — Total quality 
management (TQM)», хотя бы потому, что они незаменимы при исполь-
зовании разрушающих методов контроля.

Наиболее перспективным представляется использование полу-
ченных результатов в рамках концепции контроллинга (см., например, 
[24]). Итак, сформулирован основной парадокс теории статистического 
приемочного контроля — повышение качества выпускаемой продукции 
приводит к увеличению объема контроля. Описан способ разрешения 
этого парадокса — на основе перехода от чисто технической политики 
выбора плана контроля к технико-экономической. Она исходит из 
сравнения по экономическим показателям схем контроля и схем техни-
ческого обслуживания и пополнения партий. Проанализирован базовый 
метод такого сравнения, позволяющий выделить область экономиче-
ского преимущества схемы пополнения партий и схемы технического 
обслуживания по сравнению со схемой контроля.

Потери W в несколько раз (по экспертной оценке — обычно 
в 5—10 раз) превышают расходы С0 на изготовление единицы продук-
ции. Кроме того, для быстрого решения проблем потребителей, связан-
ных с обнаружением дефектов, необходима развитая система техниче-
ского обслуживания.

Пусть изготовлена партия продукции объема N. Тогда расходы на 
сплошной (неразрушающий) контроль составляют С1N (при этом де-
фектные единицы продукции извлекаются и утилизируются, расходами 
на утилизацию или доходами от нее в настоящем изложении пренебре-
гаем). Пусть p — доля дефектных единиц продукции в партии. Тогда 
Np — математическое ожидание числа дефектных единиц продукции 
в партии, а WNp — математическое ожидание потерь. Если

 WNp < С1N, p < С1/W, (17.18)

то выгоднее отказаться от сплошного контроля. При повышении ка-
чества, т.е. снижении доли дефектности, целесообразно переходить 
к поиску и устранению дефектов не непосредственно на предприятии, 
а в пунктах системы технического обслуживания.

В формуле (17.18) участвует математическое ожидание WNp. 
Реальные потери могут быть больше, но не намного. Как и ранее, с по-
мощью теоремы Муавра — Лапласа можно утверждать, что практически 
наверняка они не превышают WD0(4), а потому преимущество решения 
об отказе от контроля неоспоримо при

 WD0(4) < C1N, p + 4[p(1 – p)]1/2/N1/2 < C1/W. (17.19)

Аналогично выводу неравенства (17.17) заключаем, что неравен-
ство (17.19) наверняка будет выполнено, если

 p + 2/N1/2 < С1/W. (17.20)

Пусть С1/W = 0,1, выпускается партия объема N = 1600. Тогда со-
гласно неравенству (17.20) отказ от контроля выгоден уже при p < 0,05, 
т.е. граничное значение соответствует довольно низкому уровню каче-
ства — 1 единица продукции из 20.

Выгодно ли в рассматриваемой ситуации вводить выборочный 
контроль? Пусть объем контроля равен n, приемочное число с = 0, 
с вероятностью y партия принимается, а с вероятностью 1 – y бракуется 
(и затем подвергается разбраковке). В первом случае расходы на кон-
троль равны С1n, а остальная часть партии содержит в среднем (N –  n) p 
дефектных единиц продукции, и средние издержки равны y{С1n +  
+ W(N – n)p}. Во втором случае суммарные затраты равны (1 – y)С1N.  
Следовательно, введение контроля выгодно, если

y{С1n + W(N – n)p} + (1 – y)С1N < WNp.
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пинг и (добросовестная или недобросовестная) реклама, таможенные 
пошлины и квоты.

Одним из основных компонентов конкурентоспособности про-
дукции является ее технический уровень. Справедливо отмечается, 
что фирма, обладающая патентом или новой научно-технической раз-
работкой, имеет более высокий «излишек производителя» по сравнению 
с другими фирмами. Технический уровень продукции, например, — одна 
из основных учитываемых характеристик при выборе направления 
инвестиционных вложений.

Из сказанного вытекает, что сертификация — это современная 
форма управления качеством. Среди зарубежных специалистов обще-
принято, что основная составляющая в управлении качеством про-
дукции — это статистические методы (см., например, отчет Комитета 
ИСО по изучению принципов стандартизации [132]). В нашей стране 
внедрение комплексных систем управления качеством (КС УКП), к со-
жалению, сводилось во многом всего лишь к подготовке документации 
организационного характера. Статистические методы использовались 
в промышленности недостаточно, прежде всего из-за недостаточной 
подготовки кадров, а государственные стандарты по этой тематике за-
частую содержали грубейшие ошибки (см. ниже). Ситуация в области 
применения статистических методов и причины нашего отставания 
достаточно подробно разобраны в публикациях [74; 81].

Классификация	статистических	методов	сертификации. Рас-
смотрим два основания для классификации: первый — по виду стати-
стических методов: второй — по этапам жизненного цикла продукции, 
на которых соответствующий метод применяется. Первое основание 
привычно для специалистов по разработке статистических методов 
и соответствующего программного обеспечения, второе — для тех, кто 
эти методы применяет на конкретных предприятиях.

В Институте высоких статистических технологий и эконометри-
ки сложилось пятичленное деление по первому основанию (в скобках 
указаны наименования диалоговых систем, рассмотренных, в частности, 
в работе [68]):

а) прикладная статистика, иногда с дальнейшим выделением 
статистики случайных величин, многомерного статистиче-
ского анализа, статистики случайных процессов и временных 
рядов, статистики объектов нечисловой природы (Система 
регрессионного статистического моделирования — СРСМ, или 
СТАТМАСТЕР; АДДА; ГРАНТ; КЛАМС; ЭКОНОМЕТРИК; 
РЕГРЕССИЯ; ЛИСАТИС; ЭКОСТАТ; РЕСТ);

17.4. статистиЧеские МетОды  
уПравления каЧествОМ

Как уже отмечалось, в России все расширяется тенденция к сер-
тификации продукции, т.е. к официальной гарантии поставки произ-
водителем продукции, удовлетворяющей установленным требованиям. 
Поставщики и продавцы должны иметь сертификаты качества на пред-
лагаемые ими товары и услуги. Маркетинг, т.е. производственная и ком-
мерческая политика, нацеленная на получение максимальной прибыли 
на основе изучения рынка, создания конкурентоспособной продукции 
и ее полной реализации, включает в себя работы по сертификации.

Не будем останавливаться на быстро меняющейся организацион-
ной стороне процесса сертификации и соответствующих отечественных 
и зарубежных нормативных документах, а также на различных системах 
сертификации. Как общие проблемы сертификации, так и выбор схемы 
сертификации для конкретной продукции активно обсуждаются спе-
циалистами. Приведем лишь несколько замечаний, необходимых для 
дальнейшего изложения.

Напомним, что, говоря о сертификации продукции, можно иметь 
в виду качество конкретной ее партии. В ряде случаев это оправдано — 
рядового потребителя интересует качество лишь той единицы про-
дукции, которую он приобрел. Однако установление долговременных 
хозяйственных связей целесообразно лишь в случае, когда поставщик 
гарантирует высокое качество не одной, а всех партий своей продукции. 
Другими словами, должны быть проведены оценка и сертификация 
технологических процессов и производств.

Еще больше повышается доверие к поставщику, если не только 
отдельные технологические процессы, но и все предприятие в целом га-
рантированно выпускает продукцию высокого качества. В современных 
условиях это обеспечивается действующей на предприятии системой 
качества, удовлетворяющей требованиям Международной организации 
по стандартизации ИСО.

Одна из основных характеристик товара — его конкурентоспо-
собность. Очевидно, производителю необходимо уметь оценивать 
конкурентоспособность перед запуском продукции в производство или 
началом работы по продвижению на зарубежный рынок. Следует отме-
тить, что в литературе имеются различные мнения по поводу понятия 
«конкурентоспособность». В частности, нельзя согласиться с крайне 
упрощенным подходом, согласно которому конкурентоспособность 
сводится к соотношению цен на внутреннем и внешнем рынках. До-
статочно напомнить о таких приемах конкурентной борьбы, как дем-
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реализацию (сбыт) и распределение (доставку) продукции;8) 
монтаж и эксплуатацию продукции у потребителей;9) 
технические помощь и обслуживание;10) 
утилизацию после использования.11) 

Подробное рассмотрение применения основных типов статисти-
ческих методов на перечисленных этапах жизненного пути продукции 
не входит в задачу настоящей книги. Сводка, приведенная в табл. 17.1, 
показывает, что статистические методы широко применяются на всех 
этапах жизненного пути продукции.

Таблица 17.1

Применение статистических методов на различных этапах 
жизненного цикла продукции по исО 9004—87

Номер этапа
Вид статистических методов

Специальные модели
а б в г д

1 + — — + — +

2 + — — + + +

3 + — — — — +

4 + + + + + +

5 + + + + — +

6 + + + + + +

7 + + + + + +

8 + + — — — +

9 + + + + + +

10 + — — — — +

11 + + + + — +

Помимо компьютерных диалоговых систем широкого назначения, 
на каждом конкретном предприятии и на любом конкретном этапе 
жизненного пути продукции могут быть использованы специальные 
моде ли, например на этапе 3 «материально-техническое снабжение» — 
модели управления запасами (см. о них, например, главу 16 данного 
учебника или главу 5 монографии [88]).

Среди диалоговых систем по статистическому анализу выделим 
пакеты, ориентированные:

на восстановление зависимостей (СТАТМАСТЕР, он же СРСМ —  �

система регрессионного статистического моделирования, и его 
развитие ЭКОНОМЕТРИК, а также РЕГРЕССИЯ );
анализ нечисловых данных на основе методов статистики  �

объектов нечисловой природы (АДДА, КЛАМС, а также ори-

б) статистический приемочный контроль (СПК, АТСТАТ-ПРП, 
КОМПЛАН);

в) статистическое регулирование технологических процессов, в част-
ности методом контрольных карт (СТАТКОН, АВРОРА-РС);

г) планирование эксперимента (ПЛАН, ЭКСПЛАН, ПАСЭК, 
ПЛАНЭКС);

д) надежность и испытания (НАДИС, ОРИОН, СЕНС).
Быстрое развитие компьютерной техники имеет свою оборотную 

сторону. Вполне добротные программные продукты устаревают и вы-
ходят из обращения просто потому, что они сделаны на отработавшем 
свой срок операционном (системном) программном обеспечении. «Вы-
жить» может только то программное обеспечение, которое поддержива-
ется соответствующей фирмой и постоянно совершенствуется с чисто 
программистской точки зрения. Важна система технической поддержки, 
обучение и, конечно, реклама. При этом чисто научная сторона дела от-
ходит на задний план. Эти простые соображения объясняют, почему за 
13 лет (с 1991 по 2004 г.) отечественный рынок программных продуктов 
по эконометрике и статистическим методам стал гораздо более бедным 
по числу продуктов, научный уровень явно понизился, зато дизайн явно 
стал более привлекательным.

Перейдем ко второму основанию классификации методов серти-
фикации. Согласно п. 5.1 «Петля качества» стандарта ИСО 9004—87 
«Общее руководство качеством и элементы системы качества. Руково-
дящие указания» система качества функционирует «…одновременно 
со всеми остальными видами деятельности, влияющими на качество 
продукции или услуг, и взаимодействует с ними. Ее воздействие распро-
страняется на все этапы от первоначального определения и до конечного 
удовлетворения требований и потребностей потребителя». Эти этапы 
и виды деятельности включают:

маркетинг, поиски и изучение рынка;1) 
проектирование и (или) разработку технических требований, 2) 
разработку продукции (опытного образца);
поиски поставщиков и оптовых покупателей, организацию 3) 
материально-технического снабжения (решение задач логи-
стики);
подготовку и разработку производственных (технологических) 4) 
процессов;
непосредственно производство продукции;5) 
контроль качества продукции, проведение испытаний и обсле-6) 
дований;
упаковку и хранение продукции;7) 
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17.5. Обнаружение разладки  
с ПОМОщью кОнтрОльных карт1

Как уже отмечалось, контрольные карты Шухарта и кумулятивных 
сумм первоначально использовались для статистического контроля 
технологических процессов. В последние годы область их применения 
значительно расширилась, охватив временны2е ряды различной приро-
ды, от экологического мониторинга до анализа динамики экономиче-
ских показателей. В разделе даются общие сведения о методе контроль-
ных карт и подробно разбирается пример, относящийся к деятельности 
предприятия ОАО «Северсталь-авто».

Области	применения	контрольных	карт.	Контрольные карты 
предназначены для организации и проведения статистического кон-
троля стохастических процессов, представленных в форме временны2х 
рядов, на предмет наискорейшего обнаружения момента спонтанного 
изменения (разладки) вероятностных характеристик контролируемых 
процессов. Во многих практических задачах только на основании ана-
лиза временных рядов возможно выявить скрытые изменения, проис-
ходящие в наблюдаемом объекте или явлении.

Методы обнаружения разладки имеют многообразные области 
примене ния: контроль качества технологических процессов, обнаруже-
ние аварийных ситуаций, обработка информации в автоматизирован-
ных системах научных исследований (АСНИ), в автоматизированных 
системах управления технологическими процессами (АСУ ТП), в ав-
томатизированных испытательных стендах. Текущий контроль систем 
подвижных объектов, обнаружение сейсмических сигналов на фоне 
шума, оперативное выявление отказов агрегатов без остановки техно-
логического процесса, статистическое регулирование технологических 
процессов с помощью контрольных карт, мониторинг экологической 
обстановки, интенсивное наблюдение за тяжелобольными в клини-
ках — вот лишь краткий перечень задач, которые решают с помощью 
контрольных карт [51; 118].

Основные	идеи	метода	контрольных	карт.	Задача статистиче-
ского регулирования технологического процесса состоит в том, чтобы 
на основании результатов периодического контроля выборок малого 
объема принимать решение «процесс налажен» или «процесс разла-
жен». Соответствующая вероятностно-статистическая модель в про-
стейшем варианте следующая. Выдвигаются две гипотезы: нулевая 

1 Подраздел написан совместно с И.Н. Митрохиным, ОАО «Северсталь-авто», 
Москва, Россия.

ентированный на экспертное оценивание ГРАНТ, на анализ 
интервальных данных — РЕСТ);
прогнозирование (ЛИСАТИС и его развитие ЭКОСТАТ, а так- �

же относящиеся к временны2м рядам разделы пакета АВРОРА-
РС — анализ временны2х рядов и обнаружение разладки).

Для регулярного и обоснованного принятия решений на основе 
решения обширных комплексов задач сертификации и управления 
качеством  на конкретном предприятии в ряде случаев целесообразно 
создать диалоговую систему, предназначенную для использования 
именно на этом предприятии. В частности, для решения задач этапа 4 
используют созданные для конкретного предприятия программные 
системы, соединяющие в себе банки данных и пакеты статистических 
методов анализа этих данных. Примерами являются «Автоматизиро-
ванное рабочее место материаловеда» (АРМ материаловеда) и «Ав-
томатизированное рабочее место математика» (АРМ математика)», 
разработанные Центром статистических методов и информатики для 
ВНИИ эластомерных материалов и изделий.

Для объединения типовых пакетов в индивидуальную систему по-
лезно программное средство ИНТЕГРАТОР — универсальный инстру-
мент, предназначенный для создания интегрированных программных 
систем и обеспечивающий возможность совместного использования 
различ ных пакетов прикладных программ на персональных ком-
пьютерах IBM PC. Так, с помощью ИНТЕГРАТОРА был разработан 
АРМ математика на основе пакетов СРСМ, ПЛАН, АТСТАТ-ПРП 
соответствующей базы данных и ряда программ, ориентированных на 
специфику ВНИИ эластомерных материалов и изделий.

На всех этапах жизненного цикла продукции, особенно на эта-
пах 3, 8, 10, часто используют специализированные вероятностно-
статистические модели, в том числе модели управления запасами (см., 
например, монографию [88, глава 5]), массового обслуживания и др. 
Такие модели и их программное обеспечение, как правило, разрабатыва-
ют для конкретного предприятия, и потому они хорошо приспособлены 
к особенностям этого предприятия.

«Шесть	сигм»	—	система	внедрения	контроллинга	и	его	статисти-
ческих	инструментов.	Подробно система «Шесть сигм» рассмотрена 
в подразделе 14.2. Система трудоемка, на ее внедрение нужны годы. 
Но и эффект велик [127]. Можно взглянуть на систему «Шесть сигм» 
и как на инструмент инновационного менеджмента. Тогда естественно 
рассматривать «Шесть сигм» как новую систему внедрения математи-
ческих методов исследования и управления на промышленном пред-
приятии.
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методика, учитывающая информацию о прошлых данных для анализа 
текущего состояния. В основе этой методики лежит исследование не ин-
дивидуальных значений признака, а учет их кумулятивных сумм. Такой 
подход получил название метода кумсумм (или кумсумм-метода).

Кумсумма образуется следующим образом:

 S x k S x kr i
i

r

r r= −( ) = + −( )
=

−∑
1

1 ,  (17.22)

где xi — значение используемой статистики в i-й момент времени; k — константа, 
представляющая собой некоторое эталонное значении.

Нанесенные на график в порядке появления кумулятивные сум-
мы Sr образуют кумсумм-карту.

В модели, когда разладка связана с изменением математического 
ожидания, величину k обычно приравнивают математическому ожида-
нию в налаженном состоянии. Если среднее значение параметра процесса 
возрастет, то будет иметь место и общий рост уровня кумсуммы, посколь-
ку все большее число значений (xi – k) станут положительными. Анало-
гичным образом, если среднее значение будет падать, то и график будет 
стремиться вниз. Таким образом, изменение среднего значения исходных 
данных приводит к изменению угла наклона графика кумсумм.

Пример 17.3. На примере контроля премиального фонда (ПФ) 
аппарата управления производственного объединения покажем, 
какой контроль можно осуществлять, применив карты Шухарта 
и карты кумулятивных сумм.

Исходные данные — ПФ за 45 месяцев (см. табл). Причем 
ПФ за первые 3 года считается стабильным. Проверим, не разла-
жен ли процесс выплаты ПФ в 2005 г., при условии, что норматив 
ПФ в течение всего контролируемого периода не изменяется. На 
рисунке 17.1 показана динамика ПФ.

Премиальный фонд по месяцам (млн руб.)

Год

Месяц

Ян-
варь

Фев-
раль

Март Апрель Май Июнь Июль
Ав-
густ

Сен-
тябрь

Ок-
тябрь

Но-
ябрь

Де-
кабрь

2002 128 134 143 124 147 127 131 150 120 135 129 150

2003 132 143 141 152 140 125 137 142 153 130 136 137

2004 122 136 153 135 125 139 143 132 146 126 139 136

2005 150 143 155 160 144 153 139 168 151 — — —

гипотеза Н0 — технологический процесс налажен, если параметр (ха-
рактеристика) θ распределения контролируемого показателя качества 
Х равен θ0, и альтернативная гипотеза H1 — технологический процесс 
разлажен, если параметр θ равен θ1. На основании результатов контро-
ля X1, Х2, …, Хn включенных в выборку единиц продукции необходимо 
с помощью определенных статистических критериев принять одну из 
этих двух гипотез.

Обычно выборку значений контролируемого показателя качества 
моделируют совокупностью независимых одинаково распределенных 
случайных величин с математическим ожиданием µ и дисперсией 
σ2 [89]. При статистическом регулировании технологических процессов 
проверяют гипотезы:

Н0 : µ = µ0 (технологический процесс налажен),
H1 : µ = µ1 (технологический процесс разлажен),

если разладка связана с изменением математического ожидания µ.
Если же разладка связана с увеличением дисперсии σ2, то в этом 

случае проверяют гипотезы:
Н0 : σ = σ0 (технологический процесс налажен),
H1 : σ = σ1 (технологический процесс разлажен).
На стадии предварительного анализа состояния технологическо-

го процесса необходимо оценить параметры µ0 и σ0. Для этого следует 
отобрать на контроль определенное число единиц продукции при 
нормальном ходе производства, т.е. при надлежащем качестве сырья 
и при отлаженном оборудовании. При этих условиях мы по правилам 
прикладной статистики [77] получим оценки параметров µ и σ при на-
лаженном состоянии технологического процесса, т.е. µ0 и σ0.

Значения параметров, соответствующие разлаженному процессу, 
либо задают с помощью экспертов, либо определяют при анализе за-
бракованной продукции.

На контрольной карте отмечают границы регулирования, огра-
ничивающие область допустимых значений статистики (при справед-
ливости нулевой гипотезы). Контрольная карта является наглядным 
графическим средством, отражающим состояние технологического 
процесса. Выход точки за границу регулирования служит сигналом 
о разладке технологического процесса.

Впервые контрольные карты были разработаны в 1924 г. амери-
канцем У.А. Шухартом, работавшим в Bell Telephone Laboratories [118]. 
Методология построения контрольных карт Шухарта имеет ту особен-
ность, что проводимый контроль не учитывает предыдущего поведе-
ния контролируемого параметра. В середине XX в. была разработана 
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На основании табличных данных слабо прослеживается из-
менение среднего уровня ПФ в 2005 г. Построим карту Шухарта. 
Делаем предположение, что с 2002 по 2004 г. норматив ПФ за 
месяц не менялся. Для расчета выборочного среднего арифметиче-
ского значения и выборочной дисперсии воспользуемся данными 
2002—2004 гг., поскольку в эти периоды ПФ считается стабильным, 
управляемым.

Среднее значение выборки рассчитываем по формуле

ПФ
ПФ ПФ ПФ

млн руб.

=
+ + +

=

=
+ + +

=

1 2 36

36
128 134 136

36
137

...

...

Выборочную дисперсию рассчитываем по формуле

σ2
1

361
36

1
36

137 128 137 134 137 136

= −( ) =

= −( ) + −( ) + −( )

=∑ ПФ ПФii

...  = 80 8, .

Выборочное среднеквадратичное отклонение таково:

σ σ= =2 9 0,  млн руб.

Будем использовать контрольную карту Шухарта, в которой 
границы регулирования отстоят от значения, соответствующего 
налаженному процессу, на 3 среднеквадратичных отклонения. 
Тогда допустимые значения премиального фонда будут лежать 

в диапазоне МД МД− + 3 3σ σ; ,  нижняя граница регулирования 

ПФ составит 137 – 9 × 3 = 110 (млн руб.), а верхняя — 137 + 9 ×  
× 3 = 164 (млн руб.).

На основании расчетов построим контрольную карту ПФ 
(см. рис. 17.1). Анализ карты показывает, что в августе 2005 г. 
произошла разладка процесса, ПФ превысил границу верхнюю 
границу регулирования. Необходимо выяснить причину разладки 
и принять решение о дальнейших действиях.

Вариация значений ПФ затрудняет визуальный анализ 
контрольной карты и не позволяет понять тенденцию изменения 
среднего значения ПФ и вовремя заметить разладку. Решить эту 
проблему помогают карты кумулятивных сумм. Найдем кумуля-
тивные суммы. Эталонное значение k выберем, как выборочное 
среднее арифметическое: k = =ПФ 137  млн руб.
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Далее рассчитываем кумулятивные суммы по формуле 
(17.22): 

значения кумулятивных сумм

Год

Месяц

Ян-
варь

Фев-
раль

Март Апрель Май Июнь Июль
Ав-
густ

Сен-
тябрь

Ок-
тябрь

Но-
ябрь

Де-
кабрь

2002 –9 –11 –5 –17 –7 –17 –22 –9 –26 –27 –35 –21

2003 –26 –20 –15 0 4 –8 –8 –2 14 8 7 7

2004 –7 –8 8 7 –5 –2 4 –1 9 –2 1 0

2005 13 20 38 62 69 85 88 119 134

Карта кумсумм представлена на рис. 17.2.
Именно наклон графика служит мерой измерения случайной 

величины. Так, в рассматриваемом случае нулевой наклон означает, 
что система работает в своем среднем режиме 137 млн руб. в месяц 
и т.д., согласно шкале кумулятивных сумм.

Анализ карты свидетельствует о том, что уровень ПФ меня-
ется в течение времени контроля:

ПФ для первых 11 месяцев 2002 г. = 134 млн руб.;
ПФ с декабря 2002 г. по август 2003 г. = 139 млн руб.;
ПФ с сентября 2003 г. по декабрь 2004 г. = 137 млн руб.;
ПФ с января 2005 г. = 147 млн руб.

Пример демонстрирует достоинства контрольных карт кумулятив-
ных сумм как средства визуального контроля. График кумулятивных сумм 
более чувствителен к выявлению изменений в уровне признака (ПФ), чем 
карта Шухарта, и, таким образом, карты кумулятивных сумм — хорошая 
графическая форма представления данных для визуального контроля. 
Карты кумулятивных сумм позволяют обнаружить постепенное измене-
ние среднего значения параметра. Однако при этом методе целесообразно 
проверять на практике значимость любого обнаруженного изменения 
кумулятивных сумм, особенно в случаях, когда изменение признака 
нельзя объяснить какими-либо конкретными фактами.

Многообразие	контрольных	карт.	В разобранном примере рас-
сматривался временной ряд значений контролируемого параметра. 
Часто используют временной ряд значений той или иной статистики, 
рассчитанной по выборке значений контролируемого параметра в рас-
сматриваемый момент времени. Этой статистикой может быть выбороч-
ное среднее арифметическое значение, медиана, выборочные дисперсия, 
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среднее квадратичное или размах, а также число дефектов или число 
дефектных единиц продукции и т.д. Во всех этих случаях могут приме-
няться контрольные карты Шухарта или карты кумулятивных сумм.

Контрольные карты Шухарта предназначены для обнаружения 
резких изменений контролируемого параметра. Примером является 
поломка резца. В то же время постепенную разладку эти карты «чув-
ствуют» не сразу. Это объясняется тем, что статистики, отражающие 
состояние процесса, рассматриваются независимо друг от друга, т.е. 
каждый последующий результат выборочного контроля никак не учи-
тывает предыдущую информацию.

Контрольные карты кумулятивных сумм наиболее чувствительны 
к постепенной разладке процесса. Примером является постепенное ста-
чивание резца. В то же время на резкое отклонение контролируемого 
параметра они реагируют медленнее, чем карты Шухарта. Это объ-
ясняется тем, что для оценки состояния процесса здесь используются 
накопленные суммы выборочных статистик, например кумулятивные 
суммы выборочных средних или кумулятивные суммы выборочных 
дисперсий. Таким образом, здесь учитывается не только результат кон-
троля текущей выборки, но также используются результаты контроля 
предыдущих выборок.

Средняя	длина	 серий.	Чувствительность контрольной карты 
к разладке определяется средней длиной серии (СДС) выборок про-
ходящего процесса. Определяется СДС как среднее число выборок, 
предшествующих наладке технологического процесса при неизменном 
распределении вероятностей контролируемого параметра.

При налаженном процессе сигнал о разладке является ложным, 
поэтому предпочтительным является максимально возможное значение 
СДС выборок L0. Чем больше значение L0, тем реже появляется сигнал 
о разладке при налаженном процессе. При разлаженном процессе, 
наоборот, предпочтительным является возможно меньшее значение 
СДС выборок L1. Чем меньше значение L1 при разлаженном процессе, 
тем быстрее будет обнаружена разладка процесса.

Эффективность плана контроля СДС определяет с помощью 
контрольной карты. Наиболее эффективным планом контроля будет 
тот, который обеспечит при равных исходных условиях наибольшее 
значение СДС выборок налаженного процесса L0 и наименьшее значение 
СДС выборок разлаженного процесса L1. Однако оптимизация одно-
временно по двум критериям невозможна. Поэтому один из критериев 
обычно связанный с L0 переводят в ограничение. Величина L0 определяет 
положение границ регулирования.

Метод	контрольных	карт	в	России.	Судьба метода контроль-
ных карт в России драматична. В 1970-е г. они стали внедряться на 
отечественных предприятиях, давая заметный экономический эффект. 
Появились государственные стандарты по статистическому регули-
рованию технологических процессов, основанные на использовании 
контрольных карт. Однако рабочая группа по упорядочению системы 
стандартов по прикладной статистике и другим статистическим методам 
(1985—1987) установила, что все государственные стандарты СССР по 
статистическому регулированию технологических процессов содержат 
грубейшие ошибки и их невозможно использовать ни как справочные, 
ни тем более как нормативные материалы [81]. Эти стандарты были от-
менены. К сожалению, ряд литературных источников, как и отмененные 
ГОСТы, содержат грубые ошибки.

Диалоговая программная система СТАТКОН разработана в каче-
стве замены ГОСТам с ошибками и содержит в себе все основные ре-
зультаты теории контрольных карт (руководитель разработки системы 
СТАТКОН Г.Ф. Филаретов (Московский энергетический институт) 
возглавлял подкомиссию по статистическому регулированию техно-
логических процессов рабочей группы). В частности, в диалоговую 
систему СТАТКОН входят следующие разновидности контролиру-
ющих алгоритмов, относящиеся к группе алгоритмов кумулятивных 
сумм и предназначенные для обнаружения:

скачкообразного изменения математического ожидания гаус- �

совского дискретного случайного процесса с независимыми 
наблюдениями;
линейного возрастающего изменения математического ожида- �

ния случайного процесса указанного типа;
скачкообразного изменения вектора математических ожиданий  �

векторного гауссовского случайного процесса с независимыми 
наблюдениями;
скачкообразного изменения дисперсии для гауссовского дис- �

кретного процесса с независимыми наблюдениями;
скачкообразного изменения вероятности появления некото- �

рого события в последовательности независимых случайных 
событий (нерандомизированный и рандомизированный вари-
анты).

Как известно, в подавляющем большинстве технико-экономиче-
ских ситуаций распределения элементов выборки отличны от нормаль-
ных [77; 89]. Поэтому выводы, сделанные на основе использования при 
моделировании нормального распределения, имеют лишь теорети-
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ческое значение. Однако они дают первое представление о ситуации, 
первоначальные ориентиры, которые могут быть уточнены при более 
тщательном исследовании.

На несколько иных принципах построена диалоговая система 
АВРОРА-РС «Анализ временных рядов и обнаружение разладки», 
разработанная под руководством И.В. Никифорова (академический 
Институт проблем управления) и А.А. Новикова (Математический 
институт им. В.А. Стеклова). К ее основным функциям относятся после-
довательное обнаружение изменения свойств независимых случайных 
последовательностей и зависимых случайных последовательностей 
типа авторегрессии с помощью ряда жестко настроенных и адаптивных 
алгоритмов скорейшего обнаружения, обнаружение изменения свойств 
многомерных сигналов, наблюдаемых с избыточностью, расчет стати-
стических характеристик алгоритмов обнаружения, статистическое 
моделирование алгоритмов на специально генерируемых или вводимых 
пользователем данных, оптимальная настройка алгоритмов и подбор 
их характеристик, параметрический анализ временных рядов на основе 
авторегрессии.

В нашей стране разработано большое число программных про-
дуктов, посвященных статистическим методам управления качеством 
продукции [68].

Подведем итоги настоящей главы. В России активно разра-
батываются теоретические, программные и практические вопросы 
статистических методов сертификации и управления качеством 
продукции. Ранее разработанные нормативно-техническая и ме-
тодическая документация , диалоговые компьютерные системы по 
статистическим методам продолжают использоваться, несмотря на 
социально-политические преобразования 1990-х гг. В частности, 
стандарты СССР и СЭВ продолжают оставаться широко известными 
методическими документами, хотя СССР и СЭВ уже нет. Большое зна-
чение имеет работа по устранению ошибок в нормативно-технических 
и инструктивно-методических документах с целью уменьшения числа 
ошибок в практической работе. Важно создать такую систему управле-
ния в научно-технической сфере, чтобы никто не мог навязать стране 
свои ошибки в качестве стандартов, проигнорировав протесты ведущих 
специалистов. При этом условии вне дрение современных статистиче-
ских методов сертификации и управле ния качеством продукции могут 
дать нашей стране экономический эффект, измеряемый миллиардами 
долларов США в год.

контрольные вопросы
Какие решения необходимо принимать в связи с качеством продукции 1.	
и сертификацией?
Почему необходимо использование выборочного контроля?2.	
Как для плана (3.	 n, 0) с n = 27 найти приемочный уровень дефектности 
и браковочный уровень дефектности?
Для плана (4.	 n, 0) предел среднего выходного уровня дефектности не пре-
вышает t = 0,02. Каково минимально возможное n?
Как могли быть утверждены государственные стандарты по статистиче-5.	
ским методам управления качеством продукции, содержащие грубейшие 
ошибки?
Чем контрольные карты Шухарта отличаются от карт кумулятивных 6.	
сумм?

темы докладов и рефератов
Комплексные системы управления качеством продукции и международ-1. 
ные стандарты ИСО по менеджменту качества.
Экономическая эффективность усеченных планов статистического 2. 
приемочного контроля.
Взаимосвязь технического уровня, качества и конкурентоспособности 3. 
продукции.
Методы проведения статистического приемочного контроля порошко-4. 
образных материалов.
Различные варианты взаимодействия поставщика и потребителя в связи 5. 
с системой принятием решений о качестве продукции.
Расчет средней длины серий для контрольных карт Шухарта и карт куму-6. 
лятивных сумм при скачкообразной и постепенной разладке.
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отклонениям исходных данных и предпосылок моделей. Общая схема изучения 
проб лем устойчивости разработана в [88], конкретные постановки проблем 
устойчивости в математических методах и моделях теории принятия решений 
разобраны, например, в главах 9, 10 настоящего учебника. Если же обратить 
внимание на необходимость изучения устойчивости по отношению к измене-
нию данных (статистика интервальных и нечетких данных), объема данных 
(асимптотическая статистика) и особенно к изменению распределения данных 
(непараметрическая и робастная статистика), то приходится констатировать, 
что эта тематика пронизывает все содержание настоящего учебника.

От математических моделей перейдем к предметной области — менеджмен-
ту высоких технологий. Выделим четыре актуальных направления работ.

В настоящее время только создается единая теория риска. Даже единая 
классификация рисков пока не утвердилась [89, глава 14]. Одна ко можно 
с уверенностью прогнозировать, что в ближайшие годы на предприятиях 
и в организациях будут созданы службы управления риском во главе с одним 
из топ-менеджеров. Директор по рискам займет место рядом с финансовым 
директором, главным инженером и директором по маркетингу и сбыту.

Экологический менеджмент уже интегрирован в системы управления 
предприятиями (в соответствии со стандартами ИСО серии 14000). Но этого 
мало. Предсказываем, что социально-экологические проблемы управления 
будут все более актуальными в современных условиях [95].

Современные технологии управления сконцентрированы вокруг концеп-
ции контроллинга. Одна из основных функций контроллинга — информацион-
но-аналитическая поддержка процессов принятия решений на предприятиях 
и в организациях. Службы контроллинга играют все более важную роль в со-
вершенствовании процессов управления на базе интенсивного использования 
информационных технологий.

Неформальная информационная экономика будущего (НИЭБ) развива-
ется нами как методологическая основа конкретных исследований в области 
организационно-экономического моделирования. Одна из ее целей — выявить 
основные черты экономики будущего на период (на 20—30 лет) стратеги-
ческого планирования государства и крупных корпораций. Перспективные 
организационно-экономические механизмы управления производственно-
хозяйственной деятельностью, разработки и принятия управленческих решений 
предлагаем конструировать на основе НИЭБ. Эта новая организационно-
экономическая теория находится на стыке теории управления, экономики 
и прогностики.

Итак, теория принятия решений на основе организационно-экономиче-
ского моделирования бурно развивается. Невозможно даже упомянуть все ее 
перспективные направления. В учебнике мы указали лишь на некоторые ра-
боты нашего коллектива — научно-учебного комплекса «Инженерный бизнес 
и менеджмент» Московского государственного технического университета им. 
Н.Э. Баумана.

заключение

Организационно-экономическое моделирование и его важнейшая часть — 
теория принятия решений — в настоящее время быстро развиваются. Проис-
ходит смена парадигмы (совокупности ценностей, методов, технических навы-
ков и средств, принятых в научном сообществе в рамках устоявшейся научной 
традиции в определенный период времени) — переход от подходов 1950-х гг. 
к современным. Настоящий учебник написан в рамках новой парадигмы, и мы 
надеемся, что он будет полезным, по крайней мере, до середины XXI в.

Составление учебника — всегда отбор научных результатов. Кратко 
обсудим некоторые перспективные подходы теории и практики разработки 
и принятия управленческих решений, которые остались за пределами настоя-
щего учебника.

Прежде всего обратим внимание на современные статистические методы. 
Их точки роста, методология, основные нерешенные проблемы обсуждаются 
в заключительных главах учебника «Прикладная статистика» [77]. Обратим 
внимание на концепцию высоких статистических технологий, а также на 
компьютерно-статистические методы — синтез информационных технологий 
и асимптотической математической статистики.

Центральной областью современной прикладной статистики является не-
числовая статистика [76], а нечеткие множества — частный случай нечисловых 
данных. Они весьма перспективны с прикладной точки зрения. И с теорети-
ческой тоже — хотя уже более 30 лет назад установлено, что теория нечетких 
множеств в определенном смысле сводится к теории случайных множеств 
[70; 88], дальнейшая проработка этой связи между двумя теориями сулит не 
только теоретические продвижения, но и создание новых эффективных методов 
разработки и принятия управленческих решений.

Неопределенности реальных явлений и процессов можно описывать 
с помощью вероятностно-статистических, нечетких и интервальных моделей. 
Статистика интервальных данных достаточно подробно изложена в [76; 77], 
поэтому в настоящем учебнике о ней нет ни слова. Подчеркнем высокую при-
кладную значимость этого раздела нечисловой статистики.

Процессы разработки и принятия решений реализуются в реальных 
ситуациях с достаточно высоким уровнем неопределенности. Велика роль не-
числовой информации как на «входе», так и на «выходе» процесса принятия 
управленческого решения. Неопределенность и нечисловая природа управ-
ленческой информации должны быть отражены при анализе устойчивости 
экономико-математических методов и моделей. Для обоснованного практиче-
ского применения математических моделей процессов управления промыш-
ленными предприятиями и основанных на них экономико-математических 
методов должна быть изучена их устойчивость по отношению к допустимым 
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